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DELITELNOST A JEDNA ULOHA J. J. SYLVESTERA

Jaroslav HORA

1 Jedna uloha IMO 1997

Ugast v mezinarodni matematické olympid@ jist prestizni zaleZitost. Obdobn
prestizni je, kdyZz mezinarodni porota vybere nfegené Glohy ¢kterou, navrzeno@eskou
republikou. To se stalo naps roce 1997, kdyz na IMO v byla zadana i nasliedldjoha:

Najdéte vSechnaifrozen&tislaa, b, pro ktera platiab2 = b?.
Snad by stalo za pokus tentéilghad zkusit vyeSit. Dnes si Ize snadno stahnout i
feSeni ulohy, jedno je na http://www.oma.org.ar/iflo®lex_en.html.

2 Eukliduav algoritmus a linearni diofantovska rovnice o dvouneznamych

K tomu, abychom zvladiieSeni linearni diofantovské rovniaex + b y= c se déma
neznamymk, y, je tteba gipomenout, Ze nefiiSi spoleény clitel d prirozenychcisela, b je
mozno spoitat Euklidovym algoritmem opakovanéhglehi, picemz timto dlitelem je
posledni nenulovy zbytek.

Dale, metodou ,navratu®“ provedenym Euklidovym alfoem lze ziskat celéislax,
y, takova, zel=a x+by.

Nyni plati: pokudd nedli ¢, pak linearni diofantovska rovni@ex + b y=c nema
feSeni. Pokud alé déli c, pak je snadné najit jediieSeni diofantovské rovniegex+ b y=c:
pro jista cel&islax,y, plati, Zzed =a x+ b y. Jestlized céli ¢, jec =d kpro vhodné celéislo
k a vynasobenim vztalli= a x+ b y¢islemk ziejmé nalezneme jednu dvoijici celyefsel o,
Yo takovou, Zea %+ b yp =C.

TototeSeni neni jediné. Je delznamo, Ze v danéntipact ma linearni diofantovska
rovnicea x + b y= c dokonce nekorim¢ mnohoreSeni, ktera je obvyklé zapisovat pomoci

celatiselného parametiive tvarux = xp + g.t, Y=Yo-— g.t, tdZ.

2.1 Bézné priklady a jeden drobny problém

Nyni jsme schopnieSit fadu uUloh, které se vyskytuji v mnoha Skolnictehnicich,
raiznych kvizech atd. Zamysleme se ale nad nasledajédkou. Jsme schopni pomoci
dvoukorun a gtikorun zaplatittastku 1 K?

Ale ano, jen to chce spolupracujici pokladni. Dgim@tikorunu a ona nam vrati dv
dvoukoruny. Diofantovska rovnice+ 2y = 1 ma, jak jiz vime, nekote¢ mnohoieSeni,
jedno jexo= 1,X%y=—-2. Co kdyZ ale budeme na dopis vylepovat dvoukoréreogtikorunove
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znamky a zadna ,spolupracujici pokladni* nebudefsiNe prvni, kdo se nad podobnym
problémem zamyslel.

3 problém z r. 1884

Anglicky matematik J. J. Sylvester poslal v ro884 docasopisu Educational Times
nasledujici ulohu: Jestlize jsqu) g nesoudIina pirozenacisla Wtsi nez 1, pak dokaz, Ze
pocet pirozenychéisel menSich nep g ktera nemohou byt zapsana jako &g itanai,

které jsou nasobkem resp.q (nulovy gitanec povolen), je% P-10-1).

(Jestlizep=4,9=7, méme% P-1@-1=9a1l,?23,5,6,9,10, 13, 17 jsou

veSkera firozenacisla mensi nez 28, ktera nejsou ani nasalikgl 4 a 7, ani nemohou byt
vytvorena sétenim nasobk4 a 7).

3.1 ... a velice vtipné-eSeni
Vtipné feSeni poslal W. J. Curran Sharp. Autor tohoto tgetyxrelozil a zapsal
porekud obsSirgji.

Uvazujme soéin (1 +x° & + ...+ (1 +X + x* + ... +x*%), jeho? kaZdylen
mezi 1 ax"? odpovidé&sislu mensimu nepq a majicimu tvam p + n q (sleduj exponenty
v roznasobeném vyrazu). Ph@sini ¢len v roznasobeném vyrazu je ¥% a koeficienty
v roznasobeném vyrazu jsou stejné, jg@ ¢teme zleva dopravai naopak. Proto je
dvojnasobekisel tvarum p+ n ga mensich negqroven hodnat uvazovaného s@inu pro
x = 1, z #hoZ je odéteno¢islo 4, protoZzesleny obsahujicix', xX* a x*** nejsou zahrnuty.
Tento dvojnasobek jeo(+ 1)(q + 1) — 4 a proto peet ¢isel tvarum p+ n ga mensSich negq

je % (P+ 1)@+ 1) - 2. Poetcisel, ktera nemohou byt vyj&ha v uvedeném tvaru, pe— 1
1 1 1
—b(p+ D(a+ ) - % =5 [pa-p-atl =5 (p-1)@-1).

4 PouZzit4 literatura

http://www.cut-the-knot.org/blue/Sylvester.shtml

Mathematical Questions with Their Solutions, frdma tEducational Times”. Dostupné z
adresy webové adresy
https://archive.org/stream/mathematicalque10miligaamage/n4/mode/2up

5 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy RREU, Klatovska 51, Plze
horajar@kmt.zcu.cz
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FUNKCIONALNI ROVNICE
Jaroslav HORA

1 Substituéni metoda

Jednou ze zakladnich metod peseni funkciondlnich rovnic je substiti metoda.
Vychazime pitom z gredpokladu, Ze dana rovnice méake reSeni. TotaeSeni se snazime
ur¢it vhodnymi volbami prornnych a jejich dosazovanim do zadané funkciondwice.
V piipack usgchu je nakoned¢ba zkouskou @it spravnosteseni.

2 Priklad
Najdéte vSechndeSeni rovnice (1), ktera jsou definovana na €eléiné ose:
f(x+y)+2f(x—y)—4f(x) +xf(y) =3y"—X¥—-2Xy+XxY. (1)
2.1Reseni

Predpokladejme, Ze jista funkge= f (X) je feSenim (1) a ozieef (0) =c. Dosa’me
do (1) y = 0,x ponechame:

f(x) +2f(X)— 4 f(x) +x c=— . Odtud se jiz nahlédne, ¥éx) = X* + x c. Ted’ by
bylo zapotebi ukit hodnotuc. Dosadime —li v&ak nami objevenou informacif §d = »° + x
c do (1) a provedeme —li #fivé ziejmé pd@etni Gpravy, bude nam odmou zjiStni, Ze pro
vSechna realnéislax, y ma platit

—Cc(x +y) +xyc=0. (2)

Jenze snadno rozmyslime, Ze pro libovoing realné bude vztah (2) platit pouze pro
c = 0. Tim jsme zjistili, Ze ffpadnymieSenim rovnice (1) fite byt jedis funkcef (x) = X,
pokud vyhovuje zkousSce. Jeji provedeni vSakijgnpchameétenéi.

3 Specialni funkcionalni rovnice, skladani funkci arupy

Existuje jedna zajimavé&itla funkcionalnich rovnic,ipjejich feSeni se vyuzije jeden
dilezity pojem moderni algebry, totiz pojem grupyipPmeneme si rowz skladani funkci.
Je —li kug. dana funkce = In(x — 5), je ihned patrné, Ze jde o sloZenou funkaitivii funkci
je funkcef; .z=x - 5, vr§jSi f, .y = In z. Lehko zjistime, Ze defitini obor této slozené funkce
ke (5, ).
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Pri skladani funkci ovéem zale?i naradi. Volte Kup. fi(x) = =—> f,(x) = X_* a
2X+1 x-1

nalezrite funkceg(x) = 1 (f2(x), h(x) = 2 (f1(X)).

Byly doby, kdy algebra byla jen ,teorii rovnic*. P&e ale ukazalo, Ze algebra bude
muset studovat i dekané objekty, kterym dnégame algebraické struktury. Ty maji ngsi
tj. jakousi mnozinu a na ni jsou definovany jistgeiraické operace. Kisgpmnozina celych
Cisel s operacic#tani je ukazkou jisté algebraické struktury, gtaw grupy. V jeji definici
se vyzaduje spbmi nekolika axiomi. Grupova operace ma byt neomezeefinovana, tj.

v nasem fipact ma pro vSechny dvojice celydlisel x, y existovat sotetx +y [Z. To je
jist¢ splntno. Dale, grupova operace ma byt asociativni actdrs na Z je. Ma existovat
neutralni prvek a v naSentipact je neutralnim prvkem na Z vzhledem Ré&ni 0. Nakonec
ma ke kazdému prvku existovat prvek inverzni a neda Fipact ke kazdémuy [1Z je
inverznim prvkem vzhledem keéitani prvek-y [1Z.

Ctené si zajisté na internetu nalezne spoustiladi klasickych grup, a to kogaych i
nekongnych. Jednu ukazku dvouprvkové grupy ifvonnozina G tvéend dvojici funkci

-1 . L ys. o . .z 1z .
fi.x=x, f, . x = —s operaci skladani funkciipomenutou vySe. Pozadame laskavého
X
ctende, aby sdm sestavil opéra tabulku této grupy.

To, Ze jsme si&domi, Ze gkteré mnoziny funkci spolu s operaci skladanfitgoupu,
se nam vyplatiip feSeni zagrecné funkcionalni rovnice.

4 Priklad
Najdéte vSechndeSeni rovnice (3), ktera jsou definovana na &eléiné ose:

X f(X) + 2f(_?1) -3, 3)

4.1Reseni
. - -1 . , f s
Protoze vime, Ze dvfunkcef; .x = x, f, . x = —tvori grupu vzhledem k operaci skladani
X

funkci, provedeme ve 3) substituci  x - —1. Mame pak
X

iy i2t =3 4)
X X
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Upravou rovnic (3) a (4) se dostaneme k vigadf (x). Rovnici (3) vynésobl'mé , rovnici
X

(4) dvma:
(+2 ()=
X X X
41‘(x)—E f(_—1)= 6. Odtudf (x) = 6X+3. Snadno jiz doptieme
X X
-1 6— 3X . . ;
f(—)= a kontrolu spravnosteSeni provedeme snadno dosazenim do (3).
X

4.2 Hiklad pro samostatnou praci
Najdéte vSechndeSeni rovnice (5), ktera jsou definovana na €eléiné ose:

xf(x)+2f(XT_1):1—x. )

Navod: Posté si povSimnout, Zefiprvkova mnozina funkci; . x = x, .x = x-1 a
X
f3.x = % je noséem ftiprvkové grupy vzhledem k operaci sklddani funldei pak mozné
- X

napsat jeji opetmi tabulku a vypeet zcela analogicky jako ve 4.1 n&s/pde k vysledku

—x3+3x% - 3x+
F(¥) = X 3); 3x 2.
2X° =2

5 Pouzita literatura

BRODSKIJ, J,S., SLIPENKO,A.K: Funkcionalnyje urawnija i gruppy, Kvant, 1975¢. 1,
str.28-32.
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SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Jaroslav HORA

1 Jedna uloha s oSklivymi koeficienty
Reste soustavu 5732+ 2134y + 2134z = 7 886,
2134x + 5732y + 2134z = 670,
2134x + 2134y + 5732z =11 464.

Koeficienty této soustavyégné nejsou a my mame povinnost vymysléjakou
Upravu, ktera by nastipedla k ,hezi“ rovnici. S&teme —li vS8echny rovnice a koeficienty
vydélime c¢islem 10 000, mame + y + z = 2 a nyni jiz vcelku snadno nalezneme jedno
ifeSenix=1,y=-1, z=2.

2 Trocha trik @ pFimo vysokoskolskych ...

Reste soustavux + 2y + 3z —t = 0,
X—y+2z+2t= 4,
X+5y+5z —-4t=-4,
X+8y+7z-7t=-8.

NapiSeme tzv. matici soustavy teoou koeficienty u neznamych a hnetpgjime
sloupec pravych stratimz vznikne tzv. roz#na matice soustavy:

1 2 3 -10
1 -1 1 24
1 5 & 4 Ted bychom se i domluvit, jaky postup dale volit. Do
1 8 7 -71-8

piehazovani slougicse nam asi nebude moc chtiti papisu jsme ,uséti“ neznamé, ale
kupt. s prvnim sloupcem je svazana nezn&naato bychom nemuseli énit. Radji vylepSit
fAdky a toho Ize dosdhnout nasobenim kazdéld&u nenulovynx¥islem, resp. ficitanim
nasobky gkteréhotradku k jinému, resp. vy#émou radki. Mohli bychom ponechat prvni
fAddek a pak jeho — 1 nasobeki¢fst ke vSem dalSinfadkim. Dostaneme sice novou
rozSitenou matici soustavy, ale ekvivalentni s maticihoat, protozZe izjmé maji ol stejnou
mnozinu feSeni. Nebudeme proto mezi matice psat rovnitk®,zabk ~ pro ekvivalenci
matic.
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1 2 3 -10 1 2 3 -10
1 -11 2 4 0 -3 -2 3  bvchom byl coeni o
1 5 5 -4-4"|lo 3 2 __4.Nyn| ychom byli spokojeni s prvnimi
1 8 7 -1-8 0O 6 4 -6-8

dvéma radky (vektory), ale v tvorb ,odstupiované” matice bychom pokfavali ztejmym
zpasobem. Druhyadek bychom ficetli ke tetimu a pak jestdvojnasobek druhéhtadku
k radkuctvrtému.

1 2 3 -10) (1 2 3 -10
0 -3 -2 34| |0 -3 -2 34
0 3 2 -3-4/ [0 o o o0
0O 6 4 -6-8 |0 0 0 00

Ted’ vidime, jak veliky podvod na nas uchystali @updikladu. Na zaatku se tvali,
Ze nam davaji soustavtyi rovnic océtyiech neznamych, aledge zejmé, Ze jde jen o dv
.poradné”, netrivialni rovnice prétyfi nezname.
Ty rovnice nizeme znovu obnovit:
X+2y+3z-1=0,
3y—-2z + 3t =4.

Jenze ze dvou rovni&tyfi neznamé nevypteme. Za d¥ z neznamych v posledni
rovnici musime dat parametry. Volme je Sikéyvraby nam pokud mozno dale nevysly
zlomky. Necli t = 2v, y = 2u, kdeu, v J R. Pak

—2Z2=4+6u—-6va z=—-2-3u+ 3v.

Z prvni rovnice soustavy pak vygtemex = 5u—7v + 6.

Tudiz P :{[5u—7v+ 6, U, - 2 A+ I, 2]} ,u, vO R. Seznamili jsme se sipadem, kdy

dan& rovnice ma nekotfr®@ mnoho feSeni. ProtoZe jsme & jen dw rovnice pro ctyfi
neznamé, bylo nutné volit dva realné parametry.

Kdyby nam pi Upravach roz&éné matice soustavy vznikéjaky radek nikoli jen ze
samych nul, ale #h ¢tyii nuly a v sloupci pravych stran nenulo§iglo, byl by to okamz#
signal pro ®&co zcela jiného. Timtdadkem popsana rovnice nema Zadeseni a tedy ani
puvodni soustava rovnic nefdSitelna.

4 Pouzita literatura
BECVAR, J.: Linearni algebra, Matfyzpress, Praha, 2010.
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ULOHY O POLYNOMECH

Jaroslav HORA

1 Polynomy jedné neutité a algoritmus déleni
Zéalezitost ze z&kladni Skoly.

2 Euklidav algoritmus

Stale funguje. Kdo jej umi pouzit prdinzenacisla, dokaze jej zvladnout i pro
polynomy jedné nedité. V piipad prirozenych ¢i dokonce celycheisel hlidame, aby
postup® nachazené zbytky byly v absolutni hodnaostale mensSi. Nyni bude tzv.
eukleidovskou normou stupg@olynomu.

Je dole znamo, Ze k vygtu nejwtSiho spoléného dlitele dvou polynom f(x) a
g(x) s redlnymi koeficienty Ize pouZzit Eukiid algoritmus. Je —li st> stg, ziskame nejtsi
spoleny clitel z posloupnosti &leni mnohdlena

f=g qu+ry,
g=ry10p+ry,
rl=r2qg3 +rs3,

Fm-1=m{Jm+

kde stg>stn > ... stry,.

Je dole znamo, Ze z poslednikédku, v Rmz poprvé prokhlo ckéleni beze zbytku, se
ziska nej¥tsi spolény cklitel polynomi f, g. Je D, g) =rn.

2.1 Béivné piklady
Cislo 2 je kdenem polynomuP(x) = x* + 2x — 8. Pr@? JeP(2) = 0! Jak se definuje
obecr ,koien polynomu“? Co je to ,Kenovycinitel“? A co ,vicenasobny ken“?

Jestlizea je ka‘enem polynomuP(X), pak i déleni P(X) polynomenmx — a dostavame
P(X) = X — a@). SX) + R(X), kdeR(x) nulovy polynom, nebo $R(x) < stQ(x), tj. stR(x) = 0.
Po dosazeni= a mameP(a) =R (a) =0. To znamena, z2e— a dli P(x).

Véta: Cislo aOC je karenem polynomuP(x) praw tehdy, kdyzx — a dgli P(X), tj.
P(X) = x—a). 9X).
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Definice: Rekneme, Z&islo a JC je k — nasobnym ki@nem polynomuwP(x), jestlize
P(X) = (x— a)". gX), kdeS(x) je polynom,§x) # O.

3 Hornerovo schéma
(= zkraceny zéapis deni polynomu P(x) linearnim dvojlenem x — a. Vyjde

(algoritmus dleni) P(x) = (x— a) SX) + P(a ), kde

P(X) = an X" + ana X" + ...+ aX + a,
SX) = b X"+ bro X2+ L+ byx + by,
an = bn.1,

an-1= bho—a bna

a=b—a b,

a]_=bo—0' b]_,
a=P(a)-a b

Odtud postupt vypaitemebn; = a,, br2=an1 + @ bhy, ...,b1=a + a b, ...,
bp=ai+ a by, P(a) =ag+a by. To znamena, Ze koeficienby polynomuSx) mizeme
rekurentrt vyjadit pomoci koeficient polynomuP(x). Cely postup se zapisuje pomoci tzv.
Hornerova schématu:

an adn-1 2 ... QA do
a o bn-l o bn.g ... obi abg
bn_]_ bn_z bn_3 ven bo P((l)

3.1 Friklad: P(x) =x° — 2 - 8X° +x—7,Q(x) =x— 4
1 -2 -8 0 1 -7
4 4 8 00 4
1 2 0 0 1 =3P@)=-3,9x)=x*+2x +1.

Zjistili jsme, Ze ¢islo 4 neni kéenem polynomuP(x), protoze P(4) # 0. Déleni
polynomu P(X) linearnim dvaojlenem x — 4 tudiz poskytuje neuplny pod¥(x), jehoz
koeficienty jsme rovéZ ziskali z Hornerova schématu. Zbytektgm tomto dleni je —3,
zapiSeme

P(X) = (x—4)(xX* + 2x% + 1) + (=3).
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Nyni Ize uvést ¥ty o hledani fip. cel@iselnych¢i racionalnich kéenmi polynomu
s cel@iselnymi kdeny a mit prosedek k rychlému otestovani, zd&gaky kandidat éenem
je ¢i neni.

4 Pouzita literatura )
DRABEK, J., HORA, J.: Polynomy a rovnice. Skript@@U Plzeai, 2001.

5 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy RRE, Klatovska 51, Plze
horajar@kmt.zcu.cz

ULOHY zZ CASOPISU KVANT

Jaroslav HORA

1 Ulohy k piijimacim zkouskam na vysoké Skoly/matematika

V ruském casopise Kvant, jehoZz elektronicky archiv je dosfupna siti na
http://kvant.mccme.ru/, se publikuji mezi jinym adani pisemnychifimacich zkouSek na
matematické a technické fakulty ¥kaejSim SSSRi nynéjSim Rusku. Eklady vyskytujici
se v &chto zkouSkach jsou zajimavé. Dotkneme se Uloh eravnice, soustavy rovnic,
rovnice logaritmickeé, exponencial&iigoniometrické. U nas jsm&sto zvykliresit tyto ulohy
jen v gistém* tvaru, tj. nap piiklad na goniometrickou rovnici jiz nic dalSiho hsahuje.
Tady secasto setkdme s ,kombinaciizanych dloh.

2 Priklad
Reste soustavu rovnic *62.3=2

6.3 =12.

2.1Reseni
Zaciname lehkym fikladem. Je vhodné ozfinu = 6, v = 3. Pili éten&e jiz Ize
pirenechateSeni noveé soustavy, vyjde= 6,v; = 2 au; = — 4 ,v; = — 3. Rivodni soustava ma

jedinéteseni P H[1, log, 7} .

3 Priklad
Reste soustavu rovnic Y 8x

2 sinx+ sin 2x = 2 cod = .
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3.1Reseni

Ve druhé rovnici je sin = 2 sinx cosx, 2 co$ 2 =1 + cosx, proto Ize psat

2 sinx + 2 sinx cosx = 1 + cosx,
(2 sinx —1)(1 + cox) = 0.

Obor pravdivosti této goniometrické rovnice je siedenim obar pravdivosti rovnic
sinx = % a cox =-1. Prvni rovnice méesenix; = %T +2ntk, kO Z, respx, = %T +2 111,

| O0Z, druhdxs=1 +21tm mQd Z.

4 Priklad
Reste soustavu rovnic *62.3=2

6.3 =12.

4.1Reseni
Zaciname lehkym fikladem. Je vhodné ozfinu = 6, v = 3. Pili éten&e jiz Ize
pienechateSeni noveé soustavy, vyjde= 6,v; = 2 au; = — 4 ,v; = — 3. Rivodni soustava ma

jedinéteseni P H[1, log, 7} .

5 Priklad
Reste soustavu rovnic *62.3=2

6.3 =12.

5.1Reseni
Zaciname lehkym fikladem. Je vhodné ozfinu = 6, v = 3. Pili éten&e jiz Ize
pienechateSeni nové soustavy, vyjde= 6,v; = 2 au; = — 4 ,v; = — 3. Rivodni soustava ma

jedinéteseni P H[1, log, 7} .
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Jenze snadno rozmyslime, Ze pro libovolng realné bude vztah (2) platit pouze pro
c = 0. Tim jsme zjistili, Ze ifpadnymreSenim rovnice (1) fite byt jedis funkcef (x) = %,
pokud vyhovuje zkousce. Jeji provedeni vSakijgnpchamétenéi.

6 Specialni funkcionalni rovnice, skladani funkci ayrupy

Existuje jedna zajimavé&itla funkcionalnich rovnic,ipjejich feSeni se vyuzije jeden
dulezity pojem moderni algebry, totiz pojem grupyipBmeneme si rowz skladani funkci.
Je —li kug. dana funkce = In(x — 5), je ihned patrné, Ze jde o sloZenou funkaitivii funkci
je funkcef; .z=x -5, virejSi f, .y = In z. Lehko zjistime, ze defitini obor této slozené funkce
ke (5, «).

Pri skladani funkci ovéem zale?i naradi. Volte Kup. fi(x) = 2> f,(x) = X_* a
2X+1 x-1

nalezrite funkceg(x) = 1 (f2(x), h(x) = > (f1(X)).

Byly doby, kdy algebra byla jen ,teorii rovnic*. P&e ale ukazalo, Ze algebra bude
muset studovat i dekané objekty, kterym dnégame algebraické struktury. Ty maji ngsi
tj. jakousi mnozinu a na ni jsou definovany jistgeiraické operace. Kisgpmnozina celych
Cisel s operacic#tani je ukazkou jisté algebraické struktury, gtaw grupy. V jeji definici
se vyzaduje spbmi nekolika axiomi. Grupova operace ma byt neomezeefinovana, tj.

v nasem fipact ma pro vSechny dvojice celydlisel x, y existovat sotetx +y L1Z. To je
jist¢ splntno. Dale, grupova operace ma byt asociativni actdrs na Z je. Ma existovat
neutralni prvek a v naSentipact je neutralnim prvkem na Z vzhledem Ré&&ni 0. Nakonec
ma ke kazdému prvku existovat prvek inverzni a neda Fipact ke kazdémuy [1Z je
inverznim prvkem vzhledem keéitani prvek-y L1Z.

Ctené si zajisté na internetu nalezne spoustigladi klasickych grup, a to kogaych i
nekongnych. Jednu ukazku dvouprvkové grupy ifvonnozina G tvéend dvojici funkci
fi.x=xf,.x = _—13 operaci skladani funkcitipomenutou vySe. Pozadame laskavého

X
ctende, aby sdm sestavil opéra tabulku této grupy.

To, Ze jsme si&domi, Ze gkteré mnoziny funkci spolu s operaci skladanfitgoupu,
se nam vyplatiip feSeni zagrecné funkcionalni rovnice.

7 Priklad
Najdéte vSechndeSeni rovnice (3), ktera jsou definovana na €eléiné ose:
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xf() +2f (Z1y = 3. 3)
X
7.1ReSeni
Protoze vime, Ze dvfunkcef, .x =x, f, . x = _—ltvofi grupu vzhledem k operaci skladani
X
funkci, provedeme ve (3) substituci X - _—l. Mame pak
X

T Dyr2r=3. @)
X X

Upravou rovnic (3) a (4) se dostaneme k vigadf (x). Rovnici (3) vynésobimc—% , rovnici
X

(4) dvema:

(+2 ()=
X X X

6x+ 3

41‘(x)—E f(_—1)= 6. Odtudf (x) = . Snadno jiz dopsieme
X X

6—3x

f (_—1) = a kontrolu spravnosteSeni provedeme snadno dosazenim do (3).
X

7.2 Friklad pro samostatnou praci
Najdéte vSechndeSeni rovnice (5), ktera jsou definovana na €eléiné ose:

xu@+2u5i%:1—x )

. .. " < . " x-1
Navod: Posté si povSimnout, Zefiprvkova mnozina funkci; . x=x, . x = —= a
X

f3.x = % je nostem tiprvkoveé grupy vzhledem k operaci skladani funkeipak mozné
-X

napsat jeji opetmi tabulku a vypeet zcela analogicky jako ve 4.1 na&s/pde k vysledku

X3 +3x° —3x+ 2
2x% =2 '

F(x) =
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VYTVO RUJICI FUNKCE

Jaroslav HORA

1 Sylvesterova uloha

James Joseph Sylvester (1814 - 1897) byl vedogtickyn matematik viktorianské éry,
byl ale i prvnim profesorem matematiky v rozvijgftse Spojenych statech a zaloZikteré
vyznamné americké matematick&asopisy. Vice lze nalézt napna http://www-
history.mcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Syieebtml Tam je uvedena i nasledujici
tloha, kterou Sylvester zaslal dasopisu Educational Times v r. 1884:

Muz ma velky poet znamek v hodnotach 5 a 17 denlaka je nejtSi (kon€na)
hodnota v centech, kterou nébe zaplatit Zddnou kombinaé&thto znamek?

Ulohu Ize zobecnit nasledo¥rnBud'te p, q dvé nesoudina celésisla wtsi nez 1. Jaké je
nejVetsi pirozenégislo, které neriize byt vyjadeno jakozto linearni kombinage p+b. g s
nezapornymi cekdselnymi koeficientya, b?

2 Reseni aneb jak by mohly pomoci vytvujici funkce

Je jasné, Ze onen muz se znamkami v hodnotady £ani n¢jaké hodnoty nevyplati,
nap. 6 cent. Ndpad vypadajici jakoiiazeny za vlasy: mohli bychom zapsat na (niwolog
dlouhy) papir vSechna nezaporna c#kla a z této mnoziny pak postupwyskrtat vSechny
hodnoty, ktery vyplatit jdou. Ziskali bychom mnodiuSech ,nezaplatitelnych* hodnot a také
hledanou hodnotu nejtsi. Napad ma malou vadu: jeden lidsky Zivot bytas.. .

Presto bychom se nemuseli vzdat. MnoZinu vSech nemgpo celych cisel
{0, 1, 2, .} bychom mohli zakédovat do expongnpolynomu® x’ + x* + X +... . Ne, on

neni polynom, jde d¢adu, nadtsti geometrickou s prvniglenema; = 1 a kvocientenx. Tu
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1

umime saist: X* + x' + X +.... = = f(x). Pozor, ,jednoduchd® funkcix) = L ham

1-x -
,Sifruje* nekone&nou mnoziny0, 1, 2, .}, je jeji vytvdujici (generujici) funkei.
Jinakieteno" @i zapisu mnoziny vSech nezapornych celyésel {O, 1 2, } by nam
asi upadla ruka,ipzapisu vytvéejici funkce této mnozinffx) = % ne.
-X

Ted n¢jak zapsat mnozinu vSech hodnot, které vyplatiujdo. PovSimime si, Ze
sjednoceni mnozin

Mo={0+0q, O+q, O+ 27, & §,}.
M1 ={p+0q, p+q p+2q p+ 3q,.}

M. ={2p+0q, 2p+q, 2p+ 29, 2pF .}

Ma1={(9-2) p+0q, (=) p+ o (3 p- 2a( & ) p 3q}

tvoii praw mnozinu &ch nezapornych celyctisel, ktera lze zapsat jakozto linearni
kombinacia. p + b. g nezapornymi celfiselnymi koeficientya, b. VSechny mnoziny M
My,..., Mg1jsou tvdeny aritmetickymi posloupnostmi. Zakodujme zasgjdko 0 + x4+ %2
+... ., tj. nyni jde o nekormou geometrickotiadu s prvnimélenema; =>° = 1 a kvocientem

X, Pak® +x0+ x4, =1
1-x1
Jak zakédujeme M Lze ji zapsat jako® + xP*9+ p + ¥ 29+ P30+ =P8 + X+
X943 + ) =X . Analogicky M» zakédujeme jaka® ! , Mg.1jako ave_L
1-x1 1-x1 1-x1

Nakonec sjednoceni mnozingMvly, ..., Mq.1 zakddujeme jako
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1

= (1+x°+x*+ ... + x99 Posledni zavorka je s&tem prvnichg — 1 ¢lend
- X
_qu

geometrické&ady s prvnimélenema; = 1 a kvocientemx’. Tento sotet je roven a

tudiz mnozinu vSech nezapornych celyébel, ktera Ize zapsat jakozto linearni kombinaci
a. p+b. g nezdpornymi cetdselnymi koeficientya, b, 1ze zakddovatvytvorujici funkci

1 1-xM_ 1-xM™
1-x 1-x"  (1-x°)(1- %)

ox) =

NejhorSi mame za sebou. Nakonec rozdil fufgi—g(x) podle naSeho planu kdduje
hledanou kongnou mnoZzinu d&ch girozenychcdisel, ktera nemohou byt vyjgha jakozto
linearni kombinaca. p+b. g s nezapornymi cetéselnymi koeficientya, b.

1 1o () (a-x) (1 (1 )
Jef(x) —g(x) = T—x (1—xp)(1— Xq) - (1- x)(l— xp)(l- Xq)

A ted’ né¢jaké dividendy z naSeho snazeni. Rofdjl—g(x) koduje koné&nou mnozinu,

je to nikoli nekon&natada, ale jen polynom. ProtoZe by{g) = % =X +xt+ X%+, Ize
-X

si predstavit, Ze funkcg(x) nekonéné mnohoclent odeetla, réjaké vSak #staly. Ktery je

posledni nenulov¥len? Stai urcit stupai polynomu zatim(mirné zakéng) zapsaného jako

(1— x")(l— xq) -(1- x)(l— qu)
A=) )

Citatel méa stupep q+ 1, jmenovatep + q + 1 a rozdil je

p q— p — g Tato hodnota je obecnou odgdV na Sylvestdiv problém. Speciakh pro
numerické hodnotp =5 aqg= 17 je nej¥tSi hodnotou, kterou nelze vyplatifslo 63.

Provedeme —li v programu Mathematica v§giopro tyto hodnoty, ziskame vskutku
polynom, jehoz exponenty koduji ony ,nevyplatitélhédnoty.

Together[1/(1-x)-(1-x"85)/((1-x"5)(1-x"17))]
X+X2+X3+X4+X6+X7+X8+X9+X11+X12+X13+X14+X16+X18+X19+X21+X23+X24+X26+X28+X29+X31+X33

+X36+X38+X41+X43+X46+X48+X53+X58+X63
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CIFRY A CISELNE SOUSTAVY
Martina KASPAROVA

1 Uvod

Do soutznich dloh matematické olympiady byvajitazovany piklady vyzadujici
nalezenii diukaz neexistencéisel, jejichZ cifry museji vyhovovat@depsanym podminkam.
S povahy takovych dloh plyne, Ze se pracuje zejmekldnymi celymicisly, takze se
vyuziva zejménadditelnost celycheisel, rozvinuty zapigisel v desitkové soust&a v jinych
soustavachieSeni jednoduchych diofantovskych rovnic apod.

2 Ulohy
Priklad 1 Dokazte, Zze devitimistn&slo, v jehoz zapise jsou vSechéiglice krong nuly a
které korti 5, neniize byt druhou mocninou celélitsla. (Vasiljev, Jegorov 1988, str. 50-51.)

Predpokladejme naopak, Ze takaiiglo mize byt druhou mocninotislax. V takovém
piipads je x pétimistné a musi katit cifrou 5. V tom gipad miZzeme psax = 10y + 5, a tedy
x> = 100/(y + 1) + 25. Devitimistnéislo tedy kogi ciframi 25 a jeho prvnich sedm cifer
piedstavujeislo, které je satinem po sob jdoucich¢isel. Z toho dvodu miZze korit pouze
cifrou 0, 2 nebo 6, nelicsowiny cifer 1.2, 3.4, 6.7, 8.9 kéncifrou 2, 2.3, 7.8 kati 6, 4.5 a
5.6 korti cifrou 0. Nula je vylogena zadanim alohy, cifru 2 jsme jiz pouzili na sisitek,
proto na mist stovek niiZze byt jedig cifra 6. Devitimistn&islo x* Ize proto zapsat jako
100 + 625 = 125.(8+ 5). Je tedy ditelné 125. Protoze jde o druhou mocnirfirggeného
¢isla, musi byt v jeho rozkladu na soumocnin prveéisel vSechna pryasla v sudé mocni
proto jex’ dilitelné dokonce 625 =*50dtud i 125.(8 + 5) je dlitelné 625, a tedy musi byt
délitelné 5. Cisla dlitelna 5 korgi 0 nebo 5, coz neni mozné, tudiz devitimistisio
poZadovanych vlastnosti neexistuje.

Priklad 2 Najdte nej\tSi étvercovécislo takové, Ze po skrtnuti jeho poslednich dvéer ci
se opgt ziskactvercovécislo. Redpokladejme, Ze aspgedna ze Skrtanych cifer j@ana od
nuly. (Vasiljev, Jegorov 1988, str. 29.)
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Ozname hledané&islo ¥* a &islo vzniklé Skrtnutim poslednich dvou cifgr, pak Ize
psabd = 100/ + z, kde 0 <z < 100. Prasislo x proto platix > 10y, nebolix = 10y + 1. Odtud
x> = 100/ + 20y + 1, a tedyz = 20y + 1. Vzhledem k podmince 0 =< 100 dostaneme
omezeni prgi: 100 > 2§ + 1, a tedy < 5. Chceme co mozna né&fsi ¢tvercovecislo, proto
zvolmey = 4. Z nerovnostz = 20y + 1 ziskame podminkz> 81. Odtud® = 42.100 + 81 =
1 681. Protoze 1681 = 4k 47 = 1 764 uZ nevyhovuje, je né&pgim &tvercovym &islem
1 681.

Priklad 3: Ve kteréciselné soustavmacislo 2015 zapisbals?

Ulohu miZzeme striing zapsat vztahem (2045)= (abab),, kdezje kladné celé&islo
vétSi nez 1 &, b jsou kladna celéisla menSi nez nebob = 0. ZapiSme neznaniéslo abab
rozvinutym zapisem v soustae zakladw

2015 =aZ +bZ +az+b
Okg strany rovnice Ize upravit na soor
5.13.31 =&z +b)(Z + 1) @)

Pri rozkladucinitele 403¢isla 2015 = 5.403 fizeme s vyhodou pouZzit tvrzeni, podkhoz

musi byt nejmensi prétslo p, které @li &islo n, mensi nebo rovna/n . Podle zakladniaty

aritmetiky je kazdy rozklad ipozenéhocisla na so&in prvaiisel ugen jednoznéné az na
poradi ¢initeli. Proto i vyraz na pravé stamusi byt pro jistaa, b, zrozlozitelny na i

Cinitele, pokud méa dané uloltaSeni. Posta uvazovat dvaifppady. (1) Vyrazaz + b je dale
nerozloZitelny, je tedy roven 5, nebo 13, nebo ().Vyraz Z + 1 neni sotinem dvou
Cinitela, vtom gipack musi byt roven &kterému z prvdisel na levé stran (D).

Prozkoumanim v8ech moZznosti zjistime, Zedeni s phlédnutim k podminkam na, b az
vede pouzeifpadaz+b = 31,7 + 1 = 65, z dhoZ vyplyne (2015) = (3737}.

Priklad 4 Ciferny sodet kladného trojciferného pritsla p, je dvojciferné prveisio p..
Ciferny souet prvaisla p; je jednociferné prusislo ps > 2. Najdte vSecky takové trojice
prvacisel pi, p2, ps. Ciferny sodet kladného trojciferného pritsla p, je dvojciferné
prvatislo p,. Ciferny soudet prvaisla p, je jednociferné prugéslo ps > 2. Najdte vSecky
takove trojice prveiselps, p2, ps. (21. MO, Z-P-1, 1973, s. 56)

Uvazujmep; = 100a+ 10b +c, p, =10x+y,a, b, ¢, x,y I {0, 1, 2, ..., 9},a, x# 0.
Cifry a, b, ¢ jsou maximald rovny 9, proto je jejich ciferny soat, tj. ¢islo p,, maximalr
roven 27. Hledame tedy dvouciferna ptigbap,, jejichz ciferny sodet je rovigz prvaislo, a
to prvaiislo ps > 2. VSechna prvgsla p; s cifroux = 1 na mist desitek maji sudy ciferny
souet, protox = 2 ap, mize byt jedig 23. Zbyva najit cifrya, b, c tak, abya + b + ¢ = 23.
Dvouciferné prveislo p, = 23 lIze ziskat s ohledem na maximalni mozny myfesouwet
trojcifernéhocisla jako sotet ,ponmerné vysokych* cifer. Zjistime, Ze 23=9+ 9 + 5 = B+
+7=8+8+7=9+7+ 7.Rnym uspeéadanim cifer \islech Ize ziskat 15 trojcifernych
Cisel se sottem 23, z nichz pouze 599, 887, 977, 797 jsoudisien.
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3 Zaver
Pri feSeni tloh se proaiily zakladni metody, které Ize pouzit peseni Uloh tykajicich
seciselnych soustav a cifernych probi&m

4 PouZzit4 literatura

VASILJEV, N. B., JEGOROV, A. A., Zada vsesojuznych mamaticeskich olimpiad.
Moskva: Nauka, 1988. 285 s.

XXI. ro¢nik matematické olympiady. Praha: SPN, 1973, 184 s.

5 Kontakt na autora

Mgr. Martina KaSparova, Ph.D.
KMT-M FPE ZCU

Klatovska 51, Plzée
mernesto@kmt.zcu.cz

INVARIANTY V ULOHACH
Martina KASPAROVA

1 Uvod

Mezi olympiddnimi Glohami se ¢bs objevuji takové, v nichz je geba zjistit, zda Ize
pomoci danych operaciggit od jednoho z objektk jinému, nebo dokazat, Ze dané operace
nelze prova&t do nekonéna. V takovych uUlohach je vhodné najit invarianttiselnou
charakteristiku objektu nebo funkci s jistymi viasstmi na mnozihobjeki, ktera se negmi
pii danych operacich, nebo funkci, jejiz hodnoty 8&k@zdé operaci 2¢Suji, resp. zmensuji.

2 Ulohy

Priklad 1 Na tabuli jsou napsarisla 1, 2, 3, ..., 19, 20. Smazeme libovolné &iglaa ab

a misto nich napiSentésloa + b —1. Jak&islo zbude po 19 takovych operacich. (Genkin a
kol. 1994)

Provadna operace obsahuje seticisel, ktera se ze souboru vypayiStPodstatné pro
ieSeni Ulohy bude sledovani smsoutu vSechc¢isel zapsanych na tabuli. Nacatku je
souetéisel S=1+2+ ... +20=210. Po prvni operacd & zmininaS-a—-b+ (ath- 1) =
= S — 1. V dalSim kroku odebirejme magislac ad. Vysledek z prvni operace, tj. S — 1, se
zmeénina (S—-1)<€—-d+ (c+d-1) =S — 2. Po devatenacti operacich jesbtisel na
tabuli roven S — 19 = 210 — 19 = 191 Razdé operaci ubude jednislo, proto po
devatenacti operacich zbude na tabuli pouze jedsio a to je rovno 191. Invariantem
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v Uloze je hodnota Sp; kdep je paietcisel, ktera jsou v daném kroku napsana na talioi. (
operaci se hodnota SpzmeninaS-g—1)-a—-b+ @+b-1) =S —p, tj. neznEni se.)
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4

Priklad 2 V kazdém vrcholu krychle je napsanislo, viz obrazky (a), (b), (c). V jednom
kroku se ke déma cistim umisénym na stejné (libovolné) hramiicte ¢islo jedna. Lze po
nekolika takovych krocich dosahnout toho, Ze je vdé# vrcholu stejnéislo?

0

(@)

20
/

0

0

0

0

1

(b)

7

6
|
|

J2
/7

4

4

3

()

1

0

1

0
/7

(Vasiljev, Jegorov 1988, str. 81.)

Po rekolika neuspsnych pokusech dislovat vrcholy krychle stejnyntislem g
vychozim usptadani uvedeném na obrazku (a) usoudime, Ze takids®\@ni neni mozné.
V kazdém kroku se aé\isla zwtSi o 1, proto se v kazdém krokweisi souet ¢isel ve vSech
vrcholech o 2. Saiet ¢isel ve vrcholech krychle (a) e byt 1, 3, 5, 7, ..., tj. lich&islo.
Predpokladejme, Ze Izeislovat vrcholycislemx, pak je sotet cisel ve vSech vrcholech)8.

To je ¢islo sudé, & je x sudé nebo liché. Z usfimlani daného obrazkem (a) proto danou
operaci nelze ziskat krychl¢islovanou stejnyndislem.

Nejprve o¥time, Ze je satet ¢isel i vrcholech krychle v obrazku (b) sudyii®eme
¢islo 1 k vrcholim hrany 61, tim je v obou vrcholechvodni hrany 6€islo 7. Po této Uprav
se hrana 12 v dolni podstaxnmeni na 22 a postupnynfipitdnimgisla 1 ji Ize zngnit tak, aby
ve vrcholech bylcgislo 7 jako na hranv horni podstay. Nyni je b@ni s€na @islovana
stejnym¢islem. Ri¢tenimcisla 1 k oma vrchotim hrany 43 v dolni podsta&se ziska hrana
55 misto 54 v fedni a béni stn¢ a hrana 44 v lmi a zarova zadni sin¢. NavySovanim o 1
secisla ve vrcholech zemi na 7. Krychli na obrazku (b) Ize protéisiovat stejnyngislem.

| kdyZ je sodet ¢isel u vSech vrchélkrychle (c) sudy, nedase krychli G
ocislovat stejnyntislem. Pokud by se jedna ze svislych hran 10éndenza
hranu 01, krychli by bylo mozno ¢islovat cislem 1. Rozhodujici pr
ieSitelnost Ulohy neni jen parita $tw ¢isel u vrchal, ale také uspadani
jednotlivychgisel. Chceme li z&tSit ¢islo v rekterém z vrcho‘i krychle nab

vvvvv

F

|
|
)L____ C

z vrcholu A vychazeji, tj. v B, D nebo v E. Zma v bod F ovlivni E, B nebo G,vC iqsobl
zmeénu v G, B nebo D, korsaé narist ve vrcholu H zréni G, E, nebo D. Zgmy v bodech A,
F, C, H vedou ke zémam v bodech B, D, E, G a obraéeSouet ¢isel @i vrcholech v kazdé
ze jmenovanych skupin bbdroste stejnym zjsobem. V obrazku (b) je séet v prvni
skupit 1 +5+ 3+ 7 =16 ave druhé 4 + 2 + 6 + 4 =gk&Etenim 1 k vrchalm jedné hrany
se oba satty zvySi na 17. V obrazku (c) je smi v prvni skupiy O a ve druhé 2. Zadana
operace nezimi rozdil mezi &mito sowty, rozdil souta cisel @i vrcholech dvou skupin je
invariantni, astane vzdy 2. Krychli (c) proto nelzéislovat stejnyntislem.
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Priklad 3 Tii stroje tisknou na kakiky dvojice girozenychéisel. Prvni stroj fecte karttku
(a, b) a vyda (a+1, b+1); druhy po vstupu (a, ljarya/2, b/2), pracuje jen ¥ipad: sudych
a, b; teti stroj ke déma karttkam (a, b), (b, c) vyda ka&u (a, c). VSechny kattky jsou
k dispozici. Lze z kartky (5, 19) ziskat pomoci stfojkarticku a) (1, 50), b) (1, 2015) ?
(Upraveno podle Vasiljev, Jegorov 1988, str. 70.)

Upravujme danou kastku: (5, 19) i~ (6, 20) OIf - (3, 10) m'- (4, 11) o' ...
- (10, 17) - (3, 17) Mt~ (4, 18) TP~ (2, 9) Mt ... Mt~ (9, 16) TF- (2, 16)
- (1,8) mf- (1, 15) P~ (1,22) TP~ (1,36)IF- (1,50).

VSimnéme si, co zachovavaji vSechny stroje. Prvni stroj zachovava rozdikel na
karticce. Upravou v druhém stroji je tento rozdil zmengi#anim, zachovava se tedy n&i
lichy délitel rozdilu ¢isel na kartice, coz zachova i Uprava pro¥ad tetim strojem. Na dané
karti¢ce je invariantem 7 jako neijtgi lichy ctlitel rozdilu 19 — 5 = 14Cislem 7 je dlitelny i
rozdil ¢isel na kartice (1, 50). V b) je neftSim lichym dlitelem rozdilucisel 2015 — 1 =
2014¢islo 1 007, ten vSak 7¢litelny neni, proto kartiku (1, 2015) nelze z kaéky (5, 19)
zadanymi stroji vytviit.

Priklad 4: Na tabuli je napsanckolik 0, 1, 2. D¢ riznécislice se smazou a misto nich se
zapise cifra 0, 1 nebo 2, alezna od smazanych. Kdyz nakonéstane na tabuli jedngislo,
tak nezavisi na gradi, v mz bylyislice smazany. Dokazte. (Vasiljelegorovi988, str. 57.

Predpokladejme, Ze jsou na tabuli naps&npuly, jedna jedrika aétyti dvojky, {0, O,
0, 1, 2, 2, 2, 2}. NahtBme vSechny dvojice {0, 2¢islem 1, ziskame soubor {1, 1, 1, 1, 2}.
DalSi upravy, {1, 1, 1, 0} {1, 1, 2} - {1, 0} vedou k¢islu 2. Stejny soubor upravme nyni
tak, Ze {1, 2} nahradime O, t. {0, O, O, 1, 2,2,2} - {0, 0, 0, O, 2, 2, 2}. Upravujme nap
takto: {0, 0,0,0, 2, 2,2} {0, 1,1, 1} - {2, 1, 1} - {0, 1}. Ziejm¢ opst zistane na tabuli
2, i kdyz jsme provadi Upravy v jiném poadi. Nekteré soubory evidentnnelze zadanymi
Upravami dovest k jedinemtislu, nap. {0, 0, 0}. Ozn&me paet nul v souborp, paiet
jednicek q, patet dvojekr a sledujme jejich zemy na gkladé pii prvnim postupu Uprav.

0O pJl3|2]1]o]1]0] 1] 0
1 |ql1|2[343]2]1]0
2 |r |4 |32 [1]0] 1] 0] 1

Po kazdé upravse pdéet nul, jedniek i dvojek zrgni o 1, tj. v kazdém kroku seémi parita
tohoto pd@tu. Pokud zbude po provedeni vSech Uprav na tgujednocislo, musi byt jedno
z ¢iselp, g, r rovno 1 a ostatni 0.(Rodné proto musela byt parita p jedné Zislic 0, 1, 2
odlidna od parity p#iu vyskyti druhych dvouwgislic. Cislice s odlidnou paritouiistane na
tabuli jako posledni.

Priklad 5 Rovnostranny trojuhelnik se stranou délky 3 pdéten na devt trojuhelnikovych
burgk. V téchto buikach jsou na zgtku zapsany nuly. V jednom kroku Ize vybrat disla,
které jsou v bitkkach se spol@mou stranou, aigist k oma z nich 1 nebo od obou z nich 1
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odebrat. Petr chce #dt nékolik takovych kroki, aby pak v bilkach Zstala v gjakém
poradi zapsanéislan, n+1, ..., n+8. Pro kterén to Ize provést? (Vserossijskaja olimpiada
2014-2015)

Pokusy doplnit do buik ¢isla pron = 0 vedou ke zjighi, Ze zrdna
v bilych polich vede ke z&né v Sedych polich a Ze se zachovavasttisel ve
stejré vyznaenych buikach. Navic se celkovy séet @i kazdém kroku zstSi
0 2. Na zaatku je souet cisel v polich stejné skupiny roven 0. Odt
dostavdme dvpodminky; 1) sogetn + (n+1) + ... + fi+8) = N + 36 musi byt sudéislo.
2) souet ti nejwtSichcisel (v bilych biikach) musi byt roven sotw Sesticisel (v Sedych
buikéach). Z podminek plyne rovnicer{) :2 = 6 + 15, kterd ma jedin&Senin = 2.

3 Zavér
Studenti se seznamili €kolika tlohami, v nichZ se danou operacinindany objekt a
ve kterych je proto vhodné hledat invariant.

4 PouZzit4 literatura

GENKIN, S. A. a kol., Leningradskije mahaticeskije kruzki. Kirov: ASA, 1994.

Dostupné na internetuhttp://problems.ru/view_problem_details_new.php3@i#52>
VASILJEV, N. B., JEGOROV, A. A., Zada vsesojuznych mamaticeskich olimpiad.
Moskva: Nauka, 1988. 285 s.

VSEROSSIJSKAJA OLIMPIADA po mammatike 2014/2015. Regionalnyj raznoboj 4. 2.

2015. Dostupné na internetdhttp://math.mosolymp.ru/upload/files/2015/aesaiauing-2015-02-04-
region-g9-mixture.pdf

5 Kontakt na autora

Mgr. Martina Kasparova, Ph.D.
KMT-M FPE ZCU

Klatovska 51, Plzée
mernesto@kmt.zcu.cz

URCOVACI GEOMETRICKE ULOHY
Martina KASPAROVA

1 Uvod

Mezi geometrické wovaci ulohy obvykleadime Ulohy, které se tykaji geometrickych
objekti a jsou feSeny vypdtem (nap. urceni délek, obsah objemi, pcitu objekt
sphujicich zadané vlastnosti), konstémk Ulohy a Glohy na vySitni mnoziny vSech baéd
s danou vlastnosti. V ramci kempu jsme &sovali pfredevsim vypétovym uloham.
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2 Ulohy
Priklad 1 Jsou dany velikosti polofni r, p opsané a vepsané kruznice pravouhlému

trojuhelniku ABC. Vyjadete vzdalenost &di obou tchto kruznic pomoctiselr, p. (Zedek
1971, str. 190.)

Vzdalenost sedi S, O vypdteme z pravouhlého trojuhelniku SOP
|SOf = & + ISR

K vyjadieni |SR v zavislosti na, p vyuZijeme vlastnosti pravouhlého trojuhelniku a
jemu vepsané kruznice. Vzhledem ke konstrukigdst O plati, Zetyiuhelnik ORCH, je
Ctverec. Proto |AR =b — p, |BR)| =a — p. Dvojice trojuhelnik AOP,, AOP. a BOR, BOR.
jsou dvojicemi shodnych trojuhelrika tedy |AR =b — p, |BR| =a — p. Odtud |AB| = 2 =
=a+b- 2o, neboli

2 +p)=a+b, 1)

protoze gted S kruznice opsané trojuhelniku ABC jeedem pepony. Pythagorovouétou
v trojuhelniku se ziska dalSi vztah mazb, r:

4% =a® + b (2)
Vzhledem k tomu, Ze |gP=a—po—r, vypdite se hledana vzdalenost ze vztahu
ISOf =0 + (a—p-T)?, (3)

pricemz z ®j pomoci (1) a (2) eliminujema Vyjde |SO| =yr*-2rp.
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Priklad 2 Trojuhelnik ABC ma obsah 24 énmOzn&me X sted strany AB a Y takovy bod
strany BC, Ze plati BY = 2.CY. Spdley bod Uséek CX, AY ozn&me Z. Vypg@itejte obsah
ctyihelnika XBYZ. (Zedek 1971, str. 198.)

Pro obsalityruhelniku plati naifiklad: S -#D-

Sxayz = Saec — Swxe — Sovz

V trojuhelniku AXC je zakladna AX polovinou
zékladny AB, proto

Skeyz =24 -12 - &7

Pro nalezeni obsahu trojuhelnika CYZ
doplnime trojuhelnik AXC na rov-
nobsznik AXDC. Bod Z je v #m
stredem, a tedy i B#dem strany CX.
Strana XD je uhlofickou v rovno-
béZzniku XBDC, bod E je
jeho stedem a zarove
stredem strany B( X

Useka ZE je proto sedni gickou v trojuhelniku XBC. Obsah trojuhelniku CZE tivo
tvrtinu obsahu trojuhelniku XBC, tjctvrtinu z 12 cm, coZ jsou 3 crh Zakladna CY
trojuhelniku CYZ tvai dw tretiny zakladny CE trojuhelniku CEZ, oba maji stejmySku na
zmirené zakladny, protosz = 2.Scez = 2.3 = 2 cni. Obsatityiihelnika XBYZ je 10crh

Lze zvolit i jiny postup. Ozriame-li Szy =p, pak Seyz = Sec — Szy = 12 —p, neba’
strana AB zadaného trojuhelnika jélgna bodem X, takZe trojuhelniky AXC a XBC maji
stejny obsah. Strana BC je body Y argzctlena naitetiny, proto Szy = Syy1 = Svis =pa
Save Ma dvojnasobny obsah neZy§, tj. Saye = 16. Obsah trojuhelniku ABZ je 16 p,2
polovina z toho dava obsah trojuhelniku ZXB, ktepplu s trojuhelniky Z¥B a ZYY; tvori
hledany¢tyiuhelnik. D rizna vyjadeni obsahu hledanéhiyiuhelniku vede k sestaveni
linearni rovnice

12-p=@8-p)+2p
steSeninmp = 2. Odtud se jiz snadno ziska stejny vyslede& jagredchozim postupu.

Priklad 3 Obdélnik, jehoz rozemy jsou girozenécislaa, b (a= 2,b = 2), je rozdlen naab
shodnychétveral. Staime tento obdélnik do pla&stotatniho valce tak, aby strana, ktera ma
velikost a, se stala obvodem podstavy tohoto valteholy zmirgnych shodnychitveral
vytvoii na plasti valce ,ifizové body“. Kazdé dvaiené niizové body spojimeifmkou,
kterou nazvemeiftka.

a) Kolik je icek prochazejicich vritem vytvaeného valce?

b) Dostaneme vice takovycltigek, kdyz stéime delSi nebo kratSi stranu obdélnika v pod-
stavnou kruznici rotaiho valce? (Zedek 1971, str. 203.)
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Reseni Glohy a) sp@iva ve zjiSéni postu miizovych bod a nasled& poitu pricek, které
Ize jimi vést za podminek uvedenych v zadarti.BSeni je ieba vylodit miizové body
v podstavach, které vytigji pricky neprochazejici vrilkkem valce, a také body, které lezi na
stejné povrchové U&ee kolmé na podstavy. &Asti b) zjistime porovnanim dvou vytaz
rozdilem, Ze $tSi pa&et @icek se ziskaipstateni obdélniku podél delSi strany.

3 Zawér

Studenti se seznamili €kterymi vlastnostmi geometrickych objéktkteré nejsou
standardni saiésti stedoSkolského diva. V rekterych dlohach se ukézalo, Ze geometricky
vhled nestéi a k dosazeni vysledku jgeba zvladnout postupy pro Upravy vyiia eliminaci
neznamych ze soustavy rovnic.

4 Pouzita literatura
ZEDEK, M. a kol., Vybrané ulohy z matematické olyiagy kategorie B a C. Praha: SPN,
1971. 259 s. ISBN 14-386-71.
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DUKAZOVE TECHNIKY V GEOMETRII A TEORIl  CISEL,
KOMBINATORIKA

Josef KRISTAN
Uvod
I tento rok pfedkladam strucéné shrnuti prednasky , ktera se skladala ze tii tematickych ¢asti, a to
e Dukazové techniky v geometrii,
e Dukazové techniky v teotii cisel,
e Kombinatorika.

Pro atraktivitu pfednasky jsem také letos usporadal soutez, kde mezi sebou soutézily jednotlivé skupiny,
slozené vesmes ze dvojice studentu. Na zacdtku soutéze si studenti zvoli jméno svého tymu, coz vyuisti v
kuriézni jména a zdroven to odlehéi formélni zacatek prednasky. Po kazdém tematickém bloku nésledoval
kviz, ktery se sestaval ze série ryze nematematickych otdzek a po stanoveném casovém limitu se cdpovedi
obodovaly. Body slo ale hlavné ziskédvat za aktivitu a feseni tloh. Na konci prednasek jsem vyhlésil vysledky
a rozdal sladké odmény.

V nasledujicich ¢dstech uvedeme nékolik uloh fesenych béhem prednasky.

1 Diikazové techniky v geometrii

V sekei Dikazové techniky v geometrii jsme se zabyvali zdkladnimi vlastnostmi primek, kruznic a trojihelnika.
Vyslovili jsme (nékdy véetné dikazu) nékolik zdkladnich i pokrocilych vét z geometrie trojihelnika a snazili

se tyto poznatky vyuZzit pfi feseni tdloh.

Piiklad 1. Oznaéme S stied kruinice vepsané v trojihelntku ABC a A', B' a C' postupné obrazy bodu S
v 0sov€ soumérnosti podle piimek BC, CA a AB. Dokaste, 3e trojihelniky ABC a A'B'C’ jsou podobné
prave tehdy, kdyz je ABC rovnostranny trojihelnik.

Regen{. Volme klasické oznagen{ stran a thli. Jak zndmo, bod S leZi na oséch vnit¥nich qhlf trojihelniku
ABC, takze snadno dopoéitdme |/C'SE| =m — a.

Na druhé strané, bod S je pro trojuhelnik A’B'C” stfed kruznice opsané. To lze snadno nahlédnout z
toho, #e napi. |A"S| = 2r, kde r je polomér kruznice vepsané trojihelniku ABC. V trojuhelniku A'B'C’
plyne z vlastnosti obvodovych a stiedovych dhlu: |/ B'SCY| = 2|/ B’ A'C'|. Za predpokladu, Ze trojihelniky
ABC a A’B'C' jsou podobné musi byt |/ B'SC’| = 2. Z dvojtho vyjddieni velikosti dhlu /B'SC’ plyne
podminka m — & = 2a, o = w/3. Podobné dostaneme 8 = v = «/3, tj. mus{ trojuhelnk ABC je

rovnostranny.
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Naopak, pokud je trojuhelnik ABC rovnostranny, je uloha trividlni a rédi prenechame tuto cdst
laskavému ctenafi.

Piiklad 2. V ostrodhiém trojihelntku ABC oznaéme V jeho ortocentrum a S stied AB. Bud U bod
soumérné sdrufeny bodu V' podle stiedu S. Dokaste, 3e |/ ACV | = |/BCU].

C
k i
V
78
V/

04B

Reseni.

Obrazek 1: ndert k prikladu 2.

Ve stredové soumsérnosti, ve které piejde bod V' na bod U prejde trojihelnik AV B na BUA, a proto
|/AUB| = |/AVB|, |AU|=|BV]|. (1)
Velikost |Z AV B| dopocitame z trojihelniku AV B. Plat{ |/ VAB| =n/2 — 8 a |/VBA| = n/2 — a, pak
|/AVB|=a+ 8 =m—. Proto také |LAU B| = w —y, z ¢ehoZ plyne, Ze étyfihelnik AUBC je tétivovy
a opsand kruznice tomuto ctyrihelniku je totoznd s opsanou kruznicl trojuhelniku ABC.

Ozna¢me V' obraz bodu V' v osové soumérnosti podle piimky AB. V této soumérnosti piejde trojihelnik
AV B na trojuhelnik AV'B, takze

|LAV'B| = |[ZAVB|=n —, |BV'|=|BV|=|AU| (viz (1)). (2)

Jak vidime, bod V"’ lez{ také na kruznici opsané trojihelniku ABC, viz obrézek 1.
Nyni jiz vime, ze body U a V' lezl na kruznici opsané trojihelniku ABC. Protoze |AU| = |BV/|,
obvodové dhly nad témite tétivami jsou shodné: |LACU| = |/BCV'|. Pak

| ZACV| |ZACV!| = | LACU| + | LUCV!| =

|ZBCV'| + |£LV'CU| = | ZBCU,

coz jsme meli dokazat,

2 Dikazové techniky v teorii ¢isel

Jednou ze zakladnich metod v teorii ¢isel je matematicks indukee. Aplikujeme ji na nédsledujici, na prvni

pohled geometrickou, tlohu.
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Piiklad 3. Dokaste, e n primek rozdélf rovinu na nejvijse %n(n + 1)+ 1 édst.

Regeni. Pro prvai ¢ést matematické indukee stadl ukdzat, ze vzoree plati pro n = 1. A skutedns, jedna
piimka rozdeéli rovinu na dvé édsti. Tvrzeni pro n = 1 plati.

V druhém kroku indukee predpokladejme, ze mame rovinu rozdélenou n primkami maximalné na %n(n+
1) + 1 ¢asti. Priddme-li (ro + 1)-ni ptimku, je rozdélena priseciky s ostatnimi primkami na nejvyse rn + 1
dseku a kazdy z nich oddéli novou c¢dst roviny.

Rovina bude rozdélena n + 1 piimkami na maximalné na fn(n+1) + 1+ (n+1) = (n+ 1)(n+2) + 1
Gasti, coz jsme chtéli dokazat.

Dalsi zakladni technika v teorii ¢isel je rozklad prirozeného ¢isla na soucin prvociniteld. Umeli byste

dokazat existenci nebo jednoznaénost takového rozkladu?

Pitklad 4. Oznacme d(k) pocet vsech kladnijch délitelii prirozeného éisla k a necht &islo n je Tesentm
rovnice d(1,6n) = 1,6d(n). Uréete hodnotu podilu d(0,16n) : d(n).

Regeni.
Cislo n splaujici zadanou rovnici zapiSeme v prvoéiselném rozkladu, n = pypSE e pit, kde k> 1 oa
2 < pp < ps < --+ < pg jsou navzajem riznd prvocisla. Exponenty oy (i =1,2,...,k) jsou nezaporns celd

¢isla. Tento z4pis ¢isla n je vyhodny pro vypoget poctu délitelt d{n). Délitelem n je kazdé ¢islo ve tvaru
pf1p§2p£k7 OS/BZSOQ (7’:172’7]{)7
kde kazdé B; muze nabyvat hodnot od 0 do a; pro kazdé 4 = 1,2, ..., k. PouZijeme-li nyni kombinatorické
pravidlo souéinu, je snadné uréit d(n) = (a3 +1){aa + 1) -+ (ap + 1).
Odvozeni tohoto vzorce jsem nechal na studentech. Za kazdy dobry ndpad nebo pii aktivn{ d¢asti pfed

tabulf jsem rozdaval body. To byl pro druzstva druhy zplsob (kromé nematematickych kvizt), jak ziskat

body do celkového hodnoceni. Body &lo tedy ziskavat i za podidlohy typu:
* Dokazte multiplikativnost funkee d(n) pro nesoudélna éisla a, b, tj. d{a - b) = d{a)d(b).
** Odvodte vzorec d(n) = (oq + 1){aa + 1) -+« (o + 1).

Aby méla rovnice d(1, 6n) = 1,6d(n) smysl, mus{ byt cislo 1,6n = §n prirozens, takze cislo n musi byt
délitelné 2 a 5 a lze ho psét ve tvaru n = 2°5%n', kde 8 > 1 a n' je nesoudélné s 2 a 5. Danou rovnici

prepiseme (vyuzijeme multiplikativnost funkce d(n)) do tvaru

co

(o +4)pd(n') = —( + 1){8 + Dd(r').

ot

Po zkréceni kladnych ¢islem d(r') a dalsi dpravé prepifeme rovnici do tvaru
(38 +8)(4—a) =40 nebo 38(n —4)+8(a+1)=0.

Z prvniho vyjadreni vidime, ze 33 + 8 > 11 a 33 + 8 = 2 mod 3, takze ze vsech rozklada cisla 40 na
soucin vyhovuje jediné

30+8=20, 4—a=2,
atedy oo = 2, 8 =4, n = 22-5%/. Pokud vyuzijeme druhého, méné napaditého vyjddieni, vidime okamzité,

Ze musl byt a — 4 < 0. Dosadime-li postupné o = 1, 2,3, najdeme pouze jednu vyhovujici dvojici @ = 2 a
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B =4. V obou pifpadech jsme dospéli ke stejnému zdvéru. Pak podil d(0,16n) : d(n) je roven

d(sn) _ d(2'-5%d(n) _5-3 _,
dn)  d(22.5%d(n) 3.5
3  Kombinatorika
Pitklad 5. Nechf z1,7s,.. ., 3, jsou redind éisla splivugict |2y + 2o + -+ + 25| = 1, a |z < "7*1 pro
i=1,2,... 7
Ukaste, e existuje permutace y1,%a,. .., Yn £ Cisel ¥y, xa, ..., ¥, takoud Ze
n+1
[t + 2y2 + -+ F | € ——.
Regent. Pro kazdou permutaci = = (Y1, %2, . Un) Z (21, %g, .. ., 2,) OZnACME S{7) sUMW Y1+ 2Yo+- 1Y,

Pro ditkaz sporem predpokladejme |S(m)| > 2 pro kazdou permutaci 7.

Vezméme permutaci 7', kterd se od =« 1i§f jen vyménou dvou sosednich élent, napt. u a 1. Pak S(7
a S(n') se Isl Jugp + yps1]| <+ 1 (podle druhého predpokladu ze zadédni), coz oviem znamend, ze S(w) a
S(7") majf stejné znaménko.

Uvazujme nyn{ identickou permutaci wg = (21,...,%,) a ji reverani iy = (2n,...,21). Je ziejmé, Ze
existuje posloupnost permutaci my,m1,..., 2 = @o takova, Ze permutaci w1y ziskdme z permutace m;
vyménou pouze dvou sousednich ¢lent. To znamend, Ze postupnymi vyménami mZeme x, umistit na
prvni misto, z,_; na druhé a tak dale. Jak vime, vSechny soucty S{(mg), S(m1),...,S(mm) = S(&o) maji
stejné znaménko. Pak soucet |S(my) + S(mp)| = (n+ D){zy + -+ x,) = n+ 1, implikuje, ze jedna z S(m)

S
2

a S(7y) je mensi nez v absolutni hodnoté, coz je spor s predpokladem.

Zivér a podékovani.

Na piednédsce jsem se zabyvali tlohami z geometrie, teorie ¢isel a kombinatoriky. Nejvétsi piinos vidim
hlavné v aktivnim zapojeni studenti do prednagky.

Rad bych podékovat viem lidem, ktefi se podileli na piipravé Kempu 2015. Zvliste bych chtél podékovat
PaedDr. Nadézde Kubesové za pozvani a trpélivost. V neposledni fadé dekuji studentum za skvélou at-

mosféru pti reseni dloh a nematickych kvizu.
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CELA CAST REANEHO CiSLA, ABSOLUTNI HODNOTA REALNEHO
CiSLA |

Josef KUBES

1 Uvod

Koncem 19. stoleti se &y objevovat zvlastni matematické konstrukce, étee
znane lisSily od idealnich matematickych objéktozna&ované za podivhé matematické
vyjimky. Pozdiji se ukdzalo, Ze mnohentgsrEji popisuji objekty redlného sta. Mezi
nejznangjsi ,vyjimky* patti Cantorova mnozina, ktera neobsahuje zadny izolpwmd, ale
ani zadnou us&u, Kochova kivka nekonéné délky, ohrarujici kong&nou plochu, Peanova
kiivka, vyphujici celou rovinu a mnoho dalSich.

2 Déleni fraktéla
Na zaklad generovani fraktélrozeznavamedkteré jejich typy:

L-Systémy
Iteracni funkcni systémy (IFS)
Polynomické fraktaly(TEA)
Nahodné fraktaly

2.1L-Systémy

modelovani istu rostlin , ale také umadji modelovat morfologiitznych
organisnii. L -systémy mohou byt také pouzity pro generovéaitalnich
Gtvanm. Byly zavedeny a rozvijeny od roku 1968 diaaskym teoretickym
biologem a botanikem Aristidem Lindenmayerem (12289).

2.2 Iter&ni funkeni systémy (IFS)

Jednd se o prasiterani metodu. Sp&iva v tom, Ze
mame gjaky zakladni obrazec (trojuhelniétverec...) a na
£ad, ng aplikujeme ®jaké geometrické pravidlo. Jakdildad
vezmeme Sierpinského trojuhelnik. Nejprve tedy mame
obecny, nejlépe ale rovno -strany, -ramenny neboqirly
trojuhelnik. Nyni oznéime stedy jeho stran a spojime je
usekou (narysujeme #&dni gicky). Pasateeni trojuhelnik
je rozctlen na 4¢asti a my prosgedni vyjmeme. Ziskaméit
trojuhelniky (zmenSeniny toho upodniho) a na &
aplikujeme stejné pravidlo. Po dostatém pdtu iteraci
(nekon€ném) dostaneme fraktalni Utvar.

x)

A

Ad AR
:1:’+..+i+. .+i+..+i+.
A 3 A g A »
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3

2.3 Polynomické fraktély
V sousta¥ souadnic ¢asto komplexnich) testujemé&zné hodnoty, které dosazujeme

do pivodni rovnice. Na jeji vysledek aplikujeme iterativstejné pravidlo. Pravou stranu
dosadime do levé a tak stale p@kijame. Z toho vyplyva,
Ze vysledku bychom se dobrali az v nekoréen case. V
praxi se tedy stanovi limitni hranice procpoiteraci.

Prikladem takového fraktalu je Mandelbrotova
mnoZina. Vzniké iterativha je definovana rovnici z2#c,
kde z i c jsou komplexniisla. Je to potvrzeni teorie, Ze i
velice jednoduché systemy mohou vykazovat chaotické
chovani. V m-set, jak se zkrageRMandelbrotova mnozina
nazyva, je ¢ konstanta a zarévpozice vykreslovaného
bodu.

2.4N&hodné fraktaly

Mezi nahodné fraktaly rozhodmepati vSechny ostatni. Je to ale velmi rozsahla a
neuspwadand skupina. Pouziva se hkawmo zobrazovani a modelovarimpdnich objeki a
déju. Nekteré vznikaji velice jednodusSe, fapahodnym fesouvanim bodu, ktery zanechava
za sebou stopu (Browima pohyb).

3 Zawvér
Misto zavru si zobrazime fraktal Newton.

4 Pouzita literatura
http://www.root.cz/clanky/obsah-jednotlivych-casérialu-a-galerie-fraktalu-ii/
http://chaos.fraktaly.sweb.cz/

http://www.fractals.webz.cz/fraktaly.htm
http://martin.hinner.info/math/Fraktaly/
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5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes$

Gymnazium, Plzg Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz

CELA CAST REANEHO CiSLA, ABSOLUTNI HODNOTA REALNEHO
CisSLA 1l

Josef KUBES

1 Uvod

Celacast reédlnéhgisla je partie, kterd se v klasickych hodindch maiiéky neprobira.
OvSem je to v&né téma ke tvorb netradénich uloh, ve kterych je nutna individualni
strategie. Nelze se n&dtiuniverzalni postup, je nutné sigglem doke zvazit postupeseni.

2 Definice cel&asti readlnéhocisla a jeji graf
Vyraz [a] znamena celotést z realnéhsislaa. Je rovna nejblizSimu nizSimu celému

gislu. Tedy . Graf funkce: = [¥] ma tvar:
Y

-4

2.1 Urcete vSechna realridsla, ktera vyhovuji rovnici .

2.2 V oboru reélnycliseltreSte rovnici
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V obou uUlohach vyuZzijeme definici celésti, tedy k] = x + k, kde 0<k < 1.

2.3 V oboru realnycltiselreSte soustavu rovnic
10x[yv] = 1492
10y[x1 = 1776
Reseni kazdé ulohy s celeasti neznamé je vzdy originalni a neni dainiverzalni
pravidlo. Zadana soustava seyede na soustavu dvou nerovnic
[¥1[y] = 149
V1 + DIx] =178
Odtud stanovime podminky pro®promenné a dosadime vSechny moziigpady.
Soustava métyii reSeni.

2.4 Urc¢ete vSechny dvojice redlny¢rsel, které vyhovuji soustavovnic
lx+1]4+ =2
v+ 4 = |2xl

Kli¢ k feSeni je v diskuzi jednotlivych absolutnich hodi&tanovime podminky pro
jednotlivé promdnné tak, abychom mohli jednozimé urcit jejich znaménko a pro kazdy
pripadieSit zvlag soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

-7

Pro kontrolu Ize Ulohtesit graficky. Z obrazku je patriiésSeni: K = {[-1,-2],[3 .]}

3

3 Zawir _

Uvedené Uulohy z velké&asti gesahuji rozsah zakladnihotextoSkolského diva
matematiky. PradeSeni pikladi matematické olympiady jsou vSak zakladni a nawaszajna
n¢é ve vysSich kolechReSitele zdokonaluje ve strategii éstednostieSeni.

4 Pouzita literatura
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SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netratliich matematickych dloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. s r. 0., 2007. 186 s. ISBN 97848H-341-7
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DUKAZOVE TECHNIKY — NEROVNOSTI

Josef KUBES

1 Uvod

Znalost dikazovych technik pétk zakladnimu vybaveni kazdébesitele matematické
olympiaddy. Owfovani platnosti zadanych nerovnic vzdy vyZadujgioélni gistup, utity
nadhled a zkuSenost.

2 Nerovnosti a jejich owrovani
Zakladnim stavebnim kamenem je nerovnost vyplyvajcdruhé mocniny
dvojélenux— 1}* Pro libovolné realnécislo plati, 7ze x— 1}* =0 Odtud plyne

1.
x4— =2
v

DalSi dilezitd nerovnost je vztah mezi geometrickym a afttokym pamérem. Pro

libovolnou n- tici realnych kladnych  cisel Xg0 Xz, 0 Xy plati:
; X+ X+ X,
Vxg.xg o x, = - .

Posledni nerovnosti, se kterou se budeme zabwagrpvnost, ktera plati pro strany
trojuhelnika (tzv. trojuhelnikovd nerovnost). Tuberovnost Zaci znaji z druhého stépn
zakladni Skoly, ovSem lze sestavit na jeji pow&timi obtizné ulohy.

2.1Dokazte, Ze obsah obdélnika o stranach a, b jeimea%olovina obsahdiverce
sestrojeného nad jeho Uhtgfkou.

Vhodnou Upravouigjdeme na druhou mocninu d¥i@nu.

2.2Dokazte, Ze pro kazdy ostry ulgel plati
tga +cotgx =2
Pouzijeme vztah mezi funkcemi tangens a kotangemsavime na druhou mocninu
dvojclenu.
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2.3V roving je dan obdélnilABCD. Jeho stranamAB aBC jsou vre pripsany polokruznicé,
|. Sestrojte usdku XY co nej¢tSi délkyd tak, aby platiloX O kaY O1. Délkud pak vyjadete
pomoci délela = |AB| ab = |BC|.

ProtfeSeni ulohy je dezity spravi nakresleny obrazek. Dale &taryuzit rekolikrat
trojuhelnikovou nerovnost.

2.4V roving je dan obdélnilABCD. Jeho stranamAB aBC jsou vre pripsany polokruznicé,
|. Sestrojte fimku, ktera prochazi bodem B a 8asr¢ protind polokruznicek, | po fac
v bodech X a Y tak, ab§tyiuhelnik AXYCmél co nejwtSi obvod.

JadroieSeni ulohy je vitkazu, Ze nejtSi obvod ze vSech pravouhlych trojuhetnik
sestrojenych nad danougponou ma trojuhelnik rovnoramenny. To lze prowégnhymi
postupy, také nerovnosti mezi aritmetickym a kvackgm primérem.

2.5Dokazte, zZe pro libovolnou trojici kladny¢fsela,b,cplati
{4+ bMb+ cXc+ a)z 8abe
Roznasobime a pouZzijeme nerovnost mezi aritmetickygapometrickym gimeérem.

2.6 Dokazte, Ze pro libovolnou trojici kladnycisela,b,cplati

f a b c 27
1+ —)(1+—)(1+—)2 >
\ b+ c C+a a+a 8

Upravime a pouzijeme nerovnost mezi aritmetickygeametrickym pimérem pro
¢lenyatb, bt+c, cta.

2.7Dokazte, Ze pro libovoln&ipozenécislo n > 1 plati:

n

n+1
n! < [ 5 )
VyuzZijeme rovnost: Pro libovolné&ipozenécislon vétsi nez jedna plati: 1+2+3 +
nin+ 1)
4+.+n= 2 . Dale je pateba pouzit vztah mezi aritmetickym a geometrickym
primérem.
3 Zavér

Uvedené Uulohy z velké&asti gesahuji rozsah zakladnihotextoSkolského diva
matematiky. PradeSeni pikladi matematické olympiady jsou vSak zakladni a nawazajna
né ve vyssich kolechkesitele zdokonaluje ve strategii astednostireSeni. Mkazové tlohy
uvedeného typu také vyzaduji precizni znalost awupvani algebraickych vyraz

4 Pouzita literatura
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netrathich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. sr. 0., 2007. 186 s. ISBN 97848B-341-7
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KRUHOVA INVERZE, APOLLONIOVY ULOHY

Josef KUBES

1 Uvod

Tato oblast je nad ramec zakladnich osnov mategnatikstedni Skole. Resto kruhova
S Apolloniovymi tlohami se ovSem Zaci seznamujbjzzakladni skoly, aniz by byleceno,
do jaké skupiny vlastnpati. Nagiklad konstrukce kruznice opsané trojuhelniku.

2 Definice kruhové inverze

Je dan bod S a nenulovislo k. Kruhova inverze je zobrazeni tzv. Mobiovy rovimy
Md&biovu rovinu, které kazdému bod{#S pritadi bodX', pro ktery $X-BX| = k| a ktery pro
k > 0 lezi na poloppmceSXa prok < 0 lezi na op&é pologimce k polopimceSX boduX =
Sprifazuje nevlastni bod; nevlastnimu boditgzuje bods.

V kruhové inverzi se gtdemS plati:
» obrazem fimky prochazejici #demSje totozna fimka;
» obrazem pimky neprochazejici s@demS je kruznice prochazejicirsdems,
» obrazem kruzZnice prochazejicfestemS je pfimka neprochazejiciigtddemsS,
» obrazem kruznice neprochazejidgestems je kruznice.

3 Apolloniovy ulohy

Apolloniova uloha méa své jméno podtckého geometra Apollonia z Pergy (262 — 200
pt. n. 1.), ktery se touto ulohou zabyvaiesil ji v dile "O dotycich". Apollonios formuloval
tlohu nejprve proit zadané kruznice, po#jil byly tyto kruznice postuphinahrazeny bodem
(kruznice o nulovém poloénu) a gimkou (kruznice o nekoka¢ velkém polondru).
Originalni zréni se nezachovalo. Je vSak znama reprodukce uldig YMathématikai
synagogai” (dlezity pramen historie matematiky obsahujichatky ze ztracenych
matematickych spig feckého matematika Pappose Alexandrijského (3.rstbl. Paposs
uvadi ulohu v nasledujicim &mi:
"Nech’ jsou dany# predmety, z nichz kazdy dve byt bodem, fimkou nebo kruhem; ma se
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narysovat kruh, ktery prochazi kazdym z danychilfisdu-li dany jen body) a dotyka se
danych pimekei kruha.".

Z vySe uvedeného zadani je mozno vypozorovéttpmoznych variant tlohy. Hledame
vzdy skupiny ti objekfi ze tech druli (Bodi, piimek, kruznic), gicemz pdadi danych
objekti neni podstatné. Tvimme kombinace s opakovaniiteti t#idy z podminek Kk,n )=
K'( 3,3 ) = 10. Je tedy0 riznych pfipadid (novych dewt jsou zvlastni fipady ulohy
obecné), ficemzZ obecna uloha nmejvySe 8ieSeni

Existuje tedy dest specialnich fipadi obecné ulohy kkk, jsou to ulohy BBB, BBp,
BBk, Bpp, Bpk, Bkk, ppp, ppk, pkk.

3.1Reste Glohu Bpk

Stredfidici kruZnice kruhové inverze volime v &d8l. Tim giimku i kruznici
pirevedeme na aévkruznice a hledame jejich spole t&ny. Zpstnym prevodem ziskame
hledané kruznice.

3.2Reste Ulohu Bkk

Stredtidici kruznice kruhové inverze &pvolime v bod B. Tim ol kruznice
pievedeme na kruznice a hledame jejich spadeny. Zpitnym prevodem ziskame hledané
kruznice.

4 Zavér

Uvedené téma sleduje spini dvou citi. Nejprve roz&it obzor o dalSi zobrazeni a jeho
pouziti na ulohach. Druhy z @iJe propojeni matematickych poznaétk historickou dobou, ve
které se jimi ¥dci zabyvali. Je evidentni, Ze rozvoj statké& geometrie a formulované ulohy
jsou natolik obtizné, Ze jejickeSeni v dnesSni débje dano pouze tité nadané skupén
student.

5 Pouzita literatura
Patdkova, E. Apolloniovy ulohy. Diplomova prace.sbgna na internetu
<http://geometrie.kma.zcu.cz/work/AU/apoll/apolirit
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PaedDr. Josef Kube$
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3

FRAKTALNI GEOMETRIE — I

Petr NECESAL

1 Uvod

Fraktdl bychom mohli vnimat jako mnozinu s velice ¢lenitou hranici. V jistém méfitku
lze fraktélni strukturu pozorovat v piirodé kolem nés: tvary bleski, systém cév v lidském
téle, hranice pobfezi ¢i ramena fek na satelitnich snimecich, tvary snéhovych vlocek.

2 Definice fraktalu a fraktalni dimenze
Nejprve jsme se seznamili s priklady klasickych matematickych fraktéli: grafy spojitych

funkei, které nemaji derivaci v zadném bodé, kiivky vypliujici ¢dst prostoru (Peanovy
ktivky) a Cantorova diskontinua. Déle jsme si ukdzali dvé definice hranice Kochovy vlocky,

P

45 MU, g EUUVE,B

s T o~ @mg 5

n=20 n=1 =2 =13 n=4

\\\\ _ /L jw*\ S8 %Uﬁ““é} {i”’*’”’aws’“ “’3
> q

Obrazek 1: Prvni ¢tyfi iterace pii generovani hranice Kochovy vlocky.

a to

e pomoci Lindenmayerova systému (L-systému) vyvinutého pro modelovani rustu rost-
lin,

e pomoci iterovaného funkéniho systému (IFS-systému) s vyuzitim afinnich transfor-
maci (posunuti, otaceni, zrcadleni, zména métitka, zkoseni).

Odvodili jsme, ze hranice Kochovy vlocky ma nekonecnou délku (neni tedy jednodimen-
zionalnim objektem) a Ze mé nulovy obsah (neni tedy ani dvoudimenzionalnim objektem).
Seznamili jsme se s miizkovou dimenzi a urcili jsme jeji hodnotu pro hranici Kochovy
vlocky jako

coz je zaroven i jejl fraktdlni dimenze.
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Obrazek 2: Prvnich sedm iteraci pfi generovani Sierpinského trojuhelniku.

Déle jsme si definovali dva fraktaly pomoci IFS-systému: Sierpinského trojihelnik (viz
obrazek 2) a Sierpinského koberec (viz obrazek 3). U obou fraktélu se ndm podafrilo uréit
jejich miizkové dimenze. Miizkova dimenze Sierpinského trojihelnika je

In3

—— =158
In2

a miizkova dimenze Sierpinského koberce méa hodnotu

In8
— = 1.89.
In3 .

n=20 n=1

Obrazek 3: Prvni étyTi iterace pii generovani Sierpinského koberce.

3 Zavér
Seznamili jsme se se zdkladnimi definicemi jednoduchych fraktdli a prozkoumali jsme

jejich dimenze. Obrazky 1, 2 a 3 byly vytvofeny pomoci systému pocitacové algebry SAGE,
ktery je volné dostupny pres webovy prohlize¢ na adrese www.sagemath.org.
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FRAKTALNI GEOMETRIE — II

Petr NECESAL

1 Uvod

Ukéazeme si jednoduchy matematicky model popisujici vyvoj populace v ¢ase. Model
bude mit dva parametry, a to hodnotu celkové kapacity prosttedi, ve kterém populace Zije,
a koeficient reprodukéntho rustu, ktery bude vyjadifovat schopnost populace se mnozit.
Matematicky model bude popsan pomoci diferencialni rovnice prvniho fadu, kde ¢as bude
v roli spojité nezavislé proménné. Diskretizaci ¢asu poté prejdeme od diferencialni rovnice
k rovnici diferencni, kterd bude predstavovat pravidlo pro rekurentné zadané posloupnosti.
Studiem chovani téchto posloupnosti v zavislosti na koeficientu reprodukéniho rustu po-
pulace objevime mnozinu s fraktalni strukturou.

2 Matematicky model ristu populace

Uvazujme jeden ze zdkladnich matematickych modelu rustu populace, a to Verhulstuv
model. Tento model je popsdn pomoci diferencialni rovnice prvniho fadu

) v© =Ryt (1- 42).

kde y(t) udava velikost populace v ¢ase ¢, R > 0 je koeficient reprodukéniho rustu populace
a K > 0 je kapacita prostiedi, ve kterém populace zije. Méjme populaci, kterd mé v case
t = 0 kladnou velikost ¢ < K (velikost populace je mensi nez kapacita prostiedi), tedy

) =g, c € (0; K).

Diferencialni rovnice (1) ndm urcuje (a tedy i modeluje), jaka bude velikost populace y(t)
v nésledujicich ¢asech ¢ > 0. Z diferencidlni rovnice (1) vime, Ze rychlost rustu velikosti

%) Tedy populace poroste rychleji, ¢im vétsi

populace ¥/ (t) je rovna hodnoté Ry(t) (1 -
bude koeficient rustu populace R. Rychlost rustu populace ovsem zavisi také na samotné
velikosti populace (viz obrazek 1). Populace poroste nejrychleji, pokud bude zabirat prave
polovinu kapacity prostfedi. A naopak, populace poroste pomalu, pokud bude sama velmi
malé (y je blizké 0) nebo pokud bude zabirat témét celé prostiedi a kapacita prostiedi

bude témér vycerpdna (y je blizké K).
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RK

o

NIN
=
|

Obrézek 1: Graf funkce z = Ry (1 — —}%)

2.1 Od spojitého modelu k diskrétni logistické rovnici

Vyndsobme rovnici (1) pfevracenou hodnotou kapacity prostredi %, ¢imz dostavame

Dale oznactme u(t) = (Tt) (relativni velikost populace v case t). Diferencidlni rovnici (2)

muzeme tedy zapsat ve tvaru
(3) u'(t) = Ru(t) (1 —u(t)) .

Daéle néds bude zajimat velikost populace pouze ve vybranych éasech t = h,2h,3h,4h, ...,
kde h > 0 je zvoleny ¢asovy krok. Relativni velikost populace ve vybranych ¢asech t = nh
pro n € N oznaéme jako u,, = u(nh). Splnéni diferencialni rovnice (3) budeme pozadovat
ve vybranych ¢asech t = nh, tedy pozadujeme, aby

(4) u'(nh) = Ru(nh) (1 — u(nh)), n € N.
Vime, ze prvni derivace v/(t) je definovana pomoci limity

1y — i Wt 8) —u(t)
U(t)—gl_l)%f,

pro vybrané ¢asy t = nh tedy méame

(5) ) = EL% u(nh + Si — u(nh) .

Zvolme nyni pevné dostatecné maly ¢asovy krok h > 0 a nahradme prvni derivaci (5)
pomoci nasledujici pomérné diference (volime s = h)

, _u(mh+h)—u(nh)  u((n+1)h) —u(nh)  Uung1 —u,
u'(nh) =~ W = 2 = 2 .
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Diferencidln{ rovnici (4) tedy nahradime diferenén{ rovnici

Upt1 — U

; " = Run(1 — uy),

odkud vyjadiime y11

Uns1 = Up+ Rhu,(1 —uy,),
Upntl = Up + Un(Rh — Rhuy,),
(6) Uny1 = Un(l+ Rh — Rhu,).

Posledni rovnici (6) vyndsobme kladnym ¢islem 5 f?{h a vytknéme (1 + Rh) ze zévorky na

pravé strané rovnice (6). Dostavame tak rovnici ve tvaru

Rh Rh Rh
7 nt1 = ——=u,(1+ Rh) [ 1 — e s
(7) TR T TRt )< 1+Rh“)
Na zdvér oznatme x,, = TE}%“H pron € N ar = (1 + Rh). Rovnici (7) potom muzeme

zapsat ve tvaru
(8) By = BnPL — &y, )
Rovnice (8) je znama jako logistickd diferenéni rovnice.

2.2 Logisticka rovnice

Logisticka diferen¢ni rovnice
9) Tast = (L — )

modeluje vyvoj populace v ¢ase, kde x,, je relativni pocet jedinci v populaci v ¢ase t =n
a r je mira reprodukce.

Pokud zvolime hodnoty 7 a z, z logistické rovnice (9) poté rekurentné urc¢ime dalsi
prvky posloupnosti (z,). Na obrdzku 2 jsou grafy posloupnosti (x,,) pro étyfi ruzné volby

=24 r=3.1 r=3.51 3.925

T, Tn (oo R B R N B R

J n n n n

Obrézek 2: Vyvoj velikosti populace v diskrétnich ¢asech pro ruzné hodnoty koeficientu
reprodukce 7.

miry reprodukce r. Chovani posloupnosti (x,) pro n rostouci nade vSechny meze nyni
zachytime do jednoho obrazku. V roviné ra zakreslime pro rtuzné volby hodnoty parametru
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0 2,4 3.1 3.925

3

By

Obrézek 3: Bifurkacni diagram pro logistickou diferenéni rovnici (9).

r body o soufadnicich (r,x,) pro velkd n (napf. pro n od 10000 do 20000) a ziskdme
tak diagram na obrdzku 3 (tzv. bifurka¢ni diagram). V bifurka¢nim diagramu na obrazku
3 méame zachyceny tzv. hromadné body posloupnosti (z,) v zdvisloti na parametru r.
Napriklad pro volbu x; = 0.1 a r = 2.4 mé posloupnost (z,) jeden hromadny bod, ktery
je zdroven jeji limitou (viz obrdzky 2 a 3). Ddle pro r = 3.1 posloupnost (z,) limitu
nemd, ale jeji prvky se stiidavé priblizuji ke dvéma ruznym hodnotam, které predstavuji
jeji dva hromadné body. Pro r = 3.51 mé posloupnost (x,) jiz ¢tyii hromadné body.
Pro zvétsujici se hodnotu parametru r dochézi ke zdvojovani poc¢tu hromadnych bodu
posloupnosti (z,) a tento pocet roste nade vsechny meze pro r blizici se k 3.56994567...
Pro nékteré vétsi hodnoty r posloupnost (x,,) vykazuje chaotické chovani. Pozanmenejme,
ze diive byla logistickd rovnice pro r = 4 pouzivana jako generator nahodnych cisel.
=il A

Obrazek 4: Priblizeni ¢asti bifurka¢niho diagramu pro r € (3.51;4).

Bifurkaén{ diagram pro logistickou diferenéni rovnici (9) je mnozina vSech usporddanych
dvojic (r,b), kde b je hromadny bod posloupnosti (x,). Tato mnozina m4 fraktéln{ struk-
turu, ma velmi ¢lenitou hranici (viz obrazek 4) a obsahuje sobépodobné struktury. Kdyz se
na tuto mnozinu podivame v jemnéjsim méritku, tak objevime nové detaily, které najdeme
v puvodnim vyobrazeni (viz obrdzek 5 pro tii zjemnéni méfitka).

3 Zavér
Podafrilo se ndm ukazat, ze pii studiu realnych posloupnosti danych jednoduchym re-
kurentnim predpisem s jednim parametrem lze velmi snadno ziskat mnozinu s fraktalni

strukturou (bifurkacni diagram). Struktura této mnoziny byla prekvapivd a znaéné ne-
trivialni.
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3

T € (3.42;4)

T € (3.847; 3.858)

.

T € (3.85394;3.85415)

Obrazek 5: Sobépodobné struktury ve tiech priblizenich bifurkac¢niho diagramu.

4 Pouzita literatura

Ott, E.: Chaos in Dynamical Systems.
2nd edition, Cambridge University Press, 2002.

Devaney, R.: An Introduction to Chaotic Dynamical Systems.
Addison-Wesley, New York 1989.

Pokorny, P.: Deterministicky chaos - plod pocitacové fyziky.
Cs. cas. fyz. 2008, sv. 58, ¢. 6, s. 328-338.

5 Kontakt na autora

Ing. Petr Necéesal, Ph.D.
Katedra matematiky FAV ZCU, Univerzitni 8, 306 14 Plzen

pnecesal@kma.zcu.cz

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-15 financovan z ogzp Plzeiského kraje



LJ
*
** ** ﬁ._
. * * U] M
evropsky * II\. § A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE =~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

MATEMATIKA HROU

s

(Vybrané slozijSi a zabav§jSi slovni ulohy pouzité v satiich a hrach

kempu)

RNDr. Jana SOUKUPOVA

1 Uvod (Zajimavé slovni tlohy nejen na pohyb)

1.

2.

3.

4.

Studentitesili v ramci pohybovych her nasledujici ulohy:

Na Zeleznini trati z A do B je tunel dlouhy 192 m a ve vzadsti 933m od tunelu je
most délky 350m . Osobni viak jede z A do B a odrokiku, kdy jeho lokomotiva
vjede do tunelu, az do okamziku, kdy jeho posledrgon opusti tunel, uplyne 15
sekund. ZB do A jede po druhé koleji nakladni vlakiitom od okamZiku, kdy
lokomotiva nakladniho vlaku vjede na most, az danokiku, kdy jeho posledni vagon
opusti most, uplyne 34 sekund, Posledni vagony etaki opoustji most nebo tunel
ve stejny okamzik a od tohoto okamziku uplyne pra9 sekund, kdy se lokomotivy
setkaji. Misto setkani je vzdaleno 488m od tundhiete délky i rychlosti obou viak
[0os vl. 108m, rychlost 72km/h, nakl. vl. 160m, ri@$t 54km/h ]

Vlak projizdi tunelem dlouhym 220m. Od okamzikuy kgede do tunelu lokomotiva,
az do okamziku, kdy posledni vagon opusti tunelyng 19 sekund. Od tohoto
okamziku uplyne dalSich 42 sekund, nez lokomotitigegle k naesti, kterd je 1 km
od tunelu. Vlak jede stalou rychlosti. dgte tuto rychlost a délku vlaku. [ 72km/h ,
160m ]

Z mista A do mista B, vzdaleného 9 km, vySel chodexctvrt hodirg byl za nim

z mista A vyslan posel se vzkazem. Posel dohowitiol a vratil se 2 do mista A

v okamziku, kdy chodeciigel do mista B. Wete rychlost pohybu chodce a dobu, za
kterou posel dohoni chodce, vite-li, Ze se oba pojiystalou rychlosti a rychlost
pohybu posla je 5 km/h .flRom dobu patebnou k pedani vzkazu zanedbavame.
[4 km/h , dohoni ho za 1 h]

Tti vojaci - porkik Zamiil, major Vystelil a general Strefil - #ileli do teke. Kdyz
skortili, spccitali své zdsahy. Kazdy z ni¢bkl tii véty:

Porwik Zamiil: "Nasttilel jsem 180." a "Nasilel jsem o 40 mé&hnez major.” a
"Nastilel jsem o0 20 vic neZ generdl."
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Major Vystelil: "Nenastilel jsem nejmé&" a "Rozdil mezi mnou a generalem je 60."
a "Generdl nasel 240."

General Strefil: "Nagilel jsem mén nez pordik." a "Poriik nastilel 200." a "Major
nastilel o 60 vic neZ poxtik."

Kazdy z nich jedenkrat nemluvil pravdu. Kolik kazdyich nagilel bodi?

5. Nalezréte 10.mistnéislo, kde prvntislice vyjaduje kolik nul je v¢islici, druha
cislice ukuje, kolik je zde jedrtek atd. az do desaléslice, ktera utuje kolik je zde
devitek.

6. Priklad na posth: v nasledujicim obrazku gtejte od 1 do 99 a ukazuijte.
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2 Prezentace dastnika mezinarodni olympiady v Thajsku o cesta soutzi:
Jan Soukup —dastnik mezinarodniho kola matematické olympiadyrayl nejen o cest
SesticeCechy, ale také o pkladech, o tastnicich ze Severni Koreji, o slonech a o tom, Ze

Ameri¢ané se na sctit pripravuji intenzivig cely rok.
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e - 7

L5,

2.1 Diskuse nad geometrickym fikladem pravé z IMO:

Zadani:

Konenou mnozinu S badv roviré nazveme vyvazenou, jestlize pro libovolné dvané

body A a B z S existuje v S takovy bod C, Ze , |AQGBC|. MnoZinu S nazvemeeduprostou,
jestlize pro zadné&itrizné body A, B a C z S neexistuje v S bod P takoey}PA| =|P B| =|P C]|.

(a) Dokazte, zZe pro kazdémpzenécislo n >= 3 existuje vyvazena mnoZzina obsahuji@itpn bodi.
(b) Ucrete vSechnatjpozenadisla n >= 3, pro & existuje vyvazenaigduprosta mnozina obsahujici
pra¥ n bod.

2.2 DalSi zajimava uloha, tentokrat z teori€isel

Urcete v8echnaippozenégisla n, pro ktera jen — 2012+ ¥vn + 2012 ¢fslo celé.
Reseni:

Vyraz se ma rovnat celéngislu
Vvn — 2012+ vn + 2012 = ksk e Z podm.n —2012=0 g tedyn = 2012.

také

) (Vn=2012+ Vi +2012) =% g2 je také celé&islo
Upravou najdeme vSechny mozné 8oy levé strany:

Rovnici umocnime (bude nutna zkoudknl® — 20127} = k* - 4k*n + 4n®
4n?-4-2012% = k4 - 4k +4n?
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—{2.2012)% = k3 - (k% - 4n)
(2-4+503)% = k%« (dn = k?)
Podminky kE-2n=0 | K*P=2n .k = 2201
Mame ti moznosti, jak zvolitr .
a. k=503

[N
o

I
]
-

=
[
=2
=

n neni p¥irozeng

b. k=2-503
4n — (2-503)% = 47
n=4+503°

c k=4-503

2 =d4n—(4-7503)]°

n=1+4-503°
d k=2-4-503
1=4n—2%.4%.5033

n neni p¥irozeng
Na z&¢r je nutné provést zkousky, které pra@lisla vychazeji

3 Zawér
Studentitesili Ulohy formou sow¥i v piirock.
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Priklady na rovnice a nerovnice
z mezinarodnich matematickych olympiad

Petr TOMICZEK

Uvod

Zakladnim predpokladem k tomu, abychom byli schopni fesit soucasné technické problémy,
je zcela jisté znalost postupu pii feSeni algebraickych rovnic a nerovnic. Obsahem tohoto
pifspévku jsou proto piiklady s touto tématikou, které se tesily v uplynulych roénicich ma-
tematickych olympiad po celém svéte.

Prvni kapitola je vénovana rovniciim fesenym v oboru celych a racionalnich éisel. Ve druhé
kapitole je diskutovan vztah mezi aritmetickym a geometrickym priumérem a jeho aplika-
cemi pii feSeni nerovnic. Pro pochopeni nékterych dikazi je vhodné se nejdrive sezndmit s
principem matematické indukee.

1. Rovnice

Priklad 1.1: (NDR 1974)
Pro z,y € Z feSte rovnici (r + 2)* — 2t = .

Regenf: Vypoétem dostaneme 8(23+2(z+1)2+2%) = ¢, tudiz y jesudé y =2k k€ Z a
22 4+2(x+1)2+2% = k. Odtud vyplyvd, ze k > 2+ 1. Pro k = 2+1 platf 2> +2(2 4 1)% 422
2+ 322 +3r4+ 1, tedy z = —1,y = 0. Pro k > = + 2 musi platit z* + 2(z 4+ 1)2 + 2
> 2% + 622 + 122 + 8, neboli 0 > 322 + 8z + 6, coz nikdy nenastane.

(&) ”
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Priklad 1.2: (Bulharsko 1981)
Dokazte nasledujici tvrzeni. Jestlize n € N je liché, pak rovnice % - % == % ma v mnoziné N
teseni pravé tehdy, kdyz n = m(4k — 1), kde m, k e M.

Resenf: Diikaz ekvivalence rozdélime do dvou kroka.

Nejdifve " = 7: Z rovnice 1 + % = 2 dostaneme n(z + y) = 4ry a pouzijeme, Ze n je liché.
Tedy a) z,y jsou obé sudd nebo b) obé licha éfsla. V pifpadé a) plati z = 221,y = 2y, kde
xy, 1 € N, Odtud n(zy + 1) = 82131 = 2|(z1 + y1) a opét obé éisla xy,3; jsou sudd nebo
liché. Proto existuje p € N U {0} takové, Ze x = 2Pz, y = 2Py, kde z,,y, € N jsou licha
c¢isla (pokud p = 0. tak dostavame piipad b)). Po dosazeni do puvodni rovnice dostaneme
n2P(z, +yp) = 4-2°2%2,y,. Odtud 4|(z, +y,) a zp =4k — 1.y, = 4l — 3, kde k,l € N. Po
dosazeni n(dk —1+4l —3) = 4-27(4k — 1)(4l — 3), tudiz n(k +1—1) = 27(4k — 1)(4] — 3).
Jestlize (k+1—1)-a=4k—1,kdeaeN,pak =% _k+1adl—3 = (4k— 1){— —1).
Tedy n(k+1—1)=2"(k+1—1) - a- (4k—1)(2 —1) = n = 27(4k — 1)(a — 4), cbd.

Ohracmc "< " nynf n = m(4k — 1) a hleddme éfsla 2,y € N tak, aby fesila rovnici

e 4 [ { ol ! v T1a 3t n Ty T — i — A a il
= + T=2= i+ Reseni zkusime najit ve tvatur =a-m, y =b-(4k — 1), kde a,b € N.
b g 1 J'—y _ am+b{dk—1) 4 ] / _h A1a .— i
Pot-om zt 3 = W = ambdeD) — m@e1 odtud 4ab = am + b(4k — 1), tedy a = £k,

b=am=km.N abol] x=km,y = km(4k — 1), cbd.

Priklad 1.3: (NDR 1973)
Pro z € Z feste rovnici z(z + 1)(z + 7)(z + 8) = 3%

Reseni: Substituci z = z + 4 prejdeme k (22 — 16)(2% — 9) =
pm::::tB.::::i:;ljey:U.proz::lzs.jey_:l:l?, Pro = 2 fes
cislech neexistuje. Zbyva uvazovat |z| > 6. Pak 2* — 2522 4 144 = 3% = {:3 — 1'2)' — Ted}
(2212 >y ay’ > (22 -13)2 =21 - 2522 + 14 — (22 - ‘.3.'5}. nebot (22 — 25) > 0 pro
|z| = 6. Dalsi feseni tudiZ neexistuji.

Priklad 1.4 : (Rumunsko 1981)
Pro z,y € Z teste rovnici 28 + 3z° + 1 = y'.

Reseni: Substituei z = z* piejdeme ke kvadratické rovnici 22+ 32+1—y* = 0, pro jejiz
diskriminant musi platit D =5 + 4y* = n?, n € N, abychom dostali teseni v celych éislech.
Polozime m =2y, pak n2 =m? +5an>m+ L, tedym2 45> (m+ 1) =m? +2m+ 1.
Odtud plyne 2 > m = 23, tudfz 1 > |y|. Pro y = 0 fefenf neexistuje, pro y = £1 je x = 0.
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Priklad 1.5: (New York 1977)
Pro z,y € Z teste rovnici 2* + 1 = y°.

Resenf: 7 nerovnosti 0 < 2* =4 —1vyplyvdproz,yeZ. 22 =y>*—1>3az > 1.
Tedy 2% + 1 je liché ¢islo i y je liché. Pak y =2k + 1,k € Za 2* + 1 = (2k + 1)2, odtud
2772 — (k + 1)k. Tato rovnost nastane pouze pro k =1, neboli = =3,y = 3.

Priklad 1.6: (Jugosldvie 1974)
Pro z,y € Z teste rovnici 2% + zy + y* = z%y°.

Resenf: Diky symetrii pifkladu miizeme bez jmy na obecnosti predpoklddat, ze y =
azx, |a| > 1. Potom 22(1 4+ a +a?) = a?z* a 2? = 9% < 3, tedy proz = —1, je y = 1., pro
r=0,jey=0,prozx=1.jey=—1.

Priklad 1.7: (NDR 1970)
Dokazte, ze pro lichd éfsla a, b, ¢ € Z rovnice az® + bz + ¢ = 0 nemd feseni v Q.

Resenf: Aby kofeny kvadratické rovnice byly raciondlnf éfsla, tak pro jeji diskriminant
musf platit D = b —4ac =n? n € NU {0}. Z lichosti éfsel a, b, ¢ a rovnosti b — 4ac = n?
plyne, e i n je liché éslo. Polozime a = 2a; +1,b=2b; + 1,6 = 2¢; + 1. n = 2n, + 1, potom
AR +4b+1—4(4ar0+2a1+2¢1+1) = dnf+4n+1 a bi+b—(dare1+2a3+2¢1+1) = ni+n;.
Jelikoz b7 + by i n? + ny jsou sud4 éfsla, tak éfslo na levé strané poslednf rovnosti je liché a

1 1 J P d
vpravo sudé, coz je spor s predpokladem, ze koteny rovnice jsou racionalni éisla.

Priklad 1.8: (Bulharsko 1983)

Dokazte. ze rovnice ° + 3y* + 92° — Ozy2 = 0 md v Q pouze trividln{ feSen.

Resenf: Nejdifve budeme predpokladat, ze éfsla z,y, 2 jsou celd, nenulovd a nemaj
spoleéného délitele d (jinak timto éislem miizeme rovnici vydelit). Dokdzeme, Ze viechna ¢isla
z,y, 2 jsou délitelnd tfemi, coz bude spor. Plati o® = —3(y® + 32 = 3zy2) = 2 =3z, 11 €
Z=>3-020 =3(0mys— 32—y = y=38, 41 €Z= 925 = 2Tmyy2 — 3% — 27y =
2 = 32, 21 € 4, coz je spor. Nyni budeme ptedpoklidat, Zze z.y, z lze zapsat ve tvaru

: @ o Px o _ Py , _ Pz ¢ (Px)3 py)3 P23 gPzmwP: _ g
zZlomkii o = 2 y = 2 » — B Pgtom plati (22) +HE(E - 05) ~ 00 =10

y b ~ o~ -~
(P2y:)* +3(Py:a:)* +9(P2020y)* — 9(P20y 8Py 02 0Py :)* = 0 = 3°+37° +92° — 92§z = 0,
kde # = p,q,q. atd. a ,y, 2 jsou celd éfsla, coz opét povede ke sporu, stejné jako v prvni
éasti dikazu.
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Priklad 1.9: (Anglie 1970)
Pro z,y € @ feste rovnici V23 — 3 = V2v3 — V3.

Resenf: Po umocnéni dostaneme 2v/3 — 3 = /3 — 2\/zy3 + y+/3, vydélenime /3, pak
2— V3=2-2/Tj+y a 2—z—y=+/3-2/7y. Opét umocnime, potom (2 —z —y)* =
—4,/zy3 +4zy. Odtud plyne, ze /zy3 € Q. V prvni rovnosti 2v/3—3 = /3 —-2,/7y3+yv3
utl\neme V3, pak 3(2—x— y} =3 ‘2\/1'_1;3‘ € @Q. Nutné tedy 2—z—y =0a3-2,/7y3 = 0.

Odtud jiz dostaneme tesenf x = y =

Priklad 1.10:
Reste rovnici 2™ = (z + y)¥ v kladnych raciondlnich éslech.

Resenf: Rovnici 2= = {:1‘ + y)¥ upravime z* =
- £ - 4 1Yz 2 g e oy
=&, Potom z = (14 2), ceQazx= w2
piirozend ¢éisla. Po dosazent ciuqtduamf o= (1+ f"}r! am?-¢° =n?-(g+p)’. Z nesoudélnosti

(1+%4YW=2=(1+2 )‘zu' a polozime
z = E kde m,m ap,q IE-OU nesoudéelna
m,n a p,q+ p plyne ¢°|n? a n?|qg”, tudlz, qf' =47 =5 qu = n. Rozlozime ¢ na souéin prvocisel
q=4qi"-g? --q*,r; € N. Potom qp T - qp 7 = n. Z nesoudélnosti P, q plyne, Ze q|r;,
tcd\'-r{:‘»qaq—q gy f;_,"ZQQZ}'q—IZ}*ﬁ—1 T‘l‘lfjla'"—p.l’—l[l-l-p}
y=p(l+2)P, kde p e N.

V dalsich prikladech pouzijeme nasledujici jednoduché tvrzeni.

Vétal.l: (modulo 4)

Necht z € Z, pak pri déleni 22 éfslem 4 jsou zbytky pouze 0, kdyZ z je sudé, a 1, kdyz =
je liché. Piseme 22| mod 4 = 0 (2 sudé), 2%| moa 4 = 1 (z liché). Podobné 22| med 16 = 0 (2
sudé), z%| moda 16 = 1 (x liché).

Pidlad 1.11: (CSSR 1976)
Pro z,y, 2 € Z feste rovnici 22 + y* = 322,

Resenf: Trividlnf fesenf z = 0,y = 0,z = 0 je ziejmé. Bez 1ijmy na obecnosti miizeme
tedy predpokladat, ze z, y, z jsou nesoudélna éisla a alespon jedno je nenulové. Podle predcho-
ziho trzenf 1.1 platf (2 + ¥*)| moaa = 0 nebo 1 nebo 2 a  3z%| pogq = 0 nebo 3. Tudiz
(2% +4%)| mod 4 = 0 & 32%| 0a 4 = 0, coZ nastane pouze v pﬁpadé. Ze viechna éisla z. y. 2 json
suda. Dostali jsme spor s predpokladem nesoudélnosti. Uloha tedy nema netrivialni reseni.
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Priklad 1.12: (USA 1976)
Pro z,y, 2z € 7 Teste rovnici 22 + y2 + 22 = 2232,

Resenf: Opét 1iloha mé trividlnf fesenf z = 0,y = 0,2 = 0. Podle tvrzeni 1.1 bud a)
-ij2| mod 4 = 1 mnebo b,] szzl mod 4 = 0.

ad a) Tedy =,y jsou liché, pak i z je liché a 2% + y? + 2%| nod s = 3 # 22| meas = 1.
Tedy moznost a) nenastane.

ad b) Necht = je sudé, y je liché, pak 2 je téz liché a 224424 2%| moa 4 = 2 # 22| mea 4 = 0.
(Analogicky y je sudé, r je liché.) Zhyva moznost = je sudé, y je sudé, pak i z je sudé. Potom
T=27,y =2, 2=22 axi+yl+2} = dry?. Odtud 23+ 33 + 23| mod 4 = 42393| moa s =0,
coZ nastane pouze v pifpadé. ze 1,1y, 2; jsou sud4 éisla atd. Cisla z.y, z jsou tedy délitelna
libovolnou mocninou éfsla 2. tato situace nastane pouze proz =0,y =0,2 = 0.

Priklad 1.13: (USA 1979)
V celych éfslech feste rovnici z§ + 23 + ... + z}, = 1599.

Resenf: Plat{ 2| moa 16 = 0 nebo 74| woa 16 = 1. Tedy (22 + 22 +... + 2},)| moa 16 < 14
a 1599 .4 4 = 15. Proto iiloha nema teseni.

2. Nerovnice

Vzddlenost dvou éisel a,b na redlné ose se rovna |a — b| = y/(a — b)2. Ziejmé (a —b)? > 0,
coz je ekvivalentni se zdkladni nerovnosti
a’+ b a+b

2ab < a® +b*, popiipadeé ab< nebo  Vab <

: proa,b >0, (N1)

9

kterou lze zobeenit do nasledujief podoby.

Veéta2.2: (o prumérech)
Necht a; > 0,i=1,2,...n, pak plati
n - a1 +
T <A <

__|_..._|_a_n n

a
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Definice2.1: Necht a;,as, ..., a, € R, aritmeticky priuneér se nazyva cislo
@1+ Qg+ -+ +ily
n '

Necht a; >0,i=1,2,...n, geometricky priimér se nazyva éislo
{7 TR ¢ 77 SRRl 4 T

’

Necht a; > 0,i=1,2....n, harmonicky pramér se nazyva éislo

n
1 1, ik
s tat ta,
Necht ay,09,.... a, € B . kvadraticky prumer se nazyva cislo

R WS
fa] +a+ -+ +a2
mn

Dikaz véty 2.1: Nejdrive dokazeme vztah mezi geometrickym a aritmetickym priimérem

)+ ---+a
Yaj-.. ap <——— . (GA)
n
: a;+---+a - @; ;
Upravime (GA) dotvaru n< ———, apolozgimes;= ———,i=1,.... n.

»ay - ... -0, May - ... - Qn

Potom =1 -m22-... 2, = 1 a pomoci matematické indukce budeme dokazovat, ze n <
Ty +xa+ ...+ x,. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati. Z vyuzitim indukéniho predpokladu
n<mr +r+...+x, chceme dokdzat, ze n+1 < xy + 29+ ... + &, + T 1, pokud
Ty-To+... Tn-Tpey = 1. Bez djmy na obecnosti miZeme predpokladat, ze 2y > 1az < 1,
potom (zq —1)(zs —1) <0, tedy 1 + 1129 < 21 + 25 a také

l+ T+ ra+ . .+ 2+ Ty ST+ To+29+. .+ x, 2.

Pro n éisel xyx9,2a,..., 2,1 plati 2y29 - 29+ ... - 7,1 = 1 a podle indukéniho predpokladu
n<rTs+T3+...+ T, + Tnp - Odtud jiz dostaneme
l4n<l4+rm+aa+ ...+ + S+ 22+ ...+ 20+ Tpas

coz jsme meli dokazat.

Pokud polozfme a; = £ . i=1,..., n v nerovnosti (GA), pak dostaneme {}f’ L1 <
i 1 § “n
1 |
_._..I_
L QOdtud jiz snadno plyne nerovnost mezi harmonickym a geometrickym priimeérem

n 3
T T \ b} '---"512- I{H(::‘r}
FrE

n

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-15 financovan z ogzp Plzeiského kraje



* Kk
* *
. * *
evropsky *

ved e ——
socialni & i .

MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkur:nceacl'i‘npnost PLZENS KY KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

Nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym priimeérem dokidzeme také pomoci mate-
matické indukce. Cheeme tedy dokazat

i — 2
ap + + ay < a7 + Fs . (AK)
n n

coz pro n = 1 ziejmé plati.

Za indukéentho predpokladu (a; + -+ + a,)? < n(a} + --- + a2), dokdZeme platnost
. B
(@4 +ap+ a1 < (n+1)(af+---+a2+al,,).
Plati (N1)
. 2 _ ¢ 2, . :
(ar +---+an+ an—-l_j L R e Qn} nE 2(!!11 4+ -4 @n)ant1 + (_fl‘.n.+lj2 < ?I-I[ﬂ.% o Dkt
al)+af+al +---+aital  +al = (n+1)(ai+---+ai+al ). coz jsme meéli dokdzat.
Poznamenejme, ze rovnost v (N2) nastane pouze pro a; = @ = ... = @y, .

S nerovnostmi z predchozl véty se éasto setkdme v 1ilohdch z matematickych olympidd.

Priklad 2.1: (2roénik MO kat. A)
Dokazte, ze pro a; > 0,1 =1,2,...n, plati nerovnost

1 1 ;
(a4 +ﬂ2+-..-‘—ﬂ-n](—+—+"'+—) b5l 1
(5] as iy
Resenf: Jednoduchou iipravon dostaneme
a1 +as+...+0a n
= 3 , (HA)
B I o :
n —_— —_—— e 4 —
aq @9 i

coZ je nerovnost mezi harmonickym a aritmetick¥m primmérem, viz (N2).
Resent viak muzeme dostat i jinym postupem s vyuzitim zakladui nerovnosti (N1).
i n
<l 1 1 1 1
(C!'l!—ﬂg-i-...5—{1-”](—!——-!—"'5—— :E i ~— + e —
ay  ag [ = a; £ a;
=

! #1
i, 7=1
n

A R 1 TI-
n+ Y. —?'+—J3_>n:—(_j)-2:ﬂ-3.

l<i<j<n Oy
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Priklad 2.2 :
Dokazte, ze pro trojici kladnych éisel a, b, ¢, plati nerovnost

(a+b)(a+e)(b+c) > Babe.

Kdy nastane rovnost?

Resenf: Podle (GA) nerovnosti je a + b > 2v/ab, odtud plyne (a + b)(a +¢)(b+¢) >
2Vab2y/ac2vbe = 8abe. coz jsem méli dokdzat. Rovnost nastane pouze v piipade, kdy
a=h=-¢e:

Priklad 2.3 : (17.roénik MO kat. A)
Dokaite, Ze pro trojici nezdpornych éfsel a, b, ¢, plati nerovnost

a(a — Vbe) + b(b — vac) + c(c — Vab) > 0.

Reseni: Podle (GA) nerovnosti je vab < 2t tudiz
ala — v/be) + b(b — \/ac) + e(c — Vab) :_>a{a——)+b{ —aie) pele—2t) = L((a—b)* +
(b—e)?+(a—c)?) >0.

Priklad 2.4 :

B ; b 3 ; 141
Dokazte, ze pro libovolné piirozené ¢éislo n, plati nerovnost n! < ( 5 )

= # » 1 3 ] =
Resenf: Plati 1+2+...+n =202 pak (Z2)" = (HE2=22)" > nl,
Poznamka: Lze to dokazat i matomat]ckou indukef a binomickou véton.

Priklad 2.5: (NewYork 75)
Dokazte, ze pro dvé libovolna riiznd kladna éisla a,b plati nerovnosti

— by b
(a—b) <a+ .

» TS T T2 1 _ {a=b?  _ (a4B)P—dab
Reseni: Oznacime A = - a G = vab pak g m} = A0 = “sA0)
4AZ- 4% A4G | es= v A4G . )
sA—) — 2 o4& G<5Hr <A,
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Priklad 2.6 : (Jugoslavie 75)
Dokazte, Ze pro tfi libovolna ésla a, b, ¢ vétsi nez 1 plati nerovnost

2(10}_;!, i 5 log,. b P log, 0) < 9

a+b b4+e ec+a/ T adb+e’
. _ (@A) — — (GA)
Regenf: Plat{ odhady Q(bg““ v 1°°~‘-"h!—'rf=-d“) > 3/ enlorbloge 6
3 at+b b+c c+a B (a+b)(b+c){cta) '\3//!"G+b‘,uc'|‘1-—c.'][{'+aj

18
(a+b)+(b+ej+-(cta) -

Priklad 2.7: (Jugoslavie 1976)
Necht soucin tiech éfsel se rovnd jedné a jejich souéet je vétsf nez soucet jejich prevracenych
hodnot. Dokazte, Ze pak pravé jedno z téchto éisel je vétsl nez jedna.

e ¥} # -l =1
Resenf: Platf abe=1 a a+b+e>1+1+1 Potom a-+b+e> betactah®
i [ F ahe

a+btec—(bctac+ab)+abe—1>0=a—1+b1l—a)+bela—1)+c(l—a)>0=
(a—1)(1-b+bc—c)=(a—1)(b—1)(c—1) = 0. Odtud jiz plyne pozadované tvrzeni.

2.1 Bernoulliova nerovnost
Mame dokazat, ze YnelNVzeR, r > —2 plati:
(14+2)">1+nzx.
1. Pro n =1 nastane rovnost 14+x=1+x.
2. Ukdzeme, ze platf: (14-2)""! > 1+ (n+1)x . Upravime uvedenou nerovnost a dostaneme

(1+z)"(1+2x) > 1+nzr+ez,
(1+z)*+(1+z)"z > 1+nz+z.

Podle indukéntho predpokladu je (1 + z)" > 1 + nx a stacl tedy dokdzat, ze
(1+2)"z>2.

Pro x > 0 nerovnost ziejmé plati. Pokud z < 0 danou nerovnost vydélime z a dosta-
neme (1 -+ z)* < 1. Tato nerovnost plati pro —2 < z < 0. Coz jsme meéli dokdzat.

Pozndmka: Diikaz nerovnosti (1+2)" > 1+ na pro # > —1 podal &vyearsky matematik
Jacob 1. Bernoulli (1654-1705). Jeji dalsi zobecnéni nasleduje.
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Véta2.3: (Bernoulliova nerovnost)
Necht z > —1, 2 #0, pak

l+z2)*<l4+ar, pro O<a<l ;
(l+x)*>1+axr, pro a#]l01] (BN)

Priklad 2.8: (Kanada 1982)

Dokazte, Zepro >0, 2# 1, a < 1 plati

_ i

<(1+z)*2.

Resenf: Nejdfive budeme ptedpoklddat, ze = = (0, 1), potom
(I+z)p - >0 (1-z)(l1+z)* - (1—-2) >0.
i (BN) ,
Nynf vyuzijeme Bernoulliovu nerovnost: (1—z)(1+2z)* 1 —(1—-22) > (1—z)(1+(a—
Nr)—14z2=14+{a—1)z—z—(a—1)r*-1+2%=(a=1)(z—2?) + z(z* 1 =1) =
BN
(a—1)(z—2*)+2((1—(x-1))>1-1) S ] (a—1)z—2*)+2z(1+(a—1)(z—-1)—1)=0.

Pro z > 1 polozime ¢ = <, pak t € (0,1) a vyuzijeme dokézanou nerovnost:
1—z¢  1—(4)° tr—=1 e
— {.') :fl—a 5 {fl_u{1+f’ja_l _ (1+T)a 1:{’1+1‘)Q_1.

l—z ]—Tl t— :

Priklad 2.9: (SSSR 1982)
Dokazte, zZepro 12z > 2> ... 22, > ... >0,a <1 plati

(I4mitzet.. P <1+1" 21 0% 0 L Fn% 12t
Resenf: K ditkazu pouzijeme matematickou indukei.
Pro a < 0 zfejmé (1 + 2y + 23+ ...+ x,)* < 1, tedy plati i nasSe tvrzeni.
Pron=1(z; €(0,1]), pak proa € [0,1] plati (1 4+z;)* <1+ 2 <1+ z2f.
V druhém kroku chceme dokdzat, ze (1 + 21 + @ + ... + Ty + Zppy ) < 1+ 107198 4
2018 4 n et - (n41)0 el

Odhadneme (142 +... 42+ Zpe1)* — (142 +.. . +2,) = (1421 +. ..+::.’,,}‘I{(] -
n+ a [ | = e - e
m) —1)§(1+.‘I‘1:—._..—1‘ﬂ)” I'.I-T,+1<_:{F?+1}a l.TJ':_+].

Diky indukénimu predpokladu dostaneme
(I4+z+22+... + T+ Tpn)* <1 4+2+. 4 2)* + (+ 1) 122, <14+15 2] +
27 g8 4+ o+t (1) e
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Zaver

Ptiklady pouzité v tomto textu se jiz vyskytly v nékteré narodni ¢ mezindrodni matematické
olympiadé. Vérim, ze budou dobrou pFipravou nasim talentovanym matematikiim. Néktera
feSeni jsou origindlni a nejson prejata z dostupné literatury. Pieji étendiinm, aby se jim darilo
nachdzet jesté jednodussi a elegantnéjsi Feseni.

Pouzita literatura

Alois Kufner : Nerovnosti a odhady, Skola mladych matematikii(39), Nakladatelstvi Mlad4
Fronta, Praha 1975

Frantisek Vesely: O nerovnostech a nerovnicich, Skola mladych matematikii(48), Naklada-
telstvi Mladd Fronta, Praha 1982

Konjagin, Tonojan, Sarigin, a jin{: Zarubéznye matematiceskie olimpiady, M. Nauka, Hlavn{
redakce fiz.-mat. literatury, 1987

Kontakt na autora
RNDr. Petr Tomiczek CSc.
Zapadoceskd univerzita v Plzni
tomiczek@kma.zcu.cz
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POKUSY S ASTRONOMICKOU TEMATIKOU

Marek CESAL

1 Uvod

Astronomické pokusy slouZi k jednoduché demonsti&aho tak nekonmého jako je
vesmir. Pomoci jednoduchych a nerasech experimerit, Ize nasimulovat spoustu UKaz
probihajicich ve vesmiru.

2 Popisy pokus

Jednotlivé pokusy maji jasny chemikélni nebo fylrikaaklad, ale astronomickymi je
¢ini pak spojeni se stejnymi jevy ve vesmiru. Prgtozakladem vSechéthto pokus i
astronomické porovnani se skitriesti. Doplgnim pokus o ukazky prace s tekutym dusikem
pak jen zvySuje efektivitu ukazek.

2.1 Simulace sopky

Nejenom na Zemi, ale i na jinycRlésech slun&ni soustavy nalezneme sdépeu
¢innost, nap. na Jupiterovo gsici 10. Simulace lavy vytékajici z jicnu se dawojtt pomoci
malé lahvéky a modelu sopky z plasteliny {ite se pouzit i sadra nebo dokonce cefrya
zem). Do lahwky se nasype jedla soda. Pak se w&kwiod PET lahve rozmicha ocet
scervenym potravingkym barvivem a nalije se do labky. Fxi reakci sngsi s jedlou sodou
se vytvdi cervend pna, ktera zéne vytékat a pominé tekouci lavu z jicnu sopky.

2 Tornado

Dalsi z dynamickych jev pozorovatelny nejen na Zemi, ale i na jinyctesech
Slune&ni soustavy je &rny vir — tornado. Ve Skolnich podminkach se jahar da
nasimulovat pomoci vodniho viru v PET lahvi. K tampokusu std 2 PET lahve spojené
vicky, ve kterych je 0,5 cm otvor. Do jedné PET lakeenalije voda aipotoceni PET lahve
zatne voda proudit ddla vzduch nahoru. Vznikly vodni vitipominé tornado.

3 Zavér

Pokusy se daji pouzit ve Skolachi wyuce astronomie, ale i v astronomickych
krouZzcich pro fblizeni jednotlivych Ukak Jejich pouziti fi prednasce 1ive dany problém
vice giblizit. V dnesSni moderni d@bneni problém nalézt na internetu dalSi navody na
zajimavé pokusy a sia pak je jen pevést do astronomie sparovanim s vhodnym
astronomickym ukazem.
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4 Pouzité literatura

MEISER T., Jednoduché experimenty demonstrujicy @wrocesy ve vesmiru, bakisia
prace, 2008

MEISER T., Demonstrace astrofyzikalnich pracagewvi a jejich pouZziti pro Zaky zakladnich
Skol, diplomova prace, 2010

KERROD, Robin, SPARRROW, Giles. Jak funguje Vesmavel Rihoda, Universum, 2005.
160 s. ISBN 80-242-1373-7.

MIKULASEK, Zdengk, MIS, Leon, RUMLER, Josef. Navod na pouZiti vesmfonline].
2004 [cit. 2008-02-02].

Dostupné na internetschttp://navod.hvezdarna.cz/navod/konvekce.htm>.

5 Kontakt na autora
Marek Cesal

ZpCAS
mcesal@volny.cz

ZALUDNE VYB EROVE EFEKTY
A
ZARIVE VYHLIDKY ASTRONOMIE

Jiti GRYGAR

1 Uvod

, Clovek se 1isi od vepi mimo jiné tim, Ze a@las zveda hlavu a diva se nashay*

Viktor A. Ambarcumjan (1908 — 1996) arménskiratyzik

Zkusme si stréné predstavit, co vnimali naSi prégmci na obloze ve dne i v noci.
Prislusné ukazy sadime podle jejich vizualni napadnosti. PouZijem&em soudoby Zisob
meéteni jasnosti objekt v logaritmické stupnici, kterou astronomové najiywaagnituda
(zkratka: maggesky: hwzdna velikost)Cim je jasnost objektu vy33i, tim je jeho magnituda
algebraicky nizSi, tj. nejjagjsi objekty mohou mit zaporné ¢érdné velikosti.

2 Jak praclovék vnimal objekty na obloze?
Seaazeno dle zaokrouhlené (maximalni) jasnosti nazablo
1. Slunce [-27 mag]
2.* Bolidy [-27 mag Tungusky meteorit¢dre -20 mag]
3. Mgsic [-13 mag]
4.* Hvézdy nav&tvnice [- 9 mag]
5. Planety [-5 mag]
6.* Komety [-5 mag]
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7. Hwzdy [-2 mag]
8. MI&néa draha [3 mag]
9. Magellanova mema [4 mag]
10. Mlhovina M31 [5 mag]
11. Uhelny pytel [tmavsi nez mezindné pozadi]
(* = efemérni jevy)
Rozsah jasnosti objak83 mag(poner intenzit os¥tleni 13radi!)

3 Jak to vidi moderni astronomie?

Vlivem pokroku astronomie v pbéhu piblizné tii tisicileti se moderni tabulka
vyznamnosti astronomickych jeéyednak zasadnrozsfila a jednak témr Uplné obratila. U
kazdého jevu uvadim, kdyiplizné byl poprvé rozpoznan (S = znamost od st&kay a za
pomkkou, kdy byla jeho fyzikalni podstata pochopenaleDdvadim hmotnosti vkg a
rozmery v metrech, pop kilometrech. U dles, ktera maji vlastni zdroj #@é energie, pak
také zdivy vykon ve wattech, padpkW (1 000 W), MW, FW, TW, PW, EW, ZW a YW (10
W).

3.1. Malo vyznamné astronomické jevy
16. BOLIDY a METEORITY (Starosk/S/ — XIX. stol.): <10kg; <100 m
15. KOMETY (S — 1950): <10 kg; <100 km
14. PLANETKY, TRPASLCI PLANETY (1801 — 1950): <18 kg; <3 tis. km
13. MESIC (S — XVII. stol.): <16°kg; 3,6 tis. km
12. PLANETY (S - XVIII. stol.): <10*"kg; rozmér <150 tis. km
11. SLUNCE (S — 1938): 1,4 mil. km:¥xg; 100YW
3.2. S¥edné vyznamné astronomicke jevy
10. HVEZDY (S — 1938): <1¥kg; <1 mld. km; <1&¥ W
9. NOVY (1918 — 1970): <BBkg; <10 tis. km; <1& W

8. GALAXIE (S —1925): <18 kg; <1 Mpc; <1w
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7. SUPERNOVY (1936 — 1957): <ikg; <10 mil. km; <1&wW

6. PULSARY (1968 — 1969): <#bkg; <30 km; <18'Ww
5. KVASARY (1963 — 1980): <18 kg; <20 mld. km; <18 w
3.3. Velmi vyznamné astronomické jevy
4. ZABLESKOVE ZDROJE ZRENI GAMA(1973 — 94): <16 kg; <50 km; <16* W
3. CERNE VELEDIRY(1995 — 2005): <8kg; <50 mld. km; 0 W.

2. SKRYTA LATKA = Dark Matter (1933 — 1980): {tnledna, nez4, piitazliva;
~23% hmoty vesmiru

1. SKRYTA ENERGIE =Dark Energy(1998 — 2008): rovno#nné rozlozend, odpudiva;
~73 % M vesmiru !!

0. KOSMOLOGICKA INFLACE (1982 — 2008):
prudkeé fmzknuti vesmiru 18x v case 16°s po VT

3 Zavér

1. Neznalost vzdalenosti nebeskyékes a Uka# je hlavnim vylrovym efektem, po
némz nasleduji selektivnost elektromagnetickych ygim projevi existence kosmickyckles.

2. Casové ptadi, v BmZ jsou astronomické objekty a Ukazy objevovanyoljecr
ne@imo unerné jejich fyzikalni zavaznosti pro stavbu a vyvegmiru.

3. Neni pilis pravdépodobné, Ze na patku XXI. stoleti tento trend skoh tempo
zavaznych astronomickych objewse spiSe zrychluje vlivem zdokonalovani pozorovaci
techniky i teorie.

5 Kontakt na autora
RNDr. Jii Grygar, CSc.
Fyzikalni Gstav AVCR
grygar@fzu.cz
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ASTRONOMICKE P RIKLADY RESENE POMOCI STELLARIA

Lumir HONZIK

1 Uvod

Astronomicky program Stellarium je v podstapccitatové planetarium. Program
zobrazuje porirné realistickou dennéi nocni oblohu ¥etné nekterych objekdi. MuzZze byt
nastaven pro pohled pouhym okem nebo dalekohledi#&mcelouiadu Gznych nastaveni
a funkci, pomoci kterych IzeSit pongrné jednoduchym a hlawnndzornym zppsobem celou
fadu astronomickych uloh. Pro spravesdeni Uloh je zaptgbi dat pozor na spra¥mrzadana
vstupni data (datumias, poloha apod.). Program je wblstaZitelny na internetu. Existuje
v nekolika vyvojovych verzich, které se ligiasténé vzhledoe, vice vSak obsahovym
vybavenim. Pro starSi a pomalejsi typyipea je lepSi pouZivat starSi a na vykon mén
narane verze, které obsahujtginu zakladnich funkci. U vykogj$ich paitatovych sestav
Ize instalovat no¥Si verze.

2 Stellarium

2.1. Stellarium — zakladni ovladani

Po instalaci programu a prvnim spust je zapatebi nastavit p&ateeni parametry
pozorovaciho mista (zemisnou délku a Eku), dale nastavit poZzadovany datuntas (po
spuskni je automaticky nastaven aktualni datuttas). Ovladani programu je pomoci klaves,
mySi a pomoci menu. Ve starSich verzich je ovlageiel ve spodnéasti obrazovky,
u nowjSich verzi je jeden panel dole a druhy se vysabaku. Pohybovat v krajinse Ize
jednak mysi nebo pomoci Sipek. Orientace je Zagstzkratkami sstovych stran, které se
zapinaji a vypinaji pomoci klavesy Q. K&ékem mySi nebo klavesami Page Up a Page Down
Ize menit zoom, tedy fiblizovani a oddalovani v &itém rozsahu. Aplikace pracuje v realném
¢ase. Je-li napden, bude Stellarium ukazovat denni oblohu. Rmgreaguje na plynoutéas
a tak se vzhled oblohy &ni, stejié tak poloha h¥zd Mici pozorovacimu stanovisti ¥ase
méni. Je ale moznéeh ¢asu urychlovat i zpomalovat klavesami J (zpomalgmitny chod),
K reélny kEh ¢asu), L (zrychlentasu). Pro zlepSeni orientace namioobloze Ize zapnout
kldvesou C pomocnéary pro tvar souhdzdi, klavesou V jejich ndzvy, klavesou B hranice
souh¥zdi a gipadreé klavesou R jejich kresbu. Pi@Seni ®kterych uloh je také mozné
vypnout atmosféru (klavesou A), takZe je moZné a plozorovat hizdy. Simulaci smogu
pii obzoru nebo mlhy je mozné po zapnuti klavesy €el@ vypnout krajinu Ize mozné
klavesou G. Tim je umoZno sledovat objekty i pod obzorem. Z menu je takézmé
prepinat mezi azimutalni a paralaktickou montazi. fresr€jSi urtovani polohy objektu Ize
zapnou pomocné kruznice &ovy rovnik a ekliptiku) a sdadnicové sit (obzornikovou
a druhou rovnikovou). Kliknutim na gity objekt (hwzdy, planetu, deep-sky objekt) se
zobrazi zakladni informace o daném objektu. Zapiwaittaké rezim databaze pro polohu
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deep-sky objekt (hvézdokupy, galaxie, mlhoviny). Te také mozné zejmphigraktickych
pozorovani pepnout na néni rezim.

2.2. Stellarium — jednoduché astronomicke ukoly

Paitatovy program Stellarium umdéije pon&rné rychle a s dobrouipsnostiresit
celou fadu jednoduchych i sloZjSich astronomickych uloh. Ukazkakterych obecnych
prikladua:

1. Urcit okamziky vychod a zapad nebeskychdes (Slunce, Msice, planet, hizd
apod.) pro dané pozorovaci stanavidi Ulohy je nutné fgpnout na idealni horizont
(krajina ocean) a spravrzadat sotadnice pozorovaciho stanowst) ploSnych dles
jako je Slunce a Nkice se okamziky vychodu a zapadu vztahuji na fukmai €lesa.

2. Zjistit, jak se zmdni okamziky vychodu a zapadélds @i zmeéné zenmepisné délky.
U této ulohy je nutné mit zapnuty idedlni horizdktajina oceédn) ale postupn
spravre zadat zminu sodadnic pozorovacich stanovifhag. pro Plzé a Ostravu).

3. Ur¢it okamzik kulminace nebeskéh#idsa pro dané pozorovaci stancui&i ulohy je
nutné pepnout na idealni horizont (krajina ocean) a spfagadat sotadnice
pozorovaciho stanoviStDale je nutné zapnout obzornikovot. ${ulminace nastava
v nejvysSSim bod# drahy €lesa. U cirkumpolarnich ®ed Ize utit horni i spodni
kulminaci. U ploSnychdes jako je Slunce a 88ice se okamziky kulminace vztahuji
na sted tlesa.

4. Jak se mani vySka hézdy Polarky nad obzorem v zavislosti naémh zengpisné
Sitky. U ulohy je nutné fepnout na idealni horizont (krajina ocean) a spraadat
zemepisnou &fku pozorovaciho stanovéstDale je nutné mit zapnutou obzornikovou
Sit’.

5. Pomoci Stellaria ¢it v kolik hodin bude kulminovat a v jaké vySce nagalnim
horizontem zadané&ileso. U udlohy je nutnéippnout na idedlni horizont (krajina
ocean) a sprawnzadat sotadnice pozorovaciho stanowstDale je nutné zapnout
obzornikovou $i Kulminace nastava v nejvySSim Bodirahy €lesa. Bhem
kulminace odé&ist ¢as i vySku &lesa nad obzorem.

6. Pomoci Stellaria uit, 1l. rovnikové soiadnice zadaného objektu. Tuto Ulohuiesit
bud’ kliknutim na dany objekt, nebo pomoci zapnuté& Isitrovnikovych sokadnic.

7. Pomoci Stellaria @it, obzornikové satadnice zadaného objektu pro dafas. Tuto
Ulohu lzetesit bul’ kliknutim na dany objekt, nebo pomoci zapnut&aiizornikovych
souadnic.
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8. Posouzeni vztahmezi obzornikovymi a Il: rovnikovymi séadnicemi. Pro tuto Ulohu
je nejlépe nasemovat pohled severnim smem. Poté zapnout obzornikové snice
a pozorovat p zrychleném pohybu putovani vybraného objektu {ngsné hvzdy).
Pak zapnout Il. rovnikové stadnice a sledovat jak se pohybujicvobzornikovym
i vaéi hvézdnému pozadi.

9. Prowieni viditelnosti jednotlivych planet nad obzoreno picité obdobi aas wetrg
magnitudy.

10. Podle Stellaria zjistit azimuty vychoda zapafl Slunce na witém pozorovacim
stanovisti pro dny rovnodennosti a slunofird&hem roku. Okamziky vychdd
a zapad vztahrete k hornimu okraji slurs@iho disku. Pro tuto Glohu je nutné zapnout
sit obzornikovych satadnic.

11. Podle Stellaria asite, jaké zminy nastanou ufpdchozi tlohy. 10, budeme-Ili kit
zemepisnou &fku pozorovaciho stanovi&t

12. Podle Stellaria zjiste, ve ktery den v letoSnim roce se Slunce dospiimo do
podzimniho bodu. Ukazte podzimni bod ve Stellaruys«tlete, co je podzimni bod.

Urcete jeho sotadnice. Pro tuto Ulohu je nutné mit zapnut§tevy rovnik, ekliptiku
a st’ Il. rovnikovych soeadnic.

13.Ve Stellariu zjistte, jak se liSi délka bilého dne praité stanovist (nag. v Plzni) ve
dnech rovnodennosti a slunovrav aktualnim roce. Wete s pesnosti alespo
1 minuty. Okamziky vychotl a zapad vztahréte ot k hornimu okraji slungiho
disku. Vysledky porovnejte naps Hwzdaskou r@enkou. Nezaponige i tom na
piepaiet polohy pro jiné stanovist

14. Ve Stellarium ovite, zda pro pozorovaci stano¥idt Plzni plati tvrzeni, Ze v &t
mame Slunce ifmo nad hlavou? Jaka je vySka Slunce nad obzorenokamziky
rovnodennosti a slunoviav roce 2015 sigsnosti alesppl®. Okamzik vztah¢te ke
stredu slunéniho disku. Pro tuto ulohu je nutné zapnotitodizornikovych saiadnic.

15.Pro ukity den v roce zjistte podle Stellaria rozdil doby, mezi zdpadem spadmirni
casti slunéniho disku na dvou stanovistich se 2Zpmre odliSnou Skou (na.
v Plzni a v hlavnim rest¢ Ekvadoru v Quitu (0° j. z. §.; -78,5° z. z. d. i@ lezi
témet na rovniku (22 km jizé od rovniku). Refrakci zanedbejte. Pro tuto UloBu |
zapotebi vhodny zoom a vypnuti atmosféry.
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3 Zavér

V piedchozim odstavci bylo nastfio jen rekolik Uloh, které jdou porrné lehceresit
pomoci peéitacoveho astronomického programu Stellarium. Jejickeivyeni zdaleka upliny.
Ze soutadnicové sit Ize odvodit nap Uhel, ktery svira s¥ovy rovnik a ekliptika. Pomoci
Stellaria IzereSit i slozigjSi ulohy, nap. vykreslit slunéni analemu &hem roku, zjistit naklon
prstence Saturnué¢hem delSihocasového obdobi, zjistit pohyb Barnardovyéhdy Wici
hvézdnému pozadi, sledovat pohyb severnititpgure i jizniho) swtového polu zpsobeny
precesnimi vlivy. Lze simulovat deformaci sotihdi zpisobenou vlastnim pohybem dad
béhem dlouhéhocasového obdobi (pouze u rg8ich verzi Stellaria). Pomoci tohoto
programu je také mozné nasimulovazmé situace, jako jsou zdanlivé stky planet na
obloze, konjunkce, zattni Slunce a MNsice. RoviZz je mozné zadat parametry pro
vykresleni drdhy komety nebo planetky, coz aldipgdt mezi slozi¢jSi tlohy. Stellariem Ize
skute&n¢ bud’ primo feSit, nebo alesgiooveiit celarada dalSich astronomickych uloh.

4 PouZzit4 literatura
Dostupné na internetu: http://www.stellarium.org/cs

5 Kontakt na autora

Lumir Honzik

Hvézdarna a planetarium Plze
Lumir.honzik@seznam.cz
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JAK FOTOGRAFOVAT ATMOSFERICKE A ASTRONOMICKE
OBJEKTY

Josef JIRA

1 Uvod

Na prvni pohled by se mohlo zdéat, Ze fotografiecgs* nepati mezi astronomické
pozorovani, na druhy pohled je ale vztah mezapon a astronomii naprosttepgny. VétSina
astrononi se vyraznym zjsobem zajima fiedevSim o fedpo¥d pocasi, kterd ovlisiuje
vysledky jejich astronomickych pozorovani.

K nejwtSim pikopnikim ¢eskoslovenské meteorologické fotografieipaiezesporu
RNDr. Antonin Beévéar, ktery je autorem legendarnichézadnych atlas ,Atlas Coeli, Atlas
Eclipticalis, Atlas Borealis, Atlas Australis“. Jelatlasy jsou znamé po celémetv Doktor
Be¢var je zarové autorem mnoha praci z meteorologie, mezi jehoemefSi dilo pati
fotograficky atlas ,Atlas horskych mrakz roku 1953.

2 Zakladni pravidla

Rada atmosférickych Ukazméa velmi kratkou dobu trvani a pro jejich zachycen
na fotografii nam musi sta kratky okamzik a nutna davkassti. Pokud mozno nosme mensi
fotoaparéat u sebe a dime tak neustalefjpraveni, protoZe 8tti preje @ipravenym.

Vhodné je mit fotoaparat, ktery umozniémt objektivy o Gznych ohniskovych
vzdalenostech a tedyizanych velikostech zorného pole. Pokud budeme fafoget velké
Utvary, jako jsou oblaka ackteré optické Ukazy v atmos& snazme se snimek bt
v otevené krajig. Rada optickych Ukaz se také nechd pozorovat z letadla, vrtulniku,
vySkovych budov nebo vrchalkhor.

2.1 Rozdleni

Atmosférické ukazy si fizeme rozdlit do nékolika skupin, a to podle n&foosti
na vybaveni a Zjsob pdizeni snimku. Prvni skupinu budou iNoukazy pozorovatelné
Vv noci, jako jsou polarni #é, svitici oblaka, rmi bouky. DalSi skupinu budou tw¥ib opticke
Ukazy v atmosfi® a do posledni skupiny ibeme z#adit atmosférické Ukazy, jako jsou
oblaka, sghové viadky atd. Popisovat vSechny duatvary by bylo @ma obsahlé,
proto se ve sborniku zaitiime jen na &olik vybranych Ukat.

2.1.1Noéni svitici oblaka

Historie pozorovani tohoto fjpodniho Ukazu neni tak dlouha. Prvni dochované
pozorovani se datuje z roku 1885, kdy se takéddztrogram na jejich sledovani. Podstata
vzniku tohoto druhu oblakje spojena s drobnymi ledovyniasticemi, které se vyskytuji
v extréemnich vySkach. VysSka nad povrchem Klasickdacoosti v naSich ze#pisnych
Sitkach je kolem 12 kilomeir No¢ni svitici oblaka se ale vyskytuji ve vySkach kol8th
az 85 kilometh, tedy vcasti, kterou oznaljeme pojmem mezosféra. Vyskyt pozorovani
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tohoto druhu ,oblénosti“ souvisi s vySkou Slunce pod obzorem.¢éNosvitici oblaka
se nejlépe pozoruji za soumraku v obdobi letnibaasiratu, tedy v obdobi druhé poloviny
mésice k¥tna az prvni poloviny gsice srpna, kdy se slutré kotow pohybuje 6° az 16°
pod obzorem. DalSi podminkou pro pozorovaninmch sviticich oblak je zengpisna Sika
pozorovaciho stanovi§tktera by se #a pohybovat v rozmezi 50° az 65° severiipgdre
jizni polokoule. Samotny vzhled &woich sviticich oblak pripomind zavoj modrogbrné
barvy, ktery se tdhne podél obzoru ve vyskach 25204.

Fotografovani nénich sviticich oblak je velmi jednoduché a kjeho zachyceni
pouzijeme stejného postupu jako u polarnidt. za

2.1.2Polarni zaire

Polarni z& je jednim z nejhe€ich atmosférickych Okdiz které nizeme na néni
obloze fotografovat. Tento velmi barevny a dynamidéj se odehrava ve vyskach 80 az 100
km nad zemi ve vrs&vatmosféry, kterou oziiajeme jako ionosféru. Charakteristicky vyskyt
polarnich z#, jak uz z nazvu vyplyva, je zejména v polarnidiastech, ale za jistych
podminek je mZzeme pozorovat i v nizSich zépisnych Sikach.

Samotnd podstata vzniku polarnichtizaavazuje na sludai aktivitu, proto vyskyt
acetnost polarnich zakopiruje jedenactilety cyklus slutrd aktivity. Polarni zée vznikaji
jako disledek srazekastic slunéniho Wtru s atomy a molekulami vzduchu, a to zejména
kysliku a dusiku. Slurai vitr tvai protony, elektrony a alf&astice s vysokou energii.
Elektromagnetické zZani, které vznika ve viditelném oboru spektra jaksledek srazek
slune&niho Wtru s atomy a molekulami vzduchu ma charakteristicbarveni, pro kyslik
cervenou barvu s vinovou délkou 630 nm, pro dusié&ebarva s vinovou délkou 577 nm.

Vyskyt polarnich z& ve vysSich zegpisnych Skach souvisi s magnetickym polem
Zenx, které ji obklopuje. Magnetické pole Z&émsi mizeme pedstavit jako magneticky dipal,
jehoz poly odpovidaji zhruba [@dh Zen€. Magnetické sildary tak vytvdeji v oblastech
kolem poh jakési trychtye, kterymi secéastice slunéniho Wtru dostavaji po spirale
do nizSich atmosférickych vySek, kde nardzeji domat a molekul vzduchu. Pokud
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je ze Slunce erupci vyvrzeno velké mnozstvi nahit§@stic, se kterymi se Zeimnstetne,

> s

zvySi se pravébodobnost, Ze budeme moci pozorovat polartii i2a nizSich zempisnych
Sitkach.

K samotnému fotografovani polarnichiizanam posté zakladni vybaveni, jako
je fotoaparat s drémou spousti a stativ. Délka expozic by geampresahnout jednu minutu,
velmi dynamickym jevem, kteryéhem 20 s ziéni swvij tvar, strukturu i velikost. Citlivost
ISO volime na zakladjasu polarni z&. Polarni zé& jsou Ukazy velmi rozsahlé, proto jako
objektiv pouzijeme bdi zakladni objektiv 50 mm, nebo Sirokouhly objektiv.

2.1.3Blesky

Chceme-li byt usgsni @i fotografovani blesk, budeme muset experimentovat
s dlouhou expozici. Zakladnimrqaipokladem uUsghu je vyskyt dostate¢ velké botky
s mnoha blesky. To je do dité miry ovlivieno mistem pozorovaciho stanowigmistni
mikroklima v dané oblasti). iP fotografovani blesk potrebujeme fotoaparat s exp®&aim
casem “B“, spouds dalkovym ovladanim a stativii Potografovani blesk je vhodné chranit
fotoaparat ped delm a silnym ¥trem, ktery doprovazi baku. To, jestli budeme clonit
objektiv nebo ne, zalezi jednak na kwaldbjektivu, tak i na fotografickych podminkach.
Samotnou délku expozice volime maxim@lnékolik minut, pripadre miZzeme vyuzit
techniky startrails, kter4 se pouzividfotografovani hézdnych stop.

Blesk je atmosféricky ukaz, ktery vznika jako eteity vyboj bihem botiky,
doprovazeny emisi 8tla a zvuku. Blesky se&t podle svého tvaru dogkolika skupin. Tvar
vyboje je sil ovlivnén fyzikalnimi a klimatickymi podminkami, jako je hiost, teplota
a tlak vzduchu.
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Bouikova oblaka maji moznost akumulace elektrické aaerdgera se pak uvislije
formou blesk. Boukova oblaka, jako jsou n#glad kumulonimby, vznikaji silnymi
vzestupnymi proudy, které unaSeji vodni paru doSieys vySek, kde kondenzuje agmn
se ve vodni kapky. Kapky se diky tomuto prénido sebeibu a nabijeji se. Vlastni vyboj
(blesk) se $i cestou nejmensiho odporu. Délka trvani Ukazu getinach az desetinach
sekund a riize mit blikavy charakter. To je épobenaradou vyboj, které neutralizuji nabo;.
Casto je hlavni vyboj doprovazen mensimi odnoZertdrékse vybijeji do vzduchu nebo
do oblak.

3 Zawer

Na obloze, a to nejenom na téénf) se vyskytuje celdada zajimavych ffrodnich
Ukazi, které jsou neopakovatelné a stoji za vaSi poztbrrieotografie jako zaznam této
udélosti se stavéa originalem, ktery se jiz nebyskekovat.

4 Pouzita literatura
CHARLES, R. Jeffrey — PRACTICAL ASTROPHOTOGRAPHYpréhger — Verlag London
Limited 2000, Printed in Great Britain, ISBN 1-8%2623-6

REEVES Robert — Wide-Field Astrophotography, Putgdd by Willmann-Bell, Inc. P. O.
BOX 35025, Richmond, Virginia 23235, Secon Printlugpe 2001, ISBN 0-943396-64-6

5 Kontakt na autora

Mgr. Josef Jira DiS.

Zapadaeska pobeka Ceské astronomické spoleosti
josef.jira@seznam.cz
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POKUSY S VYVEVOU

Zdeika KIELBUSOVA

1 Uvod

Existuje mnoho experimeint které se uzivaji k demonstraci podtlaku a jebimki.
Mezi nejznanyjSi pati experiment s magdebuskymi polokoulethivar vody za snhizeného
tlaku. Provedeme nejen tyto tréi experimenty, ale idgkteré még tradicni, které jsou nize
popsany.

2 Obsah

Béhem gednasky s nazvem Pokusy s ¥you byly Zzakim predvedeny a vysileny
tradicni i méré tradicni experimenty s vydwou. Zakim byly predvedeny tyto klasické
pokusy: zpola nafouknuty balonek ve ¥yw, var vody za snizeného tlaku, zhasinantksvi
ve vywve, baldonek ve vywe, scvrklé jabléko ve vywve, precerpavani vody ve vyave,
zvonek¢i budik ve vywve, rozsvicena zarovka ve W€, Newtonova trubice, Magdeburskeée
polokoule.

V ramci grednasky si Zaci dkteré experimenty vyzkouSely sami s pomoci itjg&h
stiikacek.

3 Zaver
Studenti byli experimenty nadSeni. Kazdy si z hgdidnes| vlastnoiné vyrobenou
fyzikalni hratku.

4 Pouzita literatura
KIELBUSOVA, Z., Motivace a aktivizace Zékve vyuce fyziky [rigorozni préace] :
experimenty s plyny, Plae 2009.

5 Kontakt na autora

Jméno a fijmeni s tituly: PhDr. Zdika Kielbusova

Nazev instituce: Zapadeska univerzita v Plzni, Fakulta pedagogicka, KMdcleni fyziky
E-mail: kielbus@kmt.zcu.cz
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ZAJIMAVE EXPERIMENTY

Zdeika KIELBUSOVA

1 Uvod

Experiment je zakladnim prvkem veSkerého poznaoidEnim experimerit aktivré a
relativie samostath poznavame studovanou skiriest prostednictvim ovliviovani
podminek a nasledného vyhodnoceribphu nebo vysledku.

2 Obsah

V rdmci gednasky s nazvem Zajimavé experimenty bylyadaks prvni polovir
piredvedeny a vysileny experimenty z mechaniky tuhéhtiesa a kinematiky hmotného
bodu. Ve druhéésti pak byly realizovany experimenty z molekuldy&ky.

Zaci si mnohé experimenty v ramciepinasky vyzkousely sami. Zkusili s postavit
plechovku na hranu, hledatizist v riznych gedmétech¢i s jak dostat minci do lahve, aniz
by se ji dotkli rukou.

3 Zawér
Studenti byli experimenty nadSeni. Kazdy si z hgdmlnes| vlastnon¢ vyrobenou
fyzikélni hratku.

4 Pouzita literatura
SVOBODA, EmanuelFyzika: pokusy s jednoduchymi pazkami 2. vyd. Praha:
Prometheus, 2001. 54 s. ISBN 80-7196-226-0.

SVOBODA, Emanuel, HOUDEK, Vaclav a SVOBODA, Mirogl@okusy z fyziky nasstdni
Skole. 11. vyd. Praha: Prometheus, 1997. 160 s. ISBN185-007-1.

5 Kontakt na autora

Jmeéno a fijmeni s tituly: PhDr. Zdika Kielbusova

Nazev instituce: Zpadeska univerzita v Plzni, Fakulta pedagogicka, KMddkleni fyziky
E-mail: kielbous@kmt.zcu.cz
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PRAVDEPODOBNOSTNI ROZDELENI POUZIVANA VE FYZICE

Vaclav Kohout

1 Uvod

Studenti byli seznameni s pojmem pr&vddobnosti v nejjednodusSim smyslu.
Z tohoto pojmu byl odvozen jednoduchymigpbem pojem nahodna «gha. Na zajimavych
piikladech jsme si atovali uzZiteénost obou pojri.

2 Nahodné vekiny

Analyzovali jsme gkolik piikladi z kEZného Zivota a z takovychto dat jsme odvodili
nekteré zakladni ndhodné wehy. Zantiili jsme se na takové typy, které jsou schopni
studenti nejen odvodit, ale i zobecnit.

Prvni ndhodna valina, ktera byla definovana a vy®tana bylo binomické rozteni.
S timto rozdlenim Gzce souvisi rozteni Poissonovo. Gbrozdileni jsme nejen definovali,
ale ukazali jejich uzitenost ¥ zpracovani dat.

DalSimi nahodnymi vetinami, které jsme vySgvali jsou normalni rozdeni a
rovnonegrné rozdéleni. Tato rozdleni maji souvislost se zpracovanim dat ( pokusy —
vyhodnoceni chyb — centrélni limitni¢ta — normalni roz&eni). Pomoci rozteni
rovnonmerného niizeme vytvéet presné generatory nahodnye¢fsel, které jsou zakladnim
pojmem pro pipad simulaci nahodnych situaci hagzv. Browniv pohyb, vyskyt molekul
v danécasti prostoru atd.

Studenti byli také sezndmeni &kterymi fyzik&lnimi rozdlenimi — Maxwell —
Boltzmannovo, Jde o komplikovgBi rozdleni, které je vytvieno jistou transformaci
rozckleni normalniho.

3 Zavér

V prednasce jsme samepre davali fFednost spiSe intuitivnim uvahadm, protoZesmé
odvozeni gkterych pojnii neni zcasovych dvodi mozné. Pro dalSi studium je mozné
doporuwit (ANDEL, 2015 nebo Budikova et all, 2010).

4 Pouzita literatura
ANDEL,J. Matematika nahod\. vydani, Praha, MafyzPress, 2015, 292 s., ISBIS%853-
52-9,,

BUDIKOVA,M., KRALOVA M., MAROS,B. Privodce zakladnimi statistickymi metodami,
1. vydani, Praha, Grada, 2010, 272 s., ISBN 972803243-5
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RESENI ULOH — SKLADANI A ROZKLADANI SIL

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvaleSenim fikladia na skladani a rozkladani sil.

2.1 Friklad ¢.1
Urcete graficky velikosti sil fisobicich na jednotliv&asti nosniku. Na obr. 1 je

zakreslena tihova sila@gobena zassenym bemenem.

N

Obr.1

2.2 Fiklad €.2
Kyvadlo je tvdeno zavazim o hmotnosti 50g 28eném na niti o délce 30cm (obr. 2).

Urcete velikost teného zrychleni kyvadlaipvychylce 15° od svislé polohy.

Obr. 2
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2.3 Friklad ¢.3
V zavislosti na Uhlu provazku se civka pohybujéedgi vzad. Zakreslete do obrazk
3 a 4 vSechny sily Zigobujici tento pohyb.

2.4 Hiklad ¢.4dle [1]

Bednu je moZné posouvat rovnémym pohybem nahoru po nakkoré rovirg silou o
velikosti F1, doli po naklorné rovire silou o velikostiF,. Uréete koeficient smykovehdeni
f mezi bednou a naklénou rovinou, plati-liF; =6F, a ol sily jsou rovnobzné s
naklorénou rovinou, ktera svira s vodorovnou rovinou thel15°.

3 PouZzit4 literatura
[1] Bedna na naklaimé rovirg. In: SbirkareSenych uloh z fyziHpnline]. 2015 [cit.
2015-09-16]. Dostupné hitp://reseneulohy.cz/97/bedna-na-naklonene-rovine
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RESENI ULOH Z KINEMATIKY

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvaleSenim uloh z kinematiky.

2.1 Fiklad €.1dle [1]

Od vjezdu lokomotivy do tunelu do vyjezdu posle@nitozu z tunelu uplynulo 65 s. Naslédn
vlak minul telegrafni sloup za 15s. Jakou rychlgstjel viak tunelem a jak je vlak dlouhy, pokud
tunel nefi 500 m?
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2.2 Friklad ¢.2dle [1]

Lod’ka plujici po proudueky gredehnala kusidva v bod A. Po dalSich 60 minutach
plavby se Id’ka obratila a plula zZjh a potkala kusigva v bod vzdaleném 6 km od bodu
Najdéte rychlost proudiieky, vite-li, Ze rychlost ldky vzhledem Kece je stale stejna.

2.3 Friklad ¢.3dle [1]

Dva plavci plavou z bodA na kehutreky do boduB, ktery je naproti bodé na druhém
biehu. Jeden plave po use AB, druhy plave stale kolmo k proudeky a vzdalenost, o
kterou ho snese proud, dojde piehu @Sky rychlostiu. Fi jaké rychlostiu se oba plavci

dostanou do bod® sowasr, je-li rychlost proudureky 2 km ht a rychlost obou plavc
vzhledem k vod je 2,5km [ht?

2.4 Friklad &.4 dle [1]
Obrazek 1 zachycuje grahavislosti drahy na¢ase ¢tyi hmotnych bod A, B, C, D.
a) Jaky je charakter jednotlivych pohyb
b) Ktery hmotny bod se pohybuje nejvysSsi rychlosti?
c) Jaky vyznam maji iseiky grafi se soeadnymi osami?
d) Jaky vyznam maji fisiky grafi navzajem?
e) Jaky vyznam maji zlomy v jednotlivych grafech?
s
0

A

0 ‘ t

Obr. 1

2.5 Friklad &5 dle [1]
Obrazek 2 zachycuje grahavislosti rychlosti na¢asecétyr hmotnych bod A, B, C, D.
a) Jaky je charakter jednotlivych poliwb
b) Jaky vyznam maji pseiky grafi se soiadnymi osami?
c¢) Jaky vyznam maji ps&iky grafi navzajem?
d) Jaky vyznam maji zlomy v jednotlivych grafech?
e) Ktery hmotny bod se pohybuje s rg$im zrychlenim?
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v

Obr. 2

2.6 Friklad ¢.6 dle [1]
Téleso se pohybujeffmocare. Na grafu (obr. 3) je znaz@ma zavislost drahy nsse.
Z grafu ucete:
a) pimeérnou rychlosté&lesa ghem pohybu
b) maximalni rychlost na této draze;
c) ¢asovy okamzikty, v némz je pimérna rychlost z&ast, rovna okamzité rychlosti.

.-

| =+

20
Obr. 3

3 PouZzit4 literatura
[1]Ptiklady z kinematiky hmotného bodu.doc. In: [onlinejt. 2015-09-16]. Dostupné z:
http://kof.zcu.cz/st/sm/
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ULOHY Z TERMIKY — KALORIMETRICKA ROVNICE

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvalasfanim dlohy na téma: Kalorimetricka rovnice.

2.1 Uloha
Urcete materidl fedloZzeného zava#a. Zhodndte pesnost nagienych a
vypoctenych hodnot. Wete hlavni zdroje chyb. Navréte opateni pro zpesréni meieni.

Pomicky: zavazi z neznamého materiélu, kalorimetr, vahdoner, vari¢, kadinka,
voda, fyzikalni tabulky.

4 Kontakt na autora

PhDr. Pavel Kratochvil, Ph.D.

Zapadd@eska univerzita v Plzni, Katedra matematiky, fyzékiechnické vychovy
E-mail: kratinek@kof.zcu.cz

RESENI ULOH Z TERMODYNAMIKY

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvai@Senim uloh na téma: Tepelna Wma a stavova rovnice
idealniho plynu.

2.1 Fiklad ¢.1dle [1]

Voda nedodava lidskémasla Zadnou vyuZzitelnou energii, alé phrivani ledu
na teplotu lidskéhoéta ¢loveék naopak energii spibuje (musi dodat). Kolik kostek ledu o
hmotnosti 50 g a teplot-20 °C byclovek musel spolykat, aby se zbavitpkilogrami tuku?
Pti spaleni jednoho gramu tukii pnetabolismu v lidskéneke se uvolni teplo 38 kJ.

2.2 Fiklad ¢.2dle [2]

V kalorimetru bylo 150 g vody o tept6 °C, do které byloifdano 120 g ledu. Po
vyrovnani teplot byl z kalorimetru vybran a zvaasskery led. Voda byla v kalorimetru
ponechana. Bylo zji8ho, Ze se hmotnost ledu&sila o 12 g. Jaka byla pateni teplota
ledu?
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2.3 Fiklad €.3dle [3]

a) Jaké teplo projde za jeden zimni detrntdmi s€nami devéného srubu? Délka srubu
je 10 m, Sika 7 m a vysSka &h 3,5 m a jejich tlouka 50 cm. Rimérna venkovni teplota je -
10 °C a teplotu uvnitudrzujeme na hodn®i8 °C.

b) Kolik dieva je teba na udrzeni dané wmit teploty spalit v kamnech s tepelnou
acinnosti 30 % za jeden den?

c) Kolik by stélo elektrické vytami tohoto srubu za jeden den@itthost elektrického
vytapsni je prakticky 100 % a pmérna cena elektrické energie je hah, 30 K/kWh.

d) Jaky musi byt itok vody radiatorem, jestlize voda na vstupu doatadu ma
teplotu 80 °C a radiator opousti s teplotou 70 °C?

Predpokladejme, Zeistcha je tak dale tepel® izolovana, Ze ztraty teplarsthou
muzeme zanedbat

2.4 Hiklad ¢.4dle [4]

V horském paic¢ku proudi voda o teplét8 °C s piéitokem 450 | za minutu. Turisté z
nedaleké chaty bez zavedené elektrické energie rginv ochlazuji pivo, které na slunci
dosahlo teploty 22 °C. Jak dlouho bude turistadihlgivo na svych oblibenych 12 °C? Kolik
litri vody za tu dobu prote potickem? Redpokladejte, Ze do patku je pondena pouze
valcova ¢ast pivni lahve. Mrnou tepelnou kapacitu piva uvazujte rovnodrme tepelné
kapacit vody.

2.5 Fiklad ¢.5dle [5]

Vzduchova bublina o polognu 5,0 mm stoupa ode dna jezera hlubokého 20,7 m.
Teplota u dna jezera je 7 °C a u hladiny 27 °C. édféricky tlak je 100 kPa. Jak velka bude
bublina, az dosjye ke hladig?

2.6 Friklad ¢.6 dle [6]

Nadoba A obsahuje idealni plyn o tepl@00 K a tlaku 5,0-F0Pa a je tzkou trubici
propojena s nddobou B. N&doba B digikrat wtsSi vnittni objem, obsahuje stejny plyn
ohraty na teplotu 400 K a o tlaku 1,0°1®a. Jaky bude vysledny tlak celého systému, Festli
oteeme kohoutek na spojovaci trubici a zatobedeme ob nadoby udrZzovat naigodnich
teplotach?

2.7 Fiklad €.7dle [7]
Za velmi nizkych teplot se molarni tepelna kapaditi@ridu sodného #mi s teplotou
podle tzv. Debyeova zakona

C=kT3/03,

kde hodnota konstanty= 1948,8 J mof K™ a Debeyova teplota pro chlorid sodnysje
281 K.
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Spatéte:

a) tepelnou kapacitG, pii teplo 10 K a tepelnou kapacitt, pii teplo€ 50 K,

b) jaké tepldQ je zapaiebi k oltati 2 moti NaCl z teploty 10 K na teplotu 50 K,
c) prameérnou molarni tepelnou kapaci@y, v teplotnim intervalu 10 K az 50 K.

3 PouZzit4 literatura

[1] Ledova dieta. InSbhirkareSenych uloh z fyziKgnline]. 2015 [cit. 2015-09-16]. Dostupné
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RESENI OBTiZN EJSICH ULOH — OHM UV ZAKON

Pavel KRATOCHYVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvaleSenim uloh na téma: Ofimnzakon.

2.1 Fiklad ¢.1dle [1]
Dava-li baterie proud 3 A, je jeji svorkové gHR4 V. Ri proudu 4 A klesne svorkové
napsti na 20 V.
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Jaky je zatzovaci odpor pro oba dvaipady? Jaky je vnihi odpor baterie a jeji
elektromotorické nafti?

2.2 Fiklad ¢.2dle [2]
PrestoZe se 0 potenciometru uvaZzuje zejména v sostiisl regulaci nagpi na
spotebki, vidime, Ze jim zaroveménime i proud prochazejici timto speticem.

V jakém intervalu mzeme regulovat proud tekouci rezistor@gv zapojeni podle
obrazku? Jaké je né&p na rezistoriR; v krajnich bodech tohoto intervalu? Jezdec
potenciometru rizeme nastavit do libovolné polohy.

U=30V,R; =100, R, = 20Q, Rs = 12009, R, = 105Q.

http: / /reseneul ohy.cz/
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ZAJIMAVE EXPERIMENTY

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvala zajimavymi a nevSednimi expetym

2.2 Experimenty s kapalnym dusikem

Leiden-Frosiv jev, zmrazeni hopiku, rozlomeni gumy, zmrazenatsa rafete a
jinych potravin, vystkeleni Spuntu, pohyb fidy na plynném polst§ roztaieni ping-
pongového niku, protékani vody a dusiku hadrem, Zarovka beikypekapalini kysliku,
desublimace SF6, levitace supravedi. a Il. typu, model supravodivého viaku Maglev.
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ZAKLADY ZPRACOVANI FYZIKALNIHOM ERENI

Robert KUNESCH

1 Uvod

Vzhledem k vyzkumem pr@vené averzi studeintohledre fyzikalnich ngteni, je
hlavnim dkolem Uvoduipdnasky motivace studénk danému tématu. Studém je proto
podrobré vyswtlovano, pr@ je nutné natit se protokolovat nagiiené vysledky fyzikalnich
(i jinych) meteni, kontinuita s mozZnosti budouciho profesniho ¢am, respektive
védeckymi pracemi v jejich dalSim studiukariére.

2 Zpracovani fyzikalniho méreni

Ugastnici kempu jsou dotazovani na dosud nabytimosti se zpracovanim obecného
meéteni v dosavadni vyuce fyzikyi v jinych predngtech. Jsou jim ukazanyazné druhy
zpracovani vysledk me¢teni, jsou upozokmi na mnoha uskali, ktera n& mohoucekat (i
vytvareni protokolu nebo iip samotném fedchozim mireni. Diraz kladen na vys#leni
vyznamu ukovani chyb nseni.
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2.1 Nalezitosti elaboratu

fadny protokol obsahovat, jako je ukol, Uvédsla Fistroji, teoretickacast, pouzité vztahy,
atd. Je vysétlen zasadni vyznam z&w a chyb mifeni u kazdého protokolu, ukazky dalSich
praktickych moznosti.

2.2 Tabulky a grafy

Studenti jsou konfrontovani se svymi znalostmi asgnostmi z dosavadniho studia p
praci s programy Word a Excel. Jsou jim ukdzaftné metody zpracovani a nasledna
tabelovani vysledk s dirazem na fehlednost. Jsou jim ukazany nejvyhé@h a
nejvhodrjSi metody zpracovani pomoci gial/Se s ohledem na specialni ity fyziky. Je
jim zdarazreéna fce grafu pro vysledek samotnéhé&remi na bazi vyznamu fce grafu ve fyzice
obecr a motivace k jejich co mozna né&ggréjSimu provedeni. Jsou za&seni do dalSich
dulezitych Gdaj, které mohou grafy poskytovat, jako je spojnicenttu, rovnice kvky
v grafu, hodnota spolehlivosti, apod.

2.3 Chyby méfeni a zaér

Ucastnikim kurzu jsou v posledni kapitolequinasky zdrazrény nejdilezitéjsi ¢asti
protokolu. Chyby mteni a zawr, ktery spojujeme zarovies hodnocenim. Waz je v této
¢asti kladen na vyznam vlastniho nazoruiadpvsim vilastnihotfmosu v kontextu celého
Zpracovani.

3 Zawér
Na zavr je vSe se studenty zopakovano v uceleném blokuopd ukazky pimého
zpracovani protokolu fyzikalnihodtreni.

4 Pouzita literatura

HAVEL, Véaclav; PERIK, Josef; RAUNER, Karel. Fyzikalni praktikum I: tamo stud. 1. a
2. r. witelstvi VVP [vSeobechivzcklavaci gedmnety]. Plzei: Zapaddéeska univerzita, 1992.
ISBN 80-7043-047-8.

BROZ, Jaromir; a kolektiv. Zaklady fysikalnichérani I. 1. vyd. Praha: SPN, 1967. 524 s.
ISBN 16-924-67.
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MEZINARODNI| OLYMPIADA V ASTRONOMII A ASTROFYZICE

Pavel KUS

1 Uvod

Mezinarodni olympiada v astronomii a astrofyzicOAR) je jednou z celositoveé
poradanych vrcholovychifrodowdnych soutZi, kterd je ufena pro studentyistdnich Skol
se zajmem o astronomii a fyziku. Jejim cilem jeama@hat rozvijet znalosti talentovanych
student v oboru astronomie a astrofyziky (aiuznych disciplin) a zjewn usilovat
0 vytvoreni ugitétho mezinarodnihgstandardu. Soutz se kazdorén¢ kona v jednom ze
stati zapojenych do této saue.

Cilem prezentace bylo seznamitagtniky kempu s gbéhem souiZze na 9. réniku
IOAA, ktera se letos konala od 26.7. do 4.8. v m&kii ve Stedni Ja¥ ve méstt Magelang.
Vedle toho bylo cilem motivovat mladstastniky k zapojeni do saize jako je astronomicka
olympiada a rozvijet své znalosti z toheéteiribuzného oboru.

2 O pribéhu souize

LetoSniho 9. réniku IOAA se zgastnilo k 40 stdim swta a celkem souilo 206
Ucastnila. Peticlenna reprezentac€eského tymu byla vybrana na zakladysledki
celostatniho kola AO.

SoutZ byla rozdlena doctyt casti: teoretické kolo, datova analyza, pozorovamo k
a tymova sow¥. Kazdacast néla své specifické zadani a cilem probiéibylo otestovat
jednak teoretické znalosti ségiciho, tak i schopnost uiinzpracovat nagiena dataci
manipulovat s dalekohledem a &ou mapkou soutézdi.

3 Zaver

Ucastnici byly detailt seznameni s pbéhem soutze a hlav motivovani pro sy
dalSi rozvoj. Byla jim dopoiiena literatura, kterou by signpro us@sny start v této soéi
prostudovat.

5 Kontakt na autora

Pavel Kis
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COULOMB UV ZAKON

Pavel MASOPUST

1 Uvod

PrednaSka seznamila studenty s pouZzitim Coulombdv@nzé Zakladni vzorec rozga
tak, aby byl platny vektor@gva byly p&itany ulohy s Coulombovym zakonem souvisejici.
Byl propaiten Bohiiv model atomu vodiku, spteno jakou silou by sefgahovaly naboje
ziskané ziznych gEles a popsana souvislost Coulombova a Newtonovatgtaiho zakona.
Reseny byly piklady predevsim z [1] (sekce Il a Ill) a [2F4st II, kapitoly 22, 23, 24).
Priklady (wtSinouteSené) Ize najit wthto publikacich.

2 PouZit4 literatura

[1] LIAO S., DOURMASHKIN P., BELCHER JFyzika 8.02: Elekina a magnetizmus,
[Onlineg], [cit. 1. 9. 2015],

Dostupné na internetu: kttp://www.aldebaran.cz/elmg/kurz.html

[2] HALLIDAY, D.,RESNICK, R., WALKER, J.,FYZIKA. Prometheus, 2000, ISBN 81-
7196-213-9

3 Kontakt na autora

PhDr. Pavel Masopust, PhD.

ZCU, FPE , katedra matematiky, fyziky a technickéhoiry
Klatovska 51, Plze

pmasop@kmt.zcu.cz

KIRCHHOFFOVY ZAKONY

Pavel MASOPUST

1 Uvod
Prednaska ukéazala, jak pomoci Kirchhoffovych zakeesit zakladni ulohy teorie obviad
Zmiréna byla i aplikace pro vyget stidavych obvod a pechodovych jefr v obvodech
s kondenzatory.

O zé&konech lze nalézt mnoho informaci jak v odbdite¥atue, tak na internetu.
V pouzité literatiie je seznam p@dtanych gikladi i teorie v mnozstvim dostateem
k dokonalému pochopenitqrnesené problematiky. fd®levSim [1] obsahuje mnoZstvi
multimedialnich materiéla komentovanychifklada.
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2 Pouzita literatura
[1] REICHL J.,Kirchhoffovy zdkony[Online], [cit. 1. 9. 2015],
Dostupné na internetuhitp://fyzika.jreichl.com/index.php?page=257&sekiseswse>

[2] SVOBODA J.. Kirchhoff's Laws][Online], [cit. 1. 9. 2015],
Dostupné na internetu:
<http://people.clarkson.edu/~jsvoboda/Syllabi/ESEBR/KCL _KVL.pdf>

[3] Wikipedie, Kirchhoffovy zakonyOnline], [cit. 2. 9. 2015],
Dostupné na internetuhitp://cs.wikipedia.org/wiki/Kirchhoffovy z%C3%A1ky>

3 Kontakt na autora

PhDr. Pavel Masopust, PhD.

ZCU, FPE , katedra matematiky, fyziky a technickéhoxry
Klatovska 51, Plze

pmasop@kmt.zcu.cz

RESENI OBTIiZN EJSICH ULOH Z ELEKT RINY A MAGNETISMU

Pavel MASOPUST

1 Uvod

Prednaska demonstrovala pouziti obtjgich metod KeSeni pikladi z oblasti
elektiny a magnetismu. Seznamila studenty (nebo fiteStnalost) pouziti Coulombova
zékona, Gaussovyety elektrostatiky, Ampérova zakona. Zmano bylo i zakladni pouziti
diferencialnino p&u a jeho souvislost gilady z elektiny a magnetismuReSeny byly
piiklady predevsim z [1] (sekce I, 1lI, 1V, V, VI, VII, 1X) 42] (¢ast I, kapitoly 22, 23, 24,
26, 28, 29 30). #klady (wtSinoureSené) Ize najit wthto publikacich.

2 Pouzita literatura
[1] LIAO S., DOURMASHKIN P., BELCHER JFyzika 8.02: Elekina a magnetizmus,
[Online], [cit. 1. 9. 2015],

Dostupné na internetu: kttp://www.aldebaran.cz/elmg/kurz.html
[2] HALLIDAY, D.,RESNICK, R., WALKER, J.,FYZIKA. Prometheus, 2000, ISBN 81-
7196-213-9
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Petr Mazanec

1 Uvod
V prednaSce bylo ukdzand@eseni Uloh z minulych rénikia fyzikalni olympiady.

2 Sta
Priklad 1 (51.roénik FO kateqgorie A — Skolni kolo)

Automobil (za jizdy po pimé trati)

Automobil ma motor o maximalnimvykonu B, = 95 kW a jehohmotnost s
jednou osobou je m= 1000 kg. K uvedeni do pohybu odh¥mého automo-

bilu se zarazenym nautrdem na vodorovné silnici museltigolany pomocnik
vyvinout ve vodorovném s#nu silu ovelikosti Fo = 120 N. Predpokladgjte, ze
velikost odporové sily je popsana funkci

Fe = Av2 +Fo,

kde VA jekonstantaa v je velikost okamzité rychlosti.

a) Ridi¢ provedl eperiment: vyjel na vrchol kopce, z&moz sepiimocéaravozovka
svazuje pod t@ym thlema = 4,0°. Automobil po rozjezdu zkopce
staan SAz.arazenl neutraludosahl sdlé rychlosti vi = 72 km/h. Urcete kon

b) Jakymusi byt vykon P, motoru, aby seautomobil pohyboval $&lou rychlosti
vi =72km/h po vodorovnévozovce?

c) Hi jizde stélou rychlosti musi motor pracovat se salym vykonem. Sedrojte graf
zavislogti vykonu P motoru na rychlosti v a uréete maximalni rych lost v, pfi
vykonu R, .
ReSeni:

a) Auto jelo rovnomérné primocare stalou rychlosti z kopce ddi, protoze slozka
tihové silyF = mgsin « je v rovnovize s odporovou silou F, .

F=F,

mgsin «= Av% +F,

_ mpgsin  —Fy, _1,41kg-m

v
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b) Okamzity vykon P1 = Fyvy = (Av] + Fy) vy = v, mgsina = 14kW

c) Vykon motoru P = F,v = (Av* + Fo)-v = Av® + Fyv
je kubickou funkci rychlosti v.
Pomaoci grafu funkce a jeji tabulky mizeme numericky zjistit, ze
P=P,, = 95kW
p¥i maximalni rychlosti v = ¥y, = 40m -s™! = 144km - k™' .

Priklad 2 (51.roénik FO kateqorie B — Skolni kolo)

2. Pohyby v planetarni soustavée
O planeté Mars zjistili astronomové na zakladé méfeni z povrchu Zemé, Ze

sidericka doba obéhu Marsu je Tm = 1,881 roku. V Uloze vystacime pfi feSeni
problémU s modelem, v némz se obé planety pohybuiji po kruznicich, jejichz
stfed splyva se stfedem Slunce.

a) Ur&ete polomér kruznice, po niz se pohybuje stfed Marsu, a rychlost pohybu
stfedd obou planet pfi jejich pohybu kolem stfedu Slunce.

b) Z udaji o pohybu Marsu kolem Slunce uréete hmotnost Slunce.

c) Jestlize se stfedy Slunce, Zemé a Marsu dostanou pfiblizné do téZe polo-
pfimky, pak pravé o pllnoci zaéneme nase pozorovani. Za jak dlouho se

tato situace bude opakovat? Tato doba se nazyva synodicka obézna doba.

Reseni:
a) Podle 3. Keplerova zakona plati

G=) - ()
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b) Gravita¢éni sila, kterou pisobi Slunce o hmotnosti M na Mars o hmotnosti m je
silou dostedivou, kter4 zpisobuje pohyb Marsu po kruznici o polonéru
r=1r,, stalou rychlostiv=17,, .

r
M=T=1,99'103ukg

c) Synodicka uhlova rychlost je rovna rozdiluihlovych rychlosti Zemé a Marsu pfi
obéhu kolem Slunce. Synodicka o&na doba odpovida této ahlové rychlosti a je
to perioda dvou po sol jdoucich opozic nebo konjunkci Marsu a Zerd se
Sluncem, kterou nanéii pozorovatel na Zemi.

Wy = Gy — Wy

_T,-T,

Ts —m =2,135roku

Piiklad 3 (51.roénik FO kategorie C — Skolni kolo)

1. Macodha

Z okraje vyhlidkové ploSiny Macochy vrhl chlapecisty dofi kamen spocatecni
rychlosti o velikosti 5,0 m-s™1. Za dobu 5,20 s odagétku vrhu byl si3et dopad
kamene na vodni hladinu. K vrhu doslt peploté vzduchu 20°C, pi niz se zvuk
ve vzduchu §i rychlosti 343 m-s~1. Urgete

a) vySku horniho okrajpropasti nad vodni hladinou a dobu oé¢#tku vrhu, za
kterou dopadl kdmen na vodhiadnu,
b) velikost rychlosti, s jakou dopadl kamen damdy.
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Reseni:
Kamen pfi padu s pdatecni rychlosti va padal do propasti po dobu
t; nadrize s = ha p¥i dopadu do vody mél rychlost v. Pro jeho drihu a rychlost plati:

=g+ g%

2
s =h=wgt, +H|2—i

Po narazu kamene na hladinu vody se &i vzduch kchlapci rychlosti
vy rovnomerné primoeéafe po stejné driaze

s=h=v; - t;

kde t; je doba pohybu zvukové viny k chlapci.

Ze zadani plyne, zex +t; =t = 5,205 |

Matematickym feSenim vySe uvedenych rovnic ( 3 linearni a 1 kvaalicka) vypofteme
v8echny neznamé valiny:

t; =4,80s t, =0,40s h=140m v =52m-s1 = 187km-h?

3 Zawér
Bylo provedeno ieSeni Fi fyzikalnich udloh, zadanych v 51. rédniku této soug&ze
v kategoriich A, B a C ve Skolnim kole.

4 Pouzit4 literatura
Zadani skolniho kola FO v 51amiku této soutze, www-stranky UV FO

5 Kontakt na autora
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VYUZITI MATEMATIKY VE FYZICE 1

Petr Mazanec
1 Uvod

V prednasce byly ukazany 2 gklady fyzikalnich déjia s exponencialni zavislosti.
2 Sta’

Priklad 1 (teplotni délkova roztaznost t¢e)

Odvod’te zavislost délky | t¥e na jeji teplo t, jestlize pFi teploté ¢, ma tyc délkul,

Reseni:
Zména délky tyce Al je piimo umerna zmene teploty At a puvodni délce tycel

Al = alAt

Koeficient primé amérnosti e je sowinitel teplotni délkové roztaznosti materialu tyée.
Tento vztah plati pro malé znény obou vel€in (Al -0 aAt— 0 ).V tomto piipadé
miazeme znény nahradit diferencialy a dostaneme diferenciéalntovnici, kterou vyieSime
separaci pronénnych a dwma urcitymi integraly:

dl =ax-1-di
IE” t
—=tx-J-dt
in'! £

[Inl]j, = a- [t];,

Inl-=1Inl, = a(t-t,) = ait

l
In (—) = gAt=x
ly
Veli¢ina x je bezrozn¥rna veli¢ina.
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Hledand zavislost tedy je exponencialni a rostouftiy¢ se i zahfivani prodluzuje a pFi
ochlazovani zkracuje).

Sowinitel e # 107K ' aproAt = AT € (—100K;+100K) je x £ (—0,001;0,001).

ProtozZe jex — 0, bude platit velmi doh¥e i piivodni rovnice pro zmény
Al=1-1, adt=t—t,

-1, = al At

Upravou dostaneme jednoduchy vztah linearni
I=1,-(1+art)=1;-(1+x)

Porovnanim piesné exponencialni aiblizné linearni zavislosti dostavame

e"¥1+x prox—0Q
Primka o rovnici ¥ = 1 + x je te¢nou exponenciilni kiivky vy = e* v bodé x = 0.

Kvadr ma p¥i teploté ¢, ebjem V, = ay,b,c, . Potom pFi teploté t ma objem

x 3x

J— J— x r o —
V=abc=ay-e*-by-e*-c;-e*=V,-e

V=V, e’ =V,-ef** p=3a

N 4

Pro malé teplotni zn€ny objemu mazeme odvodit jednodussi vztah:

e*=(e")Pr(1+x) =1+3x+322+x*~¥ 1+3x
VyS$8i mocniny x miZzeme zanedbat ¢ = 0 = x* — 0 = x® = 0) a funkci linearizovat

pro mala x, blizici se k nule.
PFimka o rovnici y = 1 + 3x je tetnou exponenciilni kiivky y = ¢** v bodé x= 0.

Tyto dva vysledky jdou zobecnit na ¥tu:

Primka o rovnici ¥ = 1 + kx je te¢nou exponenciilni kiivky y = e** v bodé x = 0.
e** % 1+ kx prox—0aprokcR

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-15 financovan z ogzp Plzeiského kraje



LJ
*
** ** ﬁ._
. * * U] M
evropsky * II\. § A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP VzaBlavani - »
™ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkurenceschopnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Pro mala x tedy plati:

V=V,-(1+pAt) B =3a

Piiklad 2 (radioaktivni rozpad jader atomi)

Odvad'te zavislost p&tu nerozpadlych jader N radioaktivniho materialiase t, jestlize na
zatatku pozorovani ¢ase t = 0 byl péet nerozpadlych jader ve vzorliy a pol@as rozpadu
jeT.

Resen:

Za polocas rozpadu klesne jivodni potet jader na poloviéni pocet, protoze druha
polovina jader se rozpadla rozpadenw nebo £ . Potom plati:

t=0-N=N,

Nﬂ
t=T>N=-—_
2
N
t=2t-N=—2
4
Nﬂ
t=3T+N=—
8
N 1,k t
_ _Ng _ _ —k _
2 2 T

Po dosazeni dostaneme zakon radioaktivniho rozpadu:

Poket nerozpadlych jader exponencialé klesa séasem. Pdéet rozpadlych jader x véase t
jex=N,—N= —AN.
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Ted’ odvodime stejny zakorFeSenim diferencialni rovnice. P&et x rozpadlych jader za
maly ¢asovy interval At je pifimo Umérny pavodnimu potu jader a délceéasového
intervalu.

x= —AN= A-N-At

A je rozpadovia konstanta radionuklidu.

3

Tento vztah opét plati pro malé zmény obou veléin (AN - 0 a At — 0 ). V tomto
piipadé mazeme znény nahradit diferencialy a dostaneme diferencialnrovnici, kterou
vyreSime separaci proénnych a dwma uré¢itymi integraly:

dN = —A-N-dt

Hd” t
—=—2-| dt
NDN o

N=Ny,-e*=N,- e

Dostali jsme vyjadéeni rozpadového zakona pomociifirozené exponencialni funkce.
Plati tedy exponencialni zavislost pra = 0

3
Ny-2T= Nu-e_‘h

Obé strany rovnosti zlogaritmujeme pFirozenym logaritmem:
_t
In (2 T) =In(e™*)

it
——-Iln2 =— At
T
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3

3 Zaver

Na prikladech teplotni roztaznosti a radioaktivniho roz@du jsme ukézali rostouci
a klesajici exponencialni zavislost mezi fyzikalninveli¢inami a feSeni diferencialni
rovnice dy = k- y - dt separaci pronénnych.

4 Pouzité literatura:
¢asopis Kvantgislo 12, r@énik 1972

5 Kontakt na autora:

Mgr. Petr Mazanec

Gymnazium, Plzg Mikulasské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz
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Petr Mazanec

1 Uvod

V pirednaSce bylo ukazédno vyuzZiti matematickéhoreSeni kvadratickych,
exponencialnich a goniometrickych rovnic pi feSeni fyzikalnich aloh.

2. St&t
Priklad 1

Kaskadér o hmotnosti m=90 kg, pivazany k pruznému lanu, pouzivanému na
bungee-jumping, o tuhosti k=50N/m a délce v neza#hém stavu 1=30m, ské& z vrcholu
mostu, ktery je ve vySce h nad hladinou ¥ehrady. Uréete tuto vysku, jestlize ho pruzné
lano pFi padu zastavi €sné nad hladinou a pak ho vymrsti z@t nahoru. Zanedbejte
odpor vzduchu pfi prvnim padu a predpokladejte, Zze lano pi deformaci vyhovuje
Hookovu zakonu.
Reseni:
Ulohu vyiresime uzitim zakona zachovani mechanické energigeky plati p¥i zanedbani
odporu vzduchu.
Polohova energie kaskadéra v tihovém poli Zeéma zatatku padu v poloze 1 se feméni
natahujicim se pruznym lanem. Nulovou hladinu polobvé energie v tihovém poli ze#h
volime v poloze 2. V obou polohéach je kineticka engie kaskadéra nulova.
Tedy plati:

B-E2

kax?
mgh=—5-

Z geometrie obou poloh vyplyva vztahh =l + x, jehoZ dosazenim do ¥edchozi rovnice
dostaneme kvadratickou rovnici pro prodlouzZeni lanax p¥i deformaci v poloze 2.

kx* — 2mgx —2mgl=0

Podminka pro nezndmé prodlouzZenk je
x>=0
Obecré miZzemeieSeni vyjadit ve tvaru
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mg +/m2g?+ 2mgki
X120 = k

Ciselné vychéazi pfi dosazenig = 9,81 ms™2

x; =54,7m =x,=—-19,4m

Zaporné ieSeni nespiuje podminku pro prodlouzeni a nema fyzikalni smysl protoze
lano se nendze pfi kmitu smérem vzhiaru zkracovat.

Tedy maximalni prodlouzeni lana jex = 54,7m a vySka mostu
h=1+x=30m+54,7m=84,Tm.

Piiklad 2
Odpor termistoru v digitalnim teploméru s méricim rozsahemt €<= 0°C; 100°C =
je funkci teﬂrmodynamické teploty¢idla T v kelvinech podle vztahu
R=R;-eT
kde B a Rs jsou konstanty pro dany polovodéovy material. Pfi teploté 25°C jsme
namérili odpor termistoru 100Q a pii teploté 25°C odpor 4. Vypocitejte :
a) konstanty B a Rs
b) odpor termistoru pii teploté 10G°C
c) teplotu ve“°C, pii které m& termistor odpor 50Q

Resen:

Vyuzijeme funkéni predpis a matematického vztahun(e*) = x.
R, = R - er% T,=273,15K

R,: = R, -e% T, =298,15K

R,pp =Rp - e% T, =373,15K

R =Ry - ||'3g T<(273,15K;373,15K) t=T—273,15

Vydélenim prvni a druhé rovnice dostaneme

B-IT,-T
— = % kdex:M
st TZ'Ti
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Redenim této exponencialni rovnice logaritmovanim @ stran rovnice pFirozenym
logaritmem podle vySe uvedeného matematického vztaldostaneme

R,
x=1In (—)
R,z

r,-T, Ry
. r,—-T, Ry
Ciselné vychaziB = 2985K .

|

Uzitim B z prvni rovnice vyjadirime pomoci vztahu:—x =e "

Ciselrg vychaziR, = 1,795-1073 0.
Dosazenim B a B do tireti rovnice vypa&itame Ry, = 3,341 .

Z funk éniho predpisu vyjadiime

Redenim této exponencialni rovnice dostavame
R

x=In|—
Ry

B
r=——

R

In R_B]
B 273,15
R '
R

(%)

Ciselré pro R=50Q dostanemet = 18,5°C .

Piiklad 3

e

jestlize opgt v tomto ¢éasovém intervalu zanedbame odpor vzduchu?
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ResSeni:

Pad miazeme rozdlit na 2 Useky — volny pad na drazel = 30m neZ se napne lano za
dobu t,; a na g navazujici ¢ast netlumeného kmitu na drazex; = 54,7m za dobut, .
Celkova doba padut = t; + t,

Ze vztahu pro drahu volného padu dostaneme

2
=94

Tésné pred napnutim lana ma okamzitou rychlosty, = gt, = 24,26m-s™*.

Kmity kaskadéra se diky odporu vzduchu nakonec utlmi, a zistane v klidu viset
Vv rovnovazné poloze s prodlouzenim lana, . V této poloze je tihova sila svisle dil
Vv rovnovaze se silou pruziny svisle vairu. Z toho odvodime velikosta,

F. =Fp
mg = kx;,
m
X, Zng 17.7m

V této rovnovazné poloze je okamzita vychylkay z této polohy @i kmitani nulova.
Pokud orientujeme osu y svisle vziru, miZzeme okamzitou vychylku y Wase t od
zatatku kmitu vyjad ¥it y = x; — x, kde x je okamzité prodlouzeni v caset
Povazujeme-li ¢ast kmitu z polohy x = 0 do polohy x = x;, = 54,7m za netlumeny
kmit p¥es rovnovaznou polohux = x, = 17,7m, potom jeho amplituda vychylky je
Fin = %3y — X5 = 37m.

Perioda netlumeného kmitu je

—

|m
T'=2mx- [—=8,43s
Nk
aihlova frekvence netlumenych kmifi w = ET“ = ? rad-s™!
Pocatecni vychylka kmitajiciho kaskadéra véase t=20 je
Yo = %, = 17,7m a poéiteéni rychlost kmitaniv, = —v, = — 24,26m-s !

(v, ma opatny smeér nez osay,a proto je zaporni!)
Amplituda rychlosti v, = wy,, =27,58m-s~1.
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Pro okamzitou vychylku y a okamzitou rychlost v kagadéra pii netlumeném kmitani
plati tyto vztahy v zavislosti na¢ase t:

3

Y = Yo - sin(wt + )
v=uv, -cos(wt+qp,)
Dosazenim t = 0 a pé&tecnich podminek kmitu y, a 7, dostaneme soustavu
goniometrickych rovnic pro pocate¢ni fazi kmitu ¢, .
17
sing, = 22 =0,4784 cosg,=—2 = —0,8796
(=

Reseni této soustavy leZi v interval@;n) a je rovno piblizné @, = 2,64 rad .
y=—¥, =—37m av = 0 Protyto hodnoty okamzité vychylky a rychlosti dogvame
soustavu goniometrickych rovnic s nezndmou t #, je nejmensi kladnéreSeni libovolné
z téchto rovnic. Pro jednodussi vypéet si vybereme okamzitou rychlost, ktera je nulova

Rl

cos(wt+ @,)=0
Fis
mt+l’pu=5+kﬁ kcZ

Nejmensi kladnéreSeni dostaneme pro k = 1:

£, + T
) = —
z T Po 2
3mc—2
t, =—%= 2,78s
Zw

e

Celkova doba padu do nejnizsiho bodu je = t, + t, = 2,47s + 2,785 = 5,255
3 Zawver

Ve trech prikladech bylo ukdzano vyuZiti matematického FeSeni kvadratickych,
exponencialnich a goniometrickych rovnic ve fyzikalich ulohach.

4 Pouzita literatura:
SEDIVY, P.: Teplotni zavislosti fyzikalnich ve&in, knihovnicka FO, studijni text

5 Kontakt na autora

Mgr. Petr Mazanec

Gymnazium, Plz& Mikulasské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz
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3

Petr Mazanec

1 Uvod

V pirednasSce byla ukdzana na 2 fyzikalnich ulohach sowlbst soétu nekonené
fady a ur¢itého integralu.

2 Sta

Priklad 1

Zavislost okamzité rychlosti rovnongrn é zrychleného pohybu nafase je linearni funkci
=15 +at

V ¢ase t = 0 jsou pdateéni podminky v =vp as = 0.
Odvod’te funkéni zavislost drahy s natase t.
Resen:

a) Soutem nekonéné rady

Casovy interval
. . t
{0; £} rozdeélime na n intervali o délce Af = p (n < N).

Pokud je n dostat€né velké prirozené ¢islo (n— =), pak mizeme predpokladat Ze
v téchto kratkych intervalech se rychlost ténér nezméni. Oznatme k paradi intervalu od

zatatku pohybu (k € {1.2,3,......m}).
Ur&ime rychlosti vi. @ drihy s = v, -Af v téchto intervalech.

k=1t=At 7y =vg +adf 54 =14 -Af

k=2 t=2Af v; =1y + 2alt 5, = v, - AL

k=k t=kAt vy =vy+ kadf s, =wy - At
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k=n t=nAft v, =7, +tnadt s,=7v, -Af

Celkovou drahu s(n) v intervalu {0: t} pro zvolené délenin intervalu vypoéteme

" n

sin)= sy +s;+ 45, ++5,= ZS“ = Af- ka
k=1 k=1

(] (] T 1w n[n.'.']_]
k=1 k=1 k=1 k=1

P¥i vypoétu piredchoziho sodtu jsme vyuZili znamy vzorec pro sodet piirozenych ¢isel
odldon:

-, nnt 1)
D k=—g—
L:i

Z vySe odvozenych vztat plyne:

nin+1)

s(n) = nvgat + a(Alt)]? - —

C_AE=— o
Po dosazeni za~  n a Upravé dostaneme

n+1
s(n) = vyt + at? - >

n
Vysledek bude tim gresrgjsi, ¢im bude ¢islo n Wtsi (v limité se musi bliZit koo ),

— lim ) =vot 4+ at? - lim ~Y L = vyt + af® - =
Tedy celkova draha § aM S =Vel+al™ - Ml —o—= Vol +at” - 5

Matematicky jsme provedli sowet nekoné&né fady pomoci limity poslounosti

n+1 1+%
fon ="Aoo
.1 , 1
Z predchozi tpravy a z toho, 2872 n = © vyplyva, zehsaftm =3 -
at?

Zaveér: s = vyt +?
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Tato Uvaha o soitu nekonetnych Fad velmi malych kladnychéisel blizicich se k nule
dovedla Isaaca Newtona k objevu integralniho pitu.

3

b) Pomoci urkitého integralu

V z4pise urkitého integralu je dt:ﬂfnl: At - Ur¢ity integral funkce v(t) v mezich od 0 do t
(v intervalu {0:t} ) je roven sowtu nekonefné rady v reseni a).

£ £ £ £ 21"
s=-£ v-dt=£{vu +at}-dt=vu-£ dt+a-_£ t-dtzvu-[t]f,+a-[E]
i

at?
Zaver: 5= vut+?
Vyuzili jsme pravidla a vzorce pro vypdet ur¢itého integralu, pii jejichz znalosti velmi
rychle dojdeme ke stejnému vysledku.

Priklad 2
Tenka tg o hmotnosti m a délddezi na ose x s levym krajnim bodem \@ilku soustavy

souadnic a zéne se oté&et kolem osy z Uhlovou rychlogti tak, Ze je stale kolma na osu z (
Z je pevna osa atani a poatek je pevny bod g @i otaeni). Ukete kinetickou energii tie
pii ot&eni.

a) Soutem nekonéné rady

- I3 = - I
Délkovy interval tyée x € 01} rozdelime na n intervali o délce Ax = - (n e N).

Pokud je n dostat€né velké pFirozené ¢islo (n— =), pak miZzeme gredpokladat ze jsme
m

ty¢ rozdélili na n hmotnych bodi o stejné hmotnost ®™ =% . Oznatme k poradi

hmotného bodu od pdatku soustavy soitadnic (k € £1.2.3, .......n}).
Uréime rychlosti vi a poloméry otateni ry a kineticke energie E;,  t&chto hmotnych
bodi.

2

ALYy
k=1ry=Mmvy=Tyw E; = >
Amvs
k=2 r; =2Ax vy =1Tyw E; = 7
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z

J.m"vk
k=k rip, =kAx vp=1,w Ej= 7

Amvi
k=n ry,=ndAx wv,=r,w E,= 5

Celkovou kinetickou energii E(n) tye
vypocteme jako souket

Em]:ih:._x:t_ivi:. 5: _ame? ka]z i
k=1 k=1 =1 =1

Pro sowet druhych mocnin pirozenych ¢isel od 1 do n plati vzorec

i n[n + 1)2n + 1)

6
k=1

Uzitim vzorce dostaneme

2-(x)? -nln + 1)2a + 1)

At
Em) = 12

Po dosazeni zdédm aix 7z vySe uvedenych vztal dostaneme po Upraw:

mw?l* n+ DE2a+ 1)
En) = —5— nZ?

s

Vysledek bude tim gresrgjSi, ¢im bude ¢islo n WtSi (v limité se musi blizit koo ).

E = lim E(n) = 1i me’l® m+1)En+1)
Tedy celkova kineticka energie = o= 0 TRii T 12 n?
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mw*l* | M+ 132a+1) mw?l® mw? 12
E= -lim = = -2 =
12 n—e= T 12 f

umerl}{z“Jr1}=um(1+%)(z+%) —(1+0)2+0)=2

e n n=

mw? 2
6

Zaver: E =

b) Pomoci urkitého integralu

Polomér otageni hmotného bodu o hmotnostf™ = Hm Am o jqjca

dx = lim Ax , poloze o soBadnici x je ¥ = X - Jeho rychlost? = rw = xw.
I
Diferencial hmotnosti miazeme vyjadit vztahem dm = 1 dx pomaoci diferencialu
deélky.
. e . dE = lim AE _ .. o . .
Diferencial kinetické energie AE-0  Muazeme vyjadit pomoci diferencialu

hmotnosti:
JE — dm - v
T2

Po dosazeni vySe uvedenych vztata Upravé dostaneme vztah mezi diferencialy dE a dx.

dE="" 2. g
=T *

Ur &ity integrél diferencialu dE v mezich od 0 dd ( v intervalu * € {0:1} ) je roven
soutu nekonainé rady v ieSeni a), a tedy celkové kinetické energii &g.

[

E—Ldﬂ'—mw
N 2l

2 Lz d _mwz [xgr_mwz Ia_mm
.Lx =T I3l T2 3T e

ZIZ

Opét jsme velmi rychle dosli ke spravnému vysledku powrci ur¢itého integralu.
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3 Zaver

Bylo provedenofeSeni dvou fyzikalnich dloh, na kterych byl ilustredn uréity integral
jako sowet konvergentni nekonéné iFady, pomoci kterého je definovan v matematické
analyze.

4 Pouzita literatura:
Casopis Kvantgislo 10, rénik 1983

5 Kontakt na autora

Mgr. Petr Mazanec

Gymnazium, Plzg Mikulasské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz

FYZIKA VE V EDECKO FANTASTICKE LITERATU RE

Jan PLZAK

1 Uvod

Pri ¢teni wdeckofantastické literatury ie mnohéha@ten&e napadnout, zda se autor
pii psani textu drzi fyzikélnich zakdnci je obchazi. Hned tak se nabizi p#si nekteré
knizky.

Moznosti pro¥reni je rovnou &kolik. Nabizi se nafklad mySlenkovy experimerd
primy vypaet rekterych parameir.

2 MySlenkovy experiment

Pro myslenkovy experiment jsem vybral knizku Stama Lema Kyberiada
(Lem, 2000). Jiz v prvni kapitole knihy je popisavétroj, ktery ma za kol vyrobit ,nic”
(rozumi se tim, Ze vyt¥oabsolutni prazdnotu nebo, chcete-li, nicotu).

Vytvorit si predstavu nicoty je velmigké, ale Ize k tétoipdsta¥ dosgt postupnym
ubirdnim objekt ze znamého gta. Postup rize byt nagiklad tento:

1) predstavte si sami sebe venku na uli@gpdomem

2) odstrate z edstavy vSechny lidi

3) odstrate vSechny budovy (plorys zapite nagiklad piskem)

4) odmyslete si vSechno co vyhilailovek

5) odmyslete si rostliny a zi¢zchy

6) zemi pod nohama nakii dokonalou hladkou kouli
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7) odstrate atmosféru (zajimavosti je, Ze bylynbyt vidét hvezdy)
8) odstrate z fedstavy slun@ni soustavu a lézdy

9) odstrate kouli pod nohama

10) odstrate svoje ¢&lo (v této chvili gestane existovat prostocas)

3. Owieni vypaitem

3.1 Neutronova h¥zda acerné dira

V knize Draci vejce, jejimz autorem je Robert Forward (Forward, 1998pu
popisovani tvorové Zijici na povrchu neutronovézay. Autor tvory pojmenoval jakoGjly*.
Jejich tla jsou tvdena degenerovanym elektronovym plynem, a aby maodsiovat ve
vesmiru mezi hszdami, musi se&ilové naudit vytvaret unelé ¢erné diry, které jejichéla
udrzi ve forn¢ degenerovaného elektronového plynu.

Je zajimavé si odhadnout titglad z rovniceB—rozpadu neutronu, jak velk4 energie se
uvolni @i preméné neutronu na proton a elektron. Stejna energieehyta uvolnit v gipace,
Ze ¢ila by se dostal do vesmiru bez dostaého tlaku fisobiciho na jehoélb. Odhadem
vychazi procilu o hmotnosti 80 kg a velikostickolik milimetra uvolnéna energie z hmoty
jeho €la (elektrono¥ degenerovana latka) ekvivalentni vybuchu 500 KHOENT.

DalSi zajimavosti mohou bytiaky slapovych sil pisobicich v blizkosti neutronové
hvézdy a malyckiernych @r uvnitt ¢ilskych vesmirnych plavidel.

3.2 Vesmirna lal’ s ungélou gravitaci

Casto je ve ¥deckofantastické literata a filmu popisovana vesmirn&lona které je
umela gravitace vytvéena tim, Ze séast lodi nebo cela i ot&i. Takovou to Id’ popisuje
napiklad Arthur C. Clarke ve své knizama(Clarke, 1984). Rama je obrovsky, hermeticky
uzaweny valec o délce 40 km aupnéru 40 km otéejici se s periodou 4 minut. Na jeho
vnitinim povrchu jsou vyst@na mésta a roste vegetace. O@sliva sila vS8ak nema stejné
vlastnosti jako gravitai sila a tak mize byt velmi zajimavée a poné pokusit se odpeéudct
na rekolik otazek z BZného Zivota na vrithim povrchu otéejiciho se valce.

Otazkac. 1) Jak by mohl vypadat Zivot na vesmirné lodie ky byla tiha nahrazena
odstedivou silou?

Odpovd: Nad hlavou by bylo mozné it lidi chodit vzhiru nohama. Oblmost a
mraky by se tviily v blizkosti rot&ni osy.

Otazkac. 2) Jaka by byla odstdiva sila ve gtdu takové lodi?
Odpowd: V ose otéeni by byl stav beztize.

Otazkac. 3) Jak by se pohybovaldeso padajici zeigdu k povrchu?

Odpovd: Teleso by nepadalo v soustaspojené s povrchem pdimce, ale po spiralni
trajektorii. To vSak jen vifpac, Ze by &leso nElo pocateeni rychlost, jinak bydeso bylo
v klidu, pokud by nefisobil odpor vzduchu.
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Otazkac. 4) Jak by byl ovliviin béZec i behu ve sndru nebo protisréru ota&eni?

Odpovd: Bézec by i pohybu ve sréru rotace mil vétSi obvodovou rychlost, a tim
padem by se citil diky &Si odstedivé sile ¢ZSi. Ri pohybu v protisru rotace by se
obvodové rychlost zmenSovala, a tim paddem by sg siikzené odsitdivé sile citil lebi.
V krajnim pipac, kdyby EZec byl schopen dosahnout obvodové rychlosti, bynsél
ocitnout ve stavu beztize a po odrazu od povrchuséyzéal pohybovat rovnowrné
piimocare uvnit lodi, dokud by opt nenarazil na rotujici povrch.

Otazkac. 5) Jak by se chovala atmosféra na takoveé lodi?

Odpovd: U osy rotace by byl nizSi tlak nez na vnim povrchu. Vlhkost by
pravdépodobré vytvarela oblaka par mezi osou rotace a povrchemt Bgdadal po spiralni
trajektorii.

4 Zaver
Neni na Skodu sefipcteni knihy zamyslet i nad zajimavymiigedky fyzikalnich
zakoru, které autora nenapadly, nebo se mu v jefi@ipu nehodily.

5 PouZit4 literatura
LEM, StanistawKyberiada Praha: Baronet, 2000, 415 s. ISBN 80-721-4323-9.

FORWARD, Robert L.Dra¢i vejce Vyd. 1. Reklad FrantiSek BOUSKA. Frenstat pod
Radho&tm: Polaris, 1999, 294 s. Science fiction (PolaiSBN 80-859-1157-4.

CLARKE, Arthur Charles.Setkani s Ramoul. vyd. Reklad Zdeik VOLNY. Svoboda,
1984, 217 s. Edice: Omnia, Rama. ISBN 25-092-84.

6 Kontakt na autora

Mgr. Ing. Jan Plzak

VOS a SPSE Plz#ea KMT ZCU Plzei
plzak@spseplzen.cz
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GEOMETRICKA OPTIKA V P RIKLADECH

Jitka PROKSOVA

1 Uvod

Geometrick& optika jeést optiky, kterd se zabyva zobrazeniiznymi optickymi
prvky. Jednéa sefpdevsim o zobrazeni zrcadpckami a soustavami.

Semind se zabyva konstrukci obifaza z&kladnimi zakony geometrické optiky
v nasledujicich fkladech.

2 Priklady k procviéeni
(v zavorkach jsou uvedeny vysledky jednotlivydtklada)

1. Ur¢ete mezni uhel pro kapalinu sindexem lomu 1,414razhrani se vzduchem.
Predpokladejte, Ze index lomu vzduchu = 1. (30°)

2. Swtelny paprsek prochazi ze skla do vody. Jaky jeétj mozny Uhel dopadu, je-li
index lomu skla 1,533 a vody 1,333? 60(5)

3. Jak nastavite rovinné zrcadloé®inému paprsku a) aby se odrazil ndzpo téze
piimce, b) aby sviral s paprskem odrazenym @@l ? Nakreslete.

4. Swtlo postupuje z progdi o indexu lomu 1,7 do présti o indexu lomu 1,5.fP
jakém ahlu dopadu nastane Uplny odraz? 62°§

5. Na rovny povrch sklemé polokoule o indexu lomu 1,5 a polémm 10 cm dopada
kolmo paprsek sitla. Vzdalenost mezi paprskem a osou polokoule @n6 V jaké
vzdalenosti od rovné &ty protne paprsek tuto osu? (19,63 cm)

6. P Zlutém sodikovém stle byla v hranolu s lamavym Uhlem 6@métena minimalni
deviace 39. Uréete index lomu hranolu, je-li obklopen vzduchem. 1,52)

7. Ve vzdalenosti 18 cm od spojky, kterd ma ohniskovedalenost 12 cm, se naléza
bod, ktery je vzdalen 6 cm od optické osy.céte konstrukci polohu a vlastnosti

obrazu.

8. Opticka mohutnost tenk&ocky (n=1,5) je na vzduchu 5,5 dioptrie. Jak seénin

mohutnostocky, pondime-li ji do vody? 1,4

9. Symetricka dvojvypukl&ocka je vyrobena ze skla, které ma pmervené paprsky
index lomu 1,4835 a pro fialové 1,4996. Vypite rozdil ohniskovych vzdalenosti pro
cerv. a fial. paprsky, je-li polo#én kiivosti 10 cm. (0,33 cm)

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-15 financovan z ogzp Plzeiského kraje



LJ
*
** ** ﬁ._
. * * U] M
evropsky * II\. § A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP VzaBlavani - »
™ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkurenceschopnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
10.Vzdalenost mezii@dnitem a stinitkem je 30 criiocka umistna mezi nimi d& ostry

obraz gednttu ve dvou polohéach, jejichz vzdalenost je 10 cmeeté Z obrazu v
obou tchto polohéach. (-2; -0,5)

3 Zavér

Jevy geometrické optiky jsou zajimavéegevsim svym praktickym uzitim ¥iném
zivote, proto uvedene ifklady slouzi jednak krozliSenédhto jewi a pak k poznani, jak
pouzivat zdkonitosti vinové optiky, které stude3d probiraji ve vyuce.

4 Pouzita literatura
MALY, P. Optika, 1. vyd. Praha: Academia, 2008, 362SBN 978-80-246-1342-0
FUKA, J., HAVELKA, B. Optika a atomova fyzika 1. tyd. Praha: SPN, 1961. 842 s.

5 Kontakt na autora

RNDr. Jitka ProkSova, Ph.D.
odckleni fyziky KMT FPE Z°U v Plzni
proksovj@kmt.zcu.cz

NEKTERE JEVY ATMOSFERICKE OPTIKY

Jitka PROKSOVA

1 Uvod

Jevy atmosférické optiky patk zajimavym Uka@m, se kterymi se @Zeme na obloze
setkat. Dochaziip nich k lomu a odrazu stla, k disperzi a rozptylu $tla a k projeum
vinové povahy sétla (interferenci a difrakci). Barevnost optickygkazi v atmosfée zalezi i
na povaze a velikostidstéek, na kterych se stlo odrazi, lame, sklada, ohyb4, rozptyluje a
rozklada.

Prednaska se zabyva zraftymi jevy podrobg v nasledujicintlenéni.

2 Refrakéni jevy

Refrakéni jevy vznikaji @i praichodu s¥tla atmosférou, ifxcemz zdroj je bdto vre
nebo uvnit ovzduSi Zerms. Podle toho &ime projevy refrakce na astronomickou a
terestrickou.
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2.1 Astronomicka refrakce

Zdroj swtla je vre atmosféry (nap Slunce). Rrchodem s#tla nehomogennim
prostedim (zemskou atmosférou) dochazi stale vice k l&@mwkolmici, takze pozorovatel
vnim4 vzdaleny zdroj v jiném métnez ve skutaosti je. Oisledkem astronomické refrakce
je nag. zploseni sluné€niho kotode u obzoru, prodlouzeni trvani dne apod.

2.2 Terestrické refrakce

Zdroj swtla je uvnit atmosféry (naip plocha odrazejici slutei z&eni v oaze na
pousti). Pozorovatel tak vnima vzdalenéedgméty blize (fata morgana v pousti nebo
v arktickych krajinach). Vyklad o obou typech rédta je doprovazen obrazky a feiinymi
vztahy.

3 Duha

Rozkladem sgtla na vodnich kapkach v atmokfése vytvd duha. Rozeznavame
nekolik typa — primarni (zfisobenou jedinym vriihim odrazem sdla v kapce vody),
sekundarni (dva vriti odrazy) a terciarniiftodrazy). Barevnost ai&a duhy zavisi také na
velikosti kapek, coz je v tétgasti fednasky diskutovano spolu s rozdily mezi jednottivy

typy duhy.

4 Soumrakové jevy

Typické projevy podv&erni oblohy —¢ervanky, iridiscence oblaék glorie a dalSi efekty
se souhrn& nazyvaji soumrakové jevy.ubaz ve vys¥tleni je kladen i na rozdily mezi
astronomickym a afanskym soumrakem.

5 Halové jevy

Jevy, ke kterym dochazi odrazem, lomem a intertérewtla na ledovych krystalcich
nazyvame halovymi jevy. Ratsem nap malé a velké hald, halovy sloup, cirkumzenitalni
oblouk, Parryho oblouk, parhélia a dalsi.

6 Zaver
Jevy atmosférické optikyfjtahuji na obloze pozornost, proto je uéité unét mezi
nimi rozliSovat a dokazat tak uzivat zakonitostilkop které studenti SS probiraji ve vyuce.

7 Pouzita literatura
MALY, P. Optika, 1. vyd. Praha: Academia, 2008, 362SBN 978-80-246-1342-0
FUKA, J., HAVELKA, B. Optika a atomova fyzika 1. tyd. Praha: SPN, 1961. 842 s.

8 Kontakt na autora

RNDr. Jitka ProkSova, Ph.D.
odckleni fyziky KMT FPE Z°U v Plzni
proksovj@kmt.zcu.cz
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VLNOVA OPTIKA V P RIKLADECH

Jitka PROKSOVA

1 Uvod

VInova optika jecast optiky, ktera se zabyva vinovymi projevystta. Pati mezi &
piedevsim interference, polarizace a difrakc#lay

Semind se zabyva zmémymi jevy v nasledujicichifkladech.

2 Priklady k procviéeni
(v zavorkach jsou uvedeny vysledky jednotlivydfklada)
11.Na stinitku, které je od dvo{biny vzdaleno 80 cm, pozorujeme interfefein

prouzky. Utete vinovou délku a barvu &la, je-li jejich vzdalenost 2,5 mm a
vzajemna vzdalenostégbin 0,2 mm. (625 nm)

12.Naklorgné plochy skleéného dvojhranolun(= 1,5) sviraji kolmici na optickou osu
Uhel 2°. Pred hranolem je ve vzdalenosti 10 cndrlSina, kterou na & dopadaji
monochromatické paprsky vinové délky 590 nm.cdte rozdil interferetnich
prouzki ve vzdalenosti 1 m. (0,185 mm)

13.Na olejovou skvrnu (tlou&y 0,2 zm) na vodni hladié dopada kolmo bilé stlo.
Urcete, jaka barva se nebude odrazet a kterd se ouepdce. Pedpokladejte, Ze
rychlost Sfeni swtla v oleji je 2116 ms*. (max - fialova, min - Zlutd)

14.Mydlova blana o indexu lomu 1,33 sé& golmém dopadu sitla jevila jako modra
(A =450 nm). Jakou #ta tloug’ku? (84 nm)

15.Billetova dvofotka ma f=15cm, e =0,08 mm. &é#te Ay, pouzijeme-li setlo o
vinové délce 580 nm a umistime-li zdroj 25 cmtotky a 200 cm od stinitka. (4
mm)

16. Pri oswtleni Newtonovych skel monochromatickym paprskewirmvé délce 589,3
nm byly zjiS€ny tyto hodnoty piméra dvou po sob jdoucich tmavych krouZk 2
mm a 2,236 mm. Wete polondr kiivosti ¢ocky. (42,4 cm)

17.V tenké klinové vrst¥ celofanu o indexu lomu 1,4 se vytilg interfereréni prouzky,
jejichz vzdalenost je 0,25 cm. &#te vinovou délku pouzitého &la, je-li uhel klinu
20". (678 nm)

18.0hybovéa niizka je os¥tlena kolmo svazkem bilého &la. Zjisttte, zda se five
nektera barva ze spektraiidu Upl@ prekryvat s gkterou barvou spektra 2adu.

19.Kolmo na S¥rbinu dopada sitlo o vinové délce 450 nm a na stinitku se objteids2.
tmavého prouzku pod Uhlent 5'14Uréete, pod jakym uhlem bude mozZné pozorovat
stred 4. tmavého prouzkuipsvetle o vinoveé délce 760 nm. (1B
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20.Urcete nejetSi rad spektra, ktery jeStvznikne i ohybu Zlutozeleného stla
miiZkou, ktera ma 2000 vryma 1 cm délky. (9)

3 Zavér

Jevy vinové optiky jsou zajimavégulevsim svym praktickym uzitim ¥imém Zivot,
proto uvedené fiklady slouzi jednak k rozliSenédhto jevi a pak k poznani, jak pouzivat
zakonitosti vinové optiky, které studenti SS prapive vyuce.

4 Pouzita literatura
MALY, P. Optika, 1. vyd. Praha: Academia, 2008, 362SBN 978-80-246-1342-0
FUKA, J., HAVELKA, B. Optika a atomova fyzika 1. tyd. Praha: SPN, 1961. 842 s.

5 Kontakt na autora

RNDr. Jitka ProkSova, Ph.D.
odckleni fyziky KMT FPE Z°U v Plzni
proksovj@kmt.zcu.cz

FYZIKA KAPALIN APLYN U l-ZA CO MUZOU MOLEKULY

Vaclav SOUKUP

1 Uvod

Véfite v existenciéasticove struktury latek? Které fyzikalni jevy nendozné vysetlit
na zaklad predstavy spojité striktury hmoty a je nutné uvazavagsticové struktie latek.
Jaké pro ni mameitazy?

2 Fyzikalni jevy podminéné molekulovou strukturou latek

2.1Platio,5+0,5=17

Smisime-li v dlouhé trubici stejné objemy dvou telsiych kapalin a promichame,
vysledny objem sksi bude menSi nez st pivodnich objem obou kapalin. Ecina je
v existenci mezimolekulovych prostofa tedy existence molekulové struktury) obou kiapal
Modelovou situaci je mozno znazornit figpomoci smisi zrn hrachu a maku.

2.2 Kolik molekul je?
Johann Josef Loschmidt odvodil g8 molekul v 1m a z i byla odvozena po
definovani jednotky mol Avogadrova konstanta. Hdginééchto konstant ukazaly na
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obrovsky pdet molekul (N = 268.16° m*, Na= 6,02.18° mol*) a umo#uji vypositat
objemy a hmotnosti molekul.

2.3 Jak se molekuly chovaji?

Pridame-li do dvou valt, jednoho steplou a druhého se studenou vodouivibarv
posléze se roz8ido celeho objemu vai¢ u teplé vody rychleji. Zninuty balonek se po
uvolréni nabyde fivodniho tvaru. Jevy dokazuji pohyb molekul. Jakwi jgejich rychlosti?
Lamertiv pokus umo#uje zjistit velikost rychlosti molekul. Btdni kvadratické rychlosti
molekul plyni pii béZnych teplotach jsokadow stovky metét za sekundu a zavisi na teglot

Jak to, ze vihka sklka Ize jen obtizé od sebe oddit? Ziletka polozena na hladinu
vody na ni plave a popira tak Archinigdzakon. Pro? Ricinou jsou mezimolekulové sily,
jejichz charakter je zavisly na vzdalenosti mezilekolami. Na povrchu kapalin vrstva
molekul pisobi jako blanka, ktera udrzi t@hpredmety na hladig. Mezimolekulové sily jsou
pricinou @ilnavosti latek, kapilarni elevace a dalSichijev

3 Zawér
Spravné pochopeni chovani molekul ukrdtek umoiuje vyswitlit a vyuzit fadu
fyzikélnich jevi, se kterymi sedZné setkAvame vifirock i v praxi.

4 Pouzita literatura
BARTUSKA, K., SVOBODA, E. Fyzika pro gymnazia - Mzdulova fyzika a termika. 4.
vyd. Praha: Prometheus, 2007. 155 s. ISBN 80-7 18672

SOUKUP, V., VESELY, J. Maturitni otazky — fyzika, lyd. Praha: Fragment 2007, 201 s.
ISBN978-80-253-0501-0
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FYZIKA KAPALIN APLYN U Il - ZA CO M UZOU IONTY

Vaclav SOUKUP

1 Uvod
Pokusme se zodpéskt nasledujici otdzky: Jak vznikaji mezimolekulovly? Které
jevy jsou zfisobeny iontovou strukturou latek?

2 Fyzikalni jevy podminéné existenci nabitychtastic v latkach

2.1 Prat jsou zadeéky v suchu?

Umistime-li na dno kelimku latku obsaZzenouétskych plenkach a nalijeme-li do
kelimku vodu, voda se nada wylit.ti#mou jsou silné mezimolekulové sily mezi
polyakrylatem a molekulami vody, jejichz podstajeou elektrostatické sily mezi polarnimi
molekulami vody a naboji vzniklymi n@tézci polyakrylatu.

2.2 Prat vznika blesk?

Nabijeme elektroskop pomoci novodurovéetyRi piiblizeni plamene se elektroskop
vybije. Pr&? Suchy vzduch je izolant, neobsahuje nabiéstice. Plamen dodava energii,
molekuly ionizuje, vzduch vede elektricky proudi Bostaténé silném elektrickém naboji
dochazi k ionizaci nadrazem, nemiélia vijSiho ionizatoru. Je-li nabitychdstic, dostatek,
dojde k elektrickému vyboiji.

2.3 PraX slana voda vede elektricky proud a sladka nikoliv?

Nekteré latky se ve vadrozpoustji. Opst jde o projev silového gsobeni mezi
nabitymi molekulami polarnich nebo iontovych lat&oztoky iontovych slotenin obsahuji
volné pohyblivé ionty, které mohou vést elektrighypud (slana voda). Sacharéza se sice ve
vodk rozpousti, ale v roztoku jsou celé molekuly, nik@bnty. Proto neni elektricky vodivy.

2.4 Jakeé jsou disledky rovnovahy mezi kovem a roztokem s jeho ion®

Pondime-li médénou destiku do roztoku siranu &’natého, vznikne mezi roztokem a
destEkou dvojvrstva, ktera se vyz&ige rozdilem potenci@l TotéZ nastane mezi zinkovou
destEkou a roztokem siranu zitmatého. Po vodivém spojeni obou sysiémnikne zdroj
napsti — galvanickyclanek. Podobnylanek vznikne i tehdy, jestlize dlalesttky uchopime
do rukou. Jev je mozné vy&lit putovanim iont v takto vzniklém systému.

3 Zaver
Nabité ¢astice a ionty jsou zodp&dné zaiadu jevi, kterécasto vyuzivame v praxi
(nabijeky, baterie, Iékiska diagnostika).
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KEPLEROVY ZAKONY

Zuzana SUKOVA

1 Uvod

Johannes Kepler byl ¢émecky matematik, astrolog a astronom, ktergsqbil
i v Praze na di@ cis@e Rudolfa Il. Objevil ii zakladni zakony popisujici pohyb nebeskych
téles, dnes nesou jeho jméno. Prvni dva ze svych nadkpublikoval v roce
1609 v Astronomia Novaydti zakon publikoval v roce 1619 v Harmonices Mundi

Tyto zakony popisuji nejen pohyb planet a dalSidbst (planetek, komet, ...) nasi
slune&ni soustavy kolem Slunce, ale také iilklpd pohyb soustavy Jupiterovychésioi
kolem Jupitera a sond a druzic kolem Zem

2 Keplerovy zakony v grikladech

Nejprve jsou Keplerovy zakony podrabrpopsany a vyssleny Wetrg riznych
zpasohi formulace. Vyvracena je také miskoncepce daastymi obrazky na internetu
i v ucebnicich, kdy je drdha planet zobrazovana jakosalip porérné velkou numerickou
excentricitou (napklad 0,7). Ve skuigosti je napiklad numericka excentricita Zen®,017.
(Randa, 2015)

Protoze Zaci nemaji dostatsy matematicky aparat, tak je zvlastni pozorn@sbvana
formulaci Keplerovych zékanv jednotkach &n¢ pouZivanych pro popistles slunéni
soustavy (astronomické jednotky a roky). S tim&dapduSenim jsou Zaci schopni pracovat
jiz na druhém stupni zakladni Skoléegtoze se jedna @imo stredni Skoly.

V dalSi ¢asti hodiny jsoueSeny konkrétni Glohy na vypet doby obBhu nebo velké
poloosy planet slukai soustavy a obdobné&iklady z gedchozich réniki astronomické
olympiady, ulohy ze sbirek Gloh z astronomie acdgtika (Randa 2015, Siroky, Siroka
1973, Stefl, Korakova, Krtéka 2002, Volf, JareSova 2009).
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3 Zaver

Keplerovy z&kony popisuji pohybyiés ve slunéni sousta¥ nebo i pohyb dalSickles
v centralnim gravitéenim poli €lesa mnohem hmogjgiho. Jejich pochopeni a porozémn
jejich disledkim vede k lepSimu porozumi pohybu vesmirnychéles i jewaim piimo na
Zemi (delSi letni plrok).

4 PouZzit4 literatura
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Dostupné z: http://astronomia.zcu.cz/planety/smagi®863-charakteristiky
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NEWTON UV GRAVITA CNi ZAKON

Zuzana SUKOVA

1 Uvod

Isaac Newton byl anglicky fyzik, matematik, astroncalchymista a teolog. Jednalo
se o velmi vSestrannéhd@loveka, ktery nafiklad polozil zaklady diferencialniho
a integralniho p&u, ale byl také poslancem anglického parlamente.fyzice mimo jiné
sestrojil zrcadlovy dalekohled a objevil zakon Jsmmé gravitace aritzakony pohybu,
nesouci dnes jeho jméno.

Vénovat se budeme jeho gravitdmu zakonu, ktery publikoval v roce 1687 v dile
Philosophise Naturalis Principia Mathematica. Zakgnhazi z pozorovani, nikoli z teorie.
Konstatuje, ze gravitai sila mezi déma €lesy zavisi na hmotnosti obo#lds a na jejich
vzdalenosti. Poddo se mu vtomto zakonu propojit Keplerovy zakorsy vlastni teorii
gravitace atim dokazal, Ze pohybeg@miti na Zemi seridi stejnymi pravidly jako pohyb
vesmirnychdles.
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2 Newtoniv gravitaéni zakon v prikladech

Nejprve je Newtofiv gravitani zadkon podrobh popsan a vysitlen wetré riznych
zpasohi formulace. Poté je tazena diskuse podnicena otazkami: Jsme (géad)ta
piitahovani ke spoluzdkovi? Kdyz Zeémpiitahuje tuzku, fitahuje také tuzka Zemi?
Nasleduje vysttleni dopad Newtonova gravigniho zakona, zodpézeni otazek
a vyvraceni fipadnych miskoncepci.

V dalSi ¢asti hodiny jsouieSeny konkrétni dlohy na vypet gravit&ni sily mezi
jednotlivymi €lesy slunéni soustavy, velikost gravitai sily, kterou psobi Mssic na 1 m
morské vody na povrchu Zefr{vyswtlen princip gilivu a odlivu), a velikost gravitani sily,
kterou Zeng pritahuje kosmonauta na kosmické stanici ISS (¥fem beztizny stav,
odstragni miskoncepce, Ze naléso v beztizném stavu negobi Zadné sily) (Hesteric 2015,
Krynicky 2015).

3 Zavér

Newtomiv gravita&ni z&kon popisuje iftazlivé pisobeni mezi libovolnymi dima
télesy, ovSem vyrazn se projevuje jen u velmi hmotnych objekinagiklad €les naSi
sluneni soustavy. Pochopeni a porozuinintomuto zakonu a jehaisledikiim vede k lepSimu
porozungni projevim gravitace, filivu a odlivu i beztiznému stavu.

4 Pouzita literatura
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SUNCE - ZAJIMAVY OBJEKT NA POZOROVANI

Jakub TOMAN

1 Slunce — zajimavy objekt na pozorovani

Slunce je nase nejblizsi érda, kterou izeme sledovat mnohagoby. Od sledovani
pouhym okem (zapad, vychody, atmosférické Ukazy)paZzpouziti pokréilé techniky
védeckych observatd Metody pozorovani a zpracovani dat. Praktickazidk pozorovani
Slunce.

2 Pozorovani Slunce - obeen

Se Sluncem a s jevy snim spojenym leduje kazdyadéenby jsme si to wdomovali.
Striidani dne a noci, vychod a zapad Slunce Ize poabrak pouhym okem, tak i pomoci
snimki z meteorologickych druzic prdstdnictvim internetu. Zajimavou kapitolou jsou
optické jevy v atmosté& (duha, halové jevy).

3 Slunce jako h¥zda

Slunce jako nejblizSi zda poskytuje na Zemi dostatek tepla é&lavpro Zivot. Svoji
aktivitou mize ovlivnit Zivot na Zemi (slursai boue, polarni z#e, vypadky modernich
technologii.

4 Jevy pozorovatelné na Slunci

Termonukleérni reakci v nitru vznika zm& moznosti energie, kter4d se postupn
dostava na povrch Slunce a v poéleitla a tepla swtuje k Zemi. Chovani povrchu Slunce
a jeho atmosféry zalezi na aktiviBlunce, které je Zisobeno magnetickym polem Slunce.
V ramci astronomickych pozorovaniageme sledovat mnoho zajimavych a mezi sebou
provazanych jev. Ve fotosfée (viditelném s¥tle) mizeme sledovat slutei skvrny,
granulaci, chromosféra (oblastieai vodiku) najdeme proudici sl@né material v podob
protuberanci a filamefit miZeme sledovat i erupcetiBiplném zatnini Slunce zase sgane
koronu. Ze zaznainjeva mazeme zjigovat pfibeh jednotlivych cykl slun&ni aktivity.

5 Pozorovani Slunce

Slunce niZzeme pozorovat pofmé jednoduchymi progedky (bryle pro pozorovani
Slunce), pes astronomické dalekohledy (musi byt vybavenwyfittro bezp&né pozorovani
Slunce, jinak hrozi poskozeni zraku), az po dgt@ofesionalnich pracowiSa vesmirnych
druzic.

5.1 Druzice
Pozorovani z povrchu je ovligno viditelnosti Sluncednhem dne, p&asim a chénim
zemské atmosféry. Z vesmiru maz ol&zné drahy zegh jsme schopni sledovat Slunce
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24 hodin den& pdaizovat snimky v mnoha spektrech a velkém rozliSbtézi nejznanyjsi
druZice na pozorovani Slunce fiatonda SOHO a SDO.

5.2 Pozorovani fotosféry

Pouhym okem riweme na Slunci pozorovat velké pouze velké skvony,podrobgjsi
pozorovani posta i mensi dalekohled. Pro bezpé pozorovani existuje¢kolik metod a
technicky postuf, nag. dalekohled vybavit filtrem ze specialni féliecené pro pozorovani
Slunce. Pozorovani je mozné evidovat, Ize zakraslpglohy a velikosti skvrn do specialnich
protokol. Fi vétSim mnozstvi zaznaimse provadi zpracovani rmapelativnihogisla gislo
udavajici aktivitu Slunce).

5.2 Pozorovani chromosféry

Pozorovani chromosféry vyzaduje pouziti specialndetekohled s filtry blokujici
tepelné z#eni ze Slunce a propoggti spektrum vodiku. Pozorovani je mozné evidolza,
zakreslovat polohy a velikosti protuberanci (filartig¢ do specialnich protoki! Fi vétSim
mnoZzstvi zaznamse provadi zpracovani ga protuberanci (filamenj.

5.2 Pozorovani ffes internet

Diky internetovému fipojeni, zvéejnovani napozorovanych dat &giupnych archivu
snimki z observatfi a druZzic je ,pozorovani* Slunce dostupné jakémivkpajemci o tento
obor. Data Ize prohliZzet, zpracovavat. Ale je matrse zapojit i do adeckych vyzkum,
jako je nap. hledani komet na snimcich ze sondy SOHO.

6 Zavér

Pozorovani Slunce lze uskuitét v nejen z hlediska pouhého zajmu a k&nj ale Ize si
vyzkousSet zpracovani systematické zpracovani dggohfedu astronomie je Slunce naSe
nejblizSi h¥zda a mame tak jediti@ou moznost sledovat é&xdu, kterych jsou v nasi Galaxii
miliardy, velmi podroba.

7 Pouzita literatura
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VODIKOVE PALIVOVE CLANKY A JEJICH PERSPEKTIVY

Martin TOMAS

1 Uvod

V sowasné dob mizeme pozorovat podporu alternativnich ztirelektrické energie,
ktera vede k roz&ni €chto zdizeni i do kazdodenniho Zivota. Mezi tyto zdrojekélické
energie pdf i vodikové palivov&lanky s protono¥ vodivou membranou (PEMFC). Jejich
nejwetSimi vyhodami je vysokadinnost, provoz bez emisi, absence pohyblivgéisti ¢i
bezhlknost. Kron¢ vyhod mizeme ukit i nejzavazijsi problémy, které se vazi k pouziti
PEMFC v nejiiznéjSich aplikacich. Zasadnimi parametry vodikovyclivpaych ¢lanka jsou
spolehlivost, Zivotnost a vykonnost.

Obsahem fispivku je diskuse nad dosud dosazenymi vysledky vyzktomoto typu
palivovych ¢lanki a rozbor faktal, které SirSi vyuziti limituji. Zmiény jsou i zajimavé
aplikace, které vyuzivaji vodikovych palivovy&lanki jako zdroje elektrické energie.

2. Princip vodikovych palivovychélanki

Vodikoveé palivovéclanky vyuzivaji chemické energie paliva, kterotemenuji na
energii elektrickou (Larminie, 2003). Jedna se malyick& zéizeni obsahujici komponenty v
nasledujicim sledu: bipolarni deska - difuzni vastv katalyticka vrstva - membrana -
katalytick& vrstva - difazni vrstva - bipolarni #as Palivo (vodik a kyslik) je do PEMFC
privedeno tzv. bipolarni deskou, ktera z&jig rozprosieni paliva do plochy. Deska obsahuje
velké mnoZstvi kanatk kterymi proudi palivo sirem k dalSi vrst&. Tou je vrstva difuzni,
ktera je tvéena uhlikovym papirendi tkanivem. Vrstva obsahuje velké mnozstvi drobnych
kanalka, kterymi palivo "difunduje” ke katalyzatoru. Kagtitkou vrstviku tvori uhlikovy
prach s malym obsahem platiny. Palivo se v téttvénozklada z dvojatomovych molekul na
jednotliva atomova jadra a elektrony. Upiest palivovéhailanku je polymerni membréna.
Tato cast PEMFC utuje vykonové charakteristiky a patk nejdilezit¢jSim c¢astem
palivovéhoclanku (Tomas, 2013).

Membrana je obvykle twena polymerem na bazi teflonu (Mauritz, 2004). Gbga
mnozstvi paoi, které se P cinnosticlanku vypini kapalnou vodou. Takto z¢#ma membrana
umoziuje pohyb iond, v pripadt vodikovych palivovycklanki se jedna o elementarni vodik
H*. lonty putuji na druhou stranu membrany, kde déStozcsleni molekul kysliku. Zde se
ionty vodiku a kysliku skuji za vzniku vody. Pravvoda je tedy odpadnim produktem
celého z#zeni.

Molekuly vodiku byly na katalytické vrstwochuzeny o elektrony. Zatimco jadra vodiku
odvadime k druhé katalytické vrstelektrony sntuji do vrejSiho elektrického obvodu. Zde
mohou konat praci. Poté jsodyedeny zgt do palivovéhalanku k druhé katalytické vrsty
kde se sltuji spole&ng¢ s ionty paliva do molekul vody.
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3. Vyuziti vodikovych palivovychélanki

Palivovéclanky jsou vyuzivany od svého vzniku v 18. stojakio zajimavy alternativni
zdroj elektrické energie. Zpatku byl princip PEMFC demonstrovan jako zajimaviost
praktického vyuziti. V 60. letech minulého stoleté lidstvo stalo fed vyzvou spojenou s
cestovanim do vesmiru. ProtoZze v kosmickych sona@agiavidlech neni vhodné vyuziti
spalovaciho motoru, byly vyuzity pro za§ist dodavky elektrické energie pgavodikové
clanky.

Od této doby jsou palivovd@anky vyuzivany i k dalSim aplikacim. Velmi perspeRi
je vyuziti PEMFC v automobilech, atasto jsou rovéZ vyuZzivany jako zalozni generatory.
Existuji dokonce i elektrarny poskytujici elektritkenergii mensim oblastem. Vykorégiito
zarizeni vSak nemohou konkurovat velkym tepelnfpadernym zdrajm. Nicmér pro mala
mesta tvadi PEMFC zdroje zajimavou alternativu.

V posledni dob doSlo k zajimavému pokroku i v jinych oblastechzkgmu
alternativnich zdrdj elektrické energie. Pokrok na poli fotovoltaickyganeli dovoluje
vyuzit PEMFC pro stavbu s&ktatnych donii. Hlavni myslenka échto doni je spojeni
fotovoltaickych panél, PEMFC, ¥trné elektrarny a baterii do jednotky, ktera umozni
zasobovani domu elektrickou energii bez nutnostojai do rozvodné sit{Doucek, 2014).
ProtoZe jsou fotovoltaické panely resgtrma elektrarna zdroje s fluktuujicim vykonem, je
nutné produkovany vykon ukladat ve farnktera umozni pozgBi vyuziti (tedy v okamziku,
kdy neni dostatemé os¥tleni panel a nevane vitr). Palivovg¢lanek niZze v reverznim
rezimu rozkladat molekuly na vodik a kyslik a tywoodukty mohou byt uskladny v
nadrzich. V okamziku, kdy je v jednotce mala #ploa elektrické energie, ale panuji vhodné
podminky pro tvorbu elektrické energie ze skimibo z&eni a ¥tru, jsou tyto pebytky
uloZeny ve form vodiku do nadrze. Naopak v okamziku, kdy jefploa elektrické energie a
podminky nedovoluji vyuziti fotovoltaikyi vétru, vodik z&ne byt sldgovan s kyslikem v
palivovémélanku a tvéend elektrick& energie uspokoji fedity dané domacnosti.

Tyto myslenky byly jiz realizovany néilad v UJV ReZ, kde v sotasnosti probiha
testovani zadelem co nejefektivgSihotizeni jednotlivychtasti jednotky. Ve &Sim nefitku
Ize tento princip vyuZit i pro fotovoltaickéi vétrné elektrarny, které nasletirmohou
produkovat konstantni vykon. Pravluktuace vykonu zfsobuji v sodasnosti zavazné
problémy i zapojeni tohoto typu elektraren do rozvodné. stiziko "blackoutu” se iive
vyuzitim PEMFC vyrazé eliminovat.

VySe uvedené myslenkieka je& dlouha cesta k masggimu rozsieni. Pro roz$eni
palivovych ¢lanka typu PEM je paeba dalSiho vyzkumu, ktery péie snizit cenu celého
zaizeni, prodlouzit Zivotnostlanku a zvysi spolehlivost #iaeni (Borup, 2007). Poté vSak
bude palivovylanek plnohodnotnou alternativou zdroje elektriekérgie.

4. Zavr

Vodikové palivové&lanky pati mezi vyznamné technologie, které v budoucnu ovliv
nas kazdodenni zivot. Cilem tohottigmvku je zvysit po¥domi o &chto zdizeni a popsat
nejvétsi problémy, které je pimba vyeSit, aby doSlo k vyrazisimu rozsieni PEMFC.
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Protoze sdéeSeni &chto probléni jevi nadjné¢, je mozné nahlizet na budouci vyuziti PEMFC
optimisticky.
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SOUCASNE OTAZKY A PROBLEMY ASTRONOMIE
Ondrej TRNKA

1 Uvod

Astronomie pat k nejstarSim firodnim ¥dam. V pfibéhu ¢asu se rnily jeji priority
i vyznam a steji tak je tomu i v sokasnosti. Astronomie ma v dnedni doimnoho ci.
Prednaska shrnuje zakladniepled sotasnych probléiina otazek astronomie i jeji vazby na
ostatni ¥dni obory.

Zde bude Vas text. (Times New Roman, velikost I8gejné,radkovani 1, pedsazeni
prvnihotadku 1 cm zleva, zarovnani do bloku). Text musidsmén na odstavce. V textu
nepouzivejte &né formatovani.

Citaci v textu provégte podle normy ISO 690 nasledujicimtgpbem: Text citace
(Autor, rok vydani, gipadré strana). Nap (Skalkova 2007, s. 322). Je-li jméno autora
souwasti ty, uvadi se do zavorky jen rok vydaniigadre ¢islo stranek. Pro uvédi zdroje
citace nepouzivejte odkazy p&arou ani jiné zpisoby.
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2 Z historie astronomie

Astronomie se zabyva sledovanim kosmickyles, jejich pohyby a vlastnostmi. Na
rozdil od vSech dalSichripodnich ¥d si musela poradit jen s pohledem na dalku, peytpa
vétSinu své historie ne#la moznost si naifpdntty svého zkoumani ,sadhnouti si je
alespa prenést do laborate. Sodasre se gednEt zkoumani astronomie svym rozsahem,
Ska&lami i progedim vzdy porrné odchyloval od pedn®ta ostatnich ¥dnich obo#, a tak
astronomie krom jiného slouzila k testovani a paivani pravidel znamych na nasi pla&net
i v SirSim néfitku celého vesmiru.
celkovym s¥tonazorem lidstva, a tak byla astronomigedita i pro filozofii a gkdy i pro
nabozenstvi. Mezi dlouhodobé otazky, na které astroe hledala a nachazela odpdy
bylo nagtiklad p‘esné utenicasu a polohy na Zemi i samotné Zewe vesmiru. Stefhtak
jako usp#adani vesmiru a naSe role &mm hledani podstatyaenych kosmickych des,
objeveni spravnych prinaip na kterych funguje Slugiei soustava a mnohé dalsi.

Astronomické metody byly uzivanyfipuréovani polohy lodi, obzvléStpo zavedeni
piesnych hodin a sextanta pati k zéakladnim dovednostem kapitam navigator i ve
21. stoleti. Leteckad navigace podle astronomickybjekii se vyuZzivala hoghjesSg€ béhem
Il. svétové valky. Pesné wfovani ¢casu zalozené na astronomickych metodatdsmpEho
meieni rotace Zewh hralo zasadni roli az do @atku 20. stoleti, kdy bylo nahrazeno
presrgjSimi casovymi normaly femennych a poz{l atomovych oscilatatr.

3 Souwasné postaveni astronomie

Diive spiSe odlotena ¥da se s rozEijicimi védomostmi stéle vice zapojovala mezi
ostatni pirodni wdy, protoZze hranice mezi pozemskyméteyn a kosmem se postupn
smazavaly a v dnesSni dblje prizkum pozemské ifrody veden stejnym¢i obdobnym
zpasobem, jako gizkum vesmiru jako celku. Na celosicvize nahlédnou dwvna pohledy:

1. Vesmir zkoum& mnohoddnich disciplin.

2. Astronomie ma v saiasnosti mnoho podobinrkteré zasahuji té#h do vSech

piirodnich d.

Druhé tvrzeni je iejme¢ blize pravd, protoze &koli v celém vesmiru plati stejné
fyzikélni z&kony, stejé jako zdkony chemické i jiné, existuji podoboryen& nahlizi na
vesmir z hlediska daného oboru. Jde zejména ofysle, astrochemii a astrobiologii.
VSechny vznikly kombinaci daného oboru a astronprikiera svym vyvojem umoznila
ziskavat data, ktera jsou pro dané &divpodstatna.

Astronomie seadi k €m oboim, které pispivaji hlave v primarnim vyzkumu, tedy
v obecném vyzkumu zakladnich pringjpzakoni a fakti. Jeji ginos pro aplikované édy
a rozvoj technologii je spiSe minoritni, ovSem eda@m k tomu, Ze astronomie je dlouhatlob
spjata s vysokymi naroky na pozorovaci a daiekechniku, je také hnacim motoreniat
technickych oblasti. A inovace vyvinut&i pryvoji astronomickych fstroji mohou byt
vyuzity i v k€Zném Zivok.
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Zde bude Vas text. (Times New Roman, velikost I8gejné,radkovani 1, pedsazeni
prvnihotfadku 1 cm zleva, zarovnani do bloku) Text musidén na odstavce. V textu
nepouzivejte &né formatovani.

N¢které sodasné otazky astronomie:

Vyvoj raného vesmiru

» Jakym zjisobem testovat teorie o nejr&jgich fazich vyvoje Vesmiru?

» Jaky druh progedi, hmotyg¢i zakonmi mohl panovat fed existenctasoprostoru?

» Pokudc¢as a prostor nejsou zakladni v nejhlubSisdeckém popisu Vesmiru, jak
vznikly?

Multiversum

Je nas pozorovatelny Vesmir jeding, nebo je satasti mnohem&tsSiho multiversa?

— Muze byt teorie multiversa empiricky testovana? Po&nd, tak jak? Pokud
ne, jaky je ¥decky a gnozeologicky statwtch domeén, které nemohou byt
pozorovany?

— Jaké jsou typické charakteristiky multivers, zalggh na rozdilnych
kvantovych kosmologiich?

— Mnoho teorii multiversa vyvolavaigdstavu nekori@a, jakocasti vlastniho
vyswtlovaciho aparatu. &¥e byt s¥t fyzicky nekonény?

SloZitost Vesmiru

Jaky je mivod slozitosti Vesmiru?

— Jaké jsou nutné podminky pro Vesmir, aby se vyviwlvysokého stugn
slozitosti?

— Jaka jsou khova stadia zvySovani slozitosti Vesmiru? Jak k daslo?

— Bude slozitost Vesmiru pokravat, ¢i dokonce naistat? Pokud ano, jak
dlouho? Existuji teoretické limity slozitosti Vesm?

Zivot ve Vesmiru

Jsme ve Vesmiru sami? Nebo, existuje jiny Zivohtaligence za hranicemi Slufre
soustavy?

— Jaké jsou znamky existence Zivota a inteligencéasmiru?

— MuzZe ,jemné vyladni“ Vesmiru pro Zivot také znamenat, Ze tento jecve/?

— Do jaké urov mohou byt ostatni bytosti podobtiéshodné s lidmi? Jsou v
piirod vlastnosti, které mohou omezit draviateligencegi rozdilnost, kterou
mazeme ¢ekavat?

4 Solwasna astronomie
Souwasnou astronomii Ize rolit na dw zékladnicasti:
» Teoreticka astronomie — tagulstavuje teoretické Uvahy, matematické modely
a simulace.
» Prakticka astronomie — praktické metody pozoroeérkoumani Vesmiru. Mezi
hlavni pati astrometrie, fotometrie, spektrometrie a polatimee
Dale vSak k astronomii patdalSi vyznamné obory:
» Kosmologie eSi Vesmir jako celek.
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» Astrofyzika — nahlizi na Vesmir z fyzikalniho hiskf.

» Pristrojova astronomie — navrhy a vyvoj dalekohleste#tofi, atd.

» Astrobiologie — hledani podminek vhodnych pro Zjvdivota samotného.

» Astrochemie — patrani po prvcich a sleminach a zjigovani jejich givodu.

» Kosmonautika — pilotovany i robotizovanyigkum z ol¥Zzné drahy, kontaktni
prizkum na jinychdlesech Slungni soustavy atd.

5 Blizky Vesmir
Mezi sowasné nevyznandsi oblasti vyzkumu v blizkém Vesmiru, tedy v naSi
Sluneni soustay pati planetologie, vyzkum historie a dlouhodobého ygv&lun€ni
soustavy, rizika srazek meziplanetarni hmoty seizetaké kosmické gasi.
Planetologie
* VyuZiva zkuSenosti mnoha oliovéd o Zemi, penesenych do prdsidi ostatnich
planet. Meteorologie, klimatologie, geologie, vuikéogie, geodézie.
Vyuziva pozorovacich dat, dat z kosmickych sondeoretickych modél
Historie a dalSi vyvoj Slu@ai soustavy
o St&i 4.56 mld. let.
* Praizkum na#éznych tlesech.
« Cast materialu od vzniku Sluée soustavy neemenéna.
Kosmické pdasi a moznosti jeho"edpovidani
ohrev korény
chovani plazmatuiperupcich
piedpo¥d’ chovani aktivnich oblasti
Rizika srazek s meziplanetarni hmotou
planetky, komety, meziplanetarni prach
hledani Kizi¢a
prizkum negraviténich vliva
otazky transportu Zivota

6 Vzdaleny Vesmir
Ve vzdaleném Vesmiru se nyni astronomie &ae hlavré na hledani exoplanet, tedy
planet u jinych h¥zd, méteni zakladnich paramétvVesmiru a dale na zkoumani exotickych
objekt, produkujicich vysoké mnozstvi energie.
Exoplanety
* Souwasny paéet: 1821 (i s kandidaty > 5 000).
Rada zfisohi detekce.
O rekterych vime mnohé, o jinych téinnic.
Zatim zadna ,druha Zethani zadna ,druha Slugei soustava®“.
Z&kladni parametry Vesmiru
Dulezité kwvali modekim a kwili odhadu vyvoje Vesmiru.
Pokud by byly parametry jen trochu jin€, nevznikiNeesmir, jaky zndme.
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Velkymi otdzkami jsou Temnéd hmota a Temné energie.
Exotické objekty
kvasary
* Objev v roce 1960.
» Vyswétleni - aktivni jadra galaxii.
* VyuZiti - vhodné referami body na obloze pro definici sosystéend.
* supermasivnterné diry
» Typ velkychéernych er.
* Hmotné objekty v jadrech galaxii (mozna i v kulokyogzdokupéach).
» Aktivni i neaktivni.
* NejhmotrgjSi objevena: 5 mid. Ms.
« SMCD v nitru Galaxie: 4 100 000 Ms.
* blazary
* Podskupina Kvasar
~Jet’ smeiuje v linii pozorovatele.
o Ziejmk nejenergetitejSi objekty ve Vesmiru.
* magnetary
* Neutronova h¥zda s velmi silngym magnetickym polem.
e Jeden ze zdrdj,Gama zablesk.
* P¥i uvolhovani magnetické energie dochazi k ,magrfetsni”.
* hypernovy
* NejmasivigjSi znamé hyzdy.
* V podstat neziji, zahy po zformovani exploduji — velmi ry@hbrodukce
téZkych prvk.

7 Zaver

Souwasna astronomie se stala komplexédou, ktera ma své nezastupitelné misto p
poznavani firodnich zakon i celého VesmiruResifadu otazek, z nichz mnohé maji nemaly
vliv, ¢ potenciélni vliv na lidskou spalaost.Casto vyuziva nejmodetj$i metody a svymi
naroku uéuje sner vyvoje mnohych technologii. Navic se jednasdw vSeobeahatraktivni.
Bohat Ize vyuzivat jejiho potencialu vizu&latraktivnich vysledk pri Skolni vyuce.

8 Kontakt na autora
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ZAKLADNI CHARAKTERISTIKY HV  EZD

Ondtej TRNKA

1 Uvod

Hvézdy jsou asi nejzndjsimi objekty ve vesmiru. Samotn&da astronomie je
pojmenovana prévpodle h¥zd. Hwzdy pedstavuji naprostouétdinu zdici baryonové
hmoty ve vesmiru. Jsou to v pravidvarny, které ve svych nitrechigménuji lehké prvky na
téZSi a zasadntak pipivaji k rozmanitosti vesmiru. Jen v nasi Galg&iihwzd nekolik
stovek miliard. Nejsou vSak vSechny stejné a grapodobnostech a rozdilnostechsiny

a o jejich kategoriich agtkeni pojednavaimdnaska Zakladni charakteristikysad.

2 Definice hwzdy a cgleni charakteristik

Nez se zéneme bavit o vlastnostechdad, neli bychom si heézdy definovat. Hézdou
je takové vesmirné&leso, jehoz hmotnost a dalSi parametry dogik tomu, aby alesgopo
Cast své existence, v jeho nitru probihaly termajaéleeakce.

Charakteristiky hvzd se dla na ti zakladni skupiny: wSi relativni charakteristiky,
vngjSi absolutni charakteristiky a viit charakteristiky.

VnéjSi relativni charakteristiky se vyzigi tim, Ze jsou zavislé na vzajemné poloze
hvézdy a pozorovatele. Typickymigdstavitelem je relativni jasnost, kterd zavisz&a/ém
vykonu a na vzdalenosti Bxdy. Uuje se v magnitudach. | samotna vzdalenosterbyt
relativni charakteristikou kezdy.

VnéjSi absolutni charakteristiky nejsou zavislé naopelh¥zdy a hodi se proazna
srovnavani. Tyto hodnoty vSak nejsou nezavisléasa, protoZe v pbéhu Zivota h¥zdy se
témei vSechny parametry Bezdy prongnuji. Mezi absolutni parametry gaabsolutni jasnost,
zavisla pouze na #gém vykonu. Ta udava, jak by &dy z&ily v jednotkové vzdalenosti.
Déale sem pdt nagiklad povrchova teplota, #igy vykon, polongr, hmotnost a chemické
slozeni.

Posledni skupinou jsou viii charakteristiky. Z nich maji vyznanigalevsim centralni
tlak a centralni teplota, protoZe pt¢awa nich zavisi typ a vydatnost termojadernych ceak
a tedy i zavy vykon hwzdy.

3 Slunce
Pokud chceme srovnavat dady, je vhodné zvolit si jednu z nich jako refenen
V nasem pipadt to bude Slunce. Hzda k nam nejblizSi, kterou vSichni debzname
a i astronomicky je nejlépe prozkoumana.
Zakladni parametry Slunce:
o pramer 1 391 000 km (109 pmera Zen)
« hmotnost 1,989 x Bkg (330 000 hmotnosti Zafh
» rotace od 27 dni na rovniku po 31 na podlech
» teplota povrchu 6 000 K
» teplota jadra 15 000 000 K
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* spektralnitida G2

* jasnost relativni -26.8 mag., absolutni +4,1 mag.

« z&ivy vykon 4 x 16° W

Slunce je uvnit uspdadano do "slupek”. Jadro pa asi desetinumpru a produkuje

témer veSkerou energii. Nad nim je vrstva \izé rovnovaze, ve které se energienasi
hlavre formou zdeni. Ta sahaijblizné do dvou tetin piméru Slunce. Posledni vrstvou je
konvektivni vrstva, ve které se energiemasi hlava konvekci. Zécimu povrchu Slunce
iikame fotosféra. Je to vrstva o tléo8 jen gkolika stovek kilometk. Z ni k nAm pichézi
naprosta ®tSina zdéeni Slunce. Nad fotosférou jsou pestve dalSi vrstvy atmosfeéry,
chromosféra a koréna.

4 Slunce mezi hgzdami

Budeme-li porovnavat hmotnosti érd se Sluncem, zjistime, Ze Slunce fjiblgné
v poloviré rozsahu moznych hodnot. Mémmotné hézdy nazyvameervenymi trpasliky
a jejich nejniz8i hmotnost je 0,08 hmotnosti Slur@proti tomu h¥zdy podstaté hmotrgjSi
nez Slunce se nazyvaji ibbci veleoldi a jejich hmotnost se pohybuje v jednotkach az
desitkach hmotnosti Slunceibec nejhmot&§si hwzdy mohou dosdhnout hmotnosti asi
150 az 300 nasobnpievysujici hmotnost Slunce. Takové¢hdy jsou vSak velmi vzacné.
V hmotnostech se kedy liSi az v poréru 1:1000. Malo hmotné Rzdy vibec nevzniknou,
protoze graviténi sily nejsou dostataé veliké, aby tlak a teplota v centru umoZznily zapél
termonuklearni syntézy.riiS hmotné hézdy se jiz pi vzniku rozpadaji na mensi. Hmotné
hvézdy se vyvijeji podstatnrychleji nez mé& hmotné, takze i jejich ,Zivotni kariéra® je
podstatg kratSi. Hmotnosti htzd se Bhem jejich existence &ni jen minimalg. Vyjimkou
jsou pouze fipady tsnych dvojh¢zdy, kdy se v ufitych stadiich mize genasSet hmota
z jedné h¥zdy na druhou.

Co do rozmsra se h¥zdy liSi podstaté vice. Nejmensi pastatky h¥zd - neutronové
hvézdy primér radow 10 km. NejetSi rudi veleoti maji primér fddow 2 000 x tSi, nez
Slunce. Navic hszdy swij rozmer zasads meéni v zavislosti na aktualnim stavu vyvoje
hvézdy.

DalSim parametrem Kxd je zdivy vykon. Tento parametr se u jednotlivychiypszd
odliSuje asi nejvice. Zatimco malo hmotné&zdy maji nepatrny Z&y vykon, velmi hmotné
hvézdy Slunce mnohanésobpiez&i. Krajni hodnoty jsou 1,5 x 10z&ivého vykonu Slunce
u cervenych trpaslilka 10 000 000 &u velmi hmotnych hézd.

Vzdalenosti h¥zd mefime obvykle v astronomickych jednotkach, protoz&lamni
jednotky Sl jsou pro pozadované vzdalenogiifomalé. Pro réeni ve Slunéni soustay
vyuzivame astronomickou jednotku (au), kter&dstavuje $edni vzdalenost Zeinod
Slunce.

1 au =149 597 892 km

Pro vzdalenosti v galaxii a dale pouzivamel mwtelny rok (ly) nebo parsec (pc).
Swtelny rok je tedy vzdalenost, kterou urazétBy ve vakuu za dobu jednoho roku. Tato
jednotka je spiSe v popularni litersgu ale ¥da ji nema §liS v oblibé, protoZze neni
stanoveno, o jaky rok se jedna.
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11y = 9,454 x 16> km
Druh& jednotka parces je odvozena z paralaktickébieni vzdalenosti a odpovida
vzdalenosti, ze které by byl viditelny kolmo polemobeézné drahy Zem okolo Slunce pod
Uhle jedné obloukoveé \itiay.

1 pc = 3,26 ly = 30,857 x ' km

Povrchové teploty hizd souvisi se z&wym vykonem a velikosti hizdy. Na nich
zélezi, kolik energie prochazi jednotkou plochy ngbwu hwzdy a tedy i jaka je efektivni
teplota povrchu. Povrchové teploty se pohybuji zmezi od 2 000 K do asi 100 000 K.
Pritom na teplot zavisi také barva Redy. Nejchlad®jSi z&i nejvice v infrgervené
acervené&tasti spektra a nejteplejsi v modré a ultrafialsasti spektra.

Podle chemického slozeni rozliSujeme &zd; zda jsou sloZeny jen z vodiku a helia,
nebo zda obsahuji ¢2Si prvky, které musely byt vytieny v jinych h¥zdach. Podle toho se
hvézdy cli na dw populace:

Populace | pedstavuje mladSi ®edy, vytvadené z mezinkzdné latky obohacené
o &ZSi prvky neZz H a He. Hedy jsou sousedkny kolem roviny Galaxie.

Populace Il jsou starSi &xdy, vytvaené z fivodni materie, neobsahujiéZ&i prvky.
Vyskytuji se v celém objemu Galaxie.

5 Metody astronomického péizkumu

Pokud chceme o Rkedach zjistit vySe zmimé informace, musime pouZzitkteré
metody astronomického jmkumu. Ty zakladni jsou astrometrie, fotometrigpaksrometrie.

Astrometrie se pouziva prorgsné uteni polohy hézd (a dalSich objekj bud na
obloze, nebo v prostoru, pokudifeme zndtit i vzdalenost k objektu. Kro#uréeni polohy
dokaze astrometrie takéétit nékteré pohyboveé vlastnosti. Todxe byt uziténé napiklad
pro zji¥ovani hmotnosti.

Fotometrie se zabyva dfenim jasu h¥zd. Meti tedy swételny tok gichazejici od
jednotlivych he¥zd. Ufady hwzd neni tato hodnota stala, alehdy jsou promdinné. Variace
jasnosti pak mze odhalit mnoho z fyzikalnichéph ve hwzdé, ¢i napiklad odhalit
nerozliSitelného pirvodce, ktery htzdu olgas zakryva.

Spektrometrie je obor, ktery dokaze océ¢khdach odhalit nejvice informaci.fiP
spektrometrii se s#lo hvézdy rozklada na spektrum a préimje se intenzita jasu bedy
v jednotlivych vinovych délkach. P této metod je mozné odhalit chemické slozeni
v povrchovych vrstvach kedy, povrchovou teplotu, ale i tlak, velikost, matioké pole
a dalSi a dalSi parametry.

6 Klasifikace hvézd

Poté, co jsme si kezdy jednodusSe popsali,iheme je zé&t klasifikovat podle #iznych
vlastnosti. Pro ighlednou a jednoduSe zapamatovatelnou KlasifikamiZzigdme tzv.
Hertzprung-RusséV (HR) diagram. Tento graf ma na obou osach vyrnesekolik veli¢in,
které spolu souvisi. Na svislé ose Ize najfivfavykon a absolutni magnitudu, které spolu
Uzce souvisi. Na vodorovné ose je pak vynesenahova teplota, barva a spektraliida.

Hvézdy se v HR diagramu nevyskytuji vSude. Jsou &m nmista se zvySenou
koncentraci hézd a mista, kde se &dy nevyskytuji. NejvyrazfjSi oblast vyskytu je hlavni
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posloupnost, kde se vyskytuji dndy bihem hlavni faze Zivota. Nad hlavni posloupnosti se
nachazi oblastéervenych ohi a veleobli. Tam se tkteré hwzdy dostavaji v poziich
fazich svého Zivota. Ve spodiasti je pak oblast bilych trpasiikcoz je jedno z koncovych
stadii hezd, které potkd mimo jiné i naSe Slunce.

Spektralni itidy rozliSuji hwzdy podle zakladnich prikve hwzdnych spektrech, tedy
hlavre podle absorgnich ¢ar jednotlivych chemickych prik a také podle povrchové
efektivni teploty.

7 Vyvoj hvézd a ®snych dvojhwzd

Hvézdy vznikaji z obrovskych pracho-plynnych mlhovognaovanych molekulova
mratna. Nevznikaji osamoc&nale ve skupinach po desitkach a po stovkach. hateé
mratno mize byt velmi dlouhou dobu stabilni, sily které sggnazi rozptylit do prostoru,
jsou v rovnovaze s gravitai silou, ktera se ho naopak smazi kontrahovatpBbt® sily jsou
hlavre odstediva sila, tlak z&ni, turbulence, teplo a magnetickeé sily.

Spuséni kontrakce sedje teprve po vychyleni z tohoto rovnovazného stavaumize
zpasobit napiklad blizka exploze supernovy, tghod radzové viny na nébné hrag
spiralniho ramene galaxie, nebo srazka dnou madekah oblak.

Pri kontrakci nafista uvnit oblaku hustota a teplota, ktera kontrakci brzdila® se
proto musi ochlazovat, aby se mohl tilsmrgovat. O to se staraji hla¥rprachova zrna,
ktera vyzauji prebyt&nou energii jako tepelné igni.

ProtoZe oblak nebyl z patku zcela homogenni, vznikaji v oblaku hustSiga#tera se
smr§'uji rychleji neztidSi okoli. SmrBovani se fragmentuje, dokud nevzniknou grawita
centra, jednotlivych zarodkhvezd.

NejhmotrgjSi shluky, které mohou jeSurcitou dobu existovat jako prabxdy, maji
hmotnost Bkolik malo stovek hmotnosti Slunce. Jejich intemztteni vSak rychle nésta
natolik, Ze tlak z&ni €leso ogt rozmeta do prostoru.

Mladé olii hvézdy také kratce po svém vzniku odfouknou tlakerfeatpgebyte&ny
fidky material molekulového oblaku a odhali globulehustky okolo jednotlivych prakizd.
Po vyvoji vSech prahdzd ve he¥zdy vznikd otefend h¥zdokupa. H¥¢zdy v ni vSak nejsou
dostaten¢ gravitané vazané &asem se rozlétnou do prostoru galaxie.

Prah¥zdy se v H-R diagramu objevuji v pravé spodni poiavlsou to tedy chladné,
nefilis z&ici objekty, které zatim tgjen diky neustalému smi@vani. Takto se dostanou az
na Hyashiho linii, kde dochazi k ustaleg¢lesa protohyzd do hydrostatické rovnovahy. DalSi
Vvyvoj piesouva hvzdy na hlavni posloupnost. Na téchdy prenmenuji prevazrie vodik na
helium @i termojaderné reakci pojmenované proton-protontefzec (p-pretézec). Doba
piechodu na hlavni posloupnost zavisi na hmotnostidw Cim hmotrgjsi hwzdy jsou, tim
rychleji a vys na hlavni posloupnost se dostavaiji.

Osamocena héizda ma pak svoji zivotni drahudenou svoji hmotnosti. Ta duje
intenzitu reakci vnithwézdy, tim i zdéivy vykon acas, po ktery htzda z&. Hmotné h¥zdy
maji sice kratkou, ale velmi #igou existenci, na jejimz konci dochazi k exploapsrnovy.
Méné hmotné hézdy, podobné naSemu Sluncitzénnohonasobhmérg, ale mohou zé i
deset miliard let. Jejich konec neni tak dramatigioayodhozeni hornich vrstev jako planetarni
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mlhoviny z nich aAstava jen obnazené vyimbé jadro - bily trpaslik. Malo hmotrterveni

trpaslici pak se svoji energii velmi 8ed proto z& jen velmi nepatra Na oplatku v3ak
mohou zét dlouhé desitky miliard let a nakonec pouze zbasaniz by doslo k explozi.

vvvvvv

k pfenosu hmoty z jedné &xdy na druhou.

8 Zdroje energie ve h¥zdach

Zdrojem zdeni hvzd jsou termojaderné reakcéi kterych se pemenuji lehei prvky na
t¢ZSi. Ri tom se uvaiuje energie, kterd jednak jako elektromagnetickérdaoltiva €leso
hvézdy. DalSi¢ast energie odléta ve foémeutrin, které s hmotou interaguji jen velmi vaéacn
a tak ¥tSina této energie okam&ibpousti hezdu.

a mérk hmotnych hézd. Ri p-p fetzci se pemenuje vodik na helium. Aby k tomu doslo,
musi se nejiive srazit dva protony (jadra vodiku), které vyivoestabilni jadro deuteria
a uvolni se p tom pozitron a neutrino. Pokud se jadro deutefied svym rozpadem srazi
s dalSim protonem, vznika stale fegestabilni jadro helia 3He a gama foton. Kdyz Sakv
stihnou ped svym rozpadem srazit&jadra 3He, vznikne stabilni jadro helia 4Ha a avsk
dva protonyRetzec je dokoden a i kazdé z jeho srazek se uvolnila energie.

V piipadt, Ze reakce vytvd dostatek hélia a v nitru Bedy jeSt naroste teplota a tlak,
zanou se prosazovat dalSi reakce. S pomoci 3-alfayhdce zanou vzdy ti héliova jadra
spojovat do jadra uhliku. Nasledmitze u h¥zd, hmotrjSich nez Slunce fpvladnout
slozitjSi, ale také vydatfsi CNO cyklus.

Pokud maji h¥zdy dostat&nou hmotnost, mohou sediznymi reakcemi dostat az
k premené kiemiku na Zelezo. Jadro Zeleza je vSak poslednijepoz tvorlg se vytvdi
energie. Fuzni reakceZ8Sich prvk energii naopak spi#bovavaji a nelze je tedy vyuZivat
jako palivo. Pesto se tyto prvky vifrodk vytvari. Je to zejménaipexplozich supernov,ip

V™ s

a [¥i téchto reakcich séast energie supernovy naopak pohlcuje.

9 Zawér

Zakladni charakteristiky lzd pati do zakladniho astrofyzikalniho wddni. Nejen Ze
poskytuji vhodnou poidtku @i pozorovani h¥zd, protoZze je mozné je dikynto
charakteristikam rozliSovat a rdenovat, ale jejich poznani nam také poskytidedity vhled
do fungovani vesmiru ag@meny hmoty v gm.

10 Kontakt na autora

Bc. Ondej Trnka

Hvézdarna a planetarium Plze
trnka@plzen.eu
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ARCHIMED UV ZAKON

Josef VESELY

1 Uvod

Archimédiv zakon pafi mezi nejznarjsi fyzikalni zakony, jiz méhje znam rozdil
mezi laickou a odbornou verzi zakona. R&feSeni zajimaySich uloh s touto tématikou
,d& zabrat“. Pr¢ kvadr plove jenom v jedné poloze?

Pojd'me hledat odpasdi afeSit ulohy.

2 Formulace z&kona a jeho uZziti

,Laicka“ verze uvadi: ,Eleso pontené do kapaliny je nadlébvano vztlakovou silou,
kterd je rovna tize kapalinglesem vytlgené.”

Odborna formulace (n&pSvoboda, str. 124): N&léso pondené do kapaliny gsobi
hydrostaticka vztlakova sila, jejiz velikost se mavtize kapaliny stejného objemu, jako je
objem poneéenécasti tlesa.

V ¢em jsou hlavni rozdily? Prvni verze nebere v Gvapany sner tihy a vztlakové
sily. Dale v nadob pied vndgenim €lesa mohl byt mensSi objem kapaliny, nez je nasiedn
objem poneenécasti tlesa.

2.1 Ulohy o vztlakové sile

Priklad 1.

Jak velikou silou psobi na dno nadoby zavaZi o hus®1000 kg-m® o hmotnosti 0,50
kg, které je zcela poiteno do vody o hustdtL000 kg-1iv’. Tihové zrychleng = 9,8 m &

Reseni:

Oznaimep, = 5 000 kg-nt, m= 0,50 kgp = 1000 kg-m*,g=9,8 m-& F = ?

F =Fc —-FRz=mg —pVg = mg -pmg /p, = ma(l —plp,)

Numericky pro zadané hodnotf = 3,9 N

Priklad 2.

Hlinikové €leso je za¥Seno na silogru a zcela poneno do kapaliny o hustotl200
kg-nT. Dna nadoby ani & se nedotyka. Na silafru odeteme silu 2,0 N. Jak velkou silu
namsiime po vynéeni tlesa? Tihové zrychlegi= 9,8 m-5~

Reseni:

Oznaimep = 1200 kg-m®, F1 = 2,0 N,pa = 2700 kg-m® (MFCHT, str. 131)F,= ?

F1=Fc —Fvz=mg —pmg /pa

F2= FG: mg

Resenim soustavy dostaneme
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R

F, =
- 1= e
Pa

Numericky pro zadané hodndgg= 3,6 N

Dalsi ulohy Chytilova, str. 22 az 24.

2.2 Plovani a ponor &les

Je-ji hustotadlesa pongeného do kapaliny&Si nez hustota kapalinyléso klesne ke
dnu. Budou-li hustoty stejné&léso se v kapalihvolné vznasi. Je-li hustot&lesa mensi nez
hustota kapaliny¢teso setasténé vynaii a plove na hladih Stejné tvrzeni plati i pr@leso
v plynu, nap. ve vzduchu, pouze s tim rozdilem, Ze vzduch rtetuadinu, ale s vysSkou jeho
hustota klesa.

Priklad 3.
Diewveny Spalik plove na vodni hladitak, Ze % jeho objemu je vyfema nad hladinou.
Urcete ptimérnou hustotu Spaliku.
Reseni:
Ozname V; objem vyndené ¢asti, V, objem ponéenécasti SpalikuV objem Spaliku,
ps hustotu $paliku, hustota vogdy= 1000 kg-ITr.
Pri plovani platiFg = Fyz
mg 7 Vog
ps(Vit V2)=p V2
psV=p ¥aV
ps= Yap = 750 kg-1iv°
Primérna hustota Spaliku je 750 kg“in

2.3 Rovnovazné poloha plovoucihditesa

Co rozhoduje o tom, zda plovou@dso je v rovnovazné poloaselné, vratké nebo
stalé? Homogenni koule, kter4 plove na hladse niize libovolré ot&et, ,drzi* v kazdé
poloze. Homogenni kvadr se vZdiepraci tak, aby ne§si seény byly vodorovneé.

Poota@ime-li vySe uvedenou kouli, nezZm se poloha jejiho¢kiS& ani poloha &zist
ot&eni nevznika. Jedna se o rovnovaznou polohu vdjimoliferentni).

Jinak je tomu u kvadru. Plove-li kvadr na ,plocha“vychylime jej z rovhovazné
polohy, vytvdi tihova a vztlakova sila dvojici sil, jejiz momemaci kvadr zpt (viz obr. 1).
Jedna se o rovnovaznou polohu stalou (stabilni).
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Hladina

HMiudina

Obr. 2

Pokusime-li kvadr ,postavit“ na mensi zakladnu, dogd pevracet. B vychyleni z této
rovnovazné polohy vytud tihova a vztlakova sila ép dvojici sil, tentokrat jeji moment
uvadi kvadr do otdvého pohybu (viz obr. 2), kvadr séepraci do rovnovazné polohy stalé.
Pavodni rovnovazné poloha byla vratka (labilni).

Uloha k samostatnénteseni

Owite graficky vySe uvedena pravidla pro kvadr. Obyazestrojte pro kvadr o
rozmegrech 10cm x 6¢cm x 6¢cm o hustabvnajici se poloviéihustoty kapaliny.

Poznamka: Bastnici kempu pravidla G&gre ovefili.

3 Zawér

Z&ci si zopakovali Archiméos zakon a hlou§ji pochopili vyznam jeho formulace. Po
procviéeni je uziti zakona velmi jednoduché.

Bylo jim doporweno studium dalSich titlulz ,,Knihovni¢ky FO*.

4 Pouzité literatura
SVOBODA, E. Rehled stedo3kolské fyziky, 1. vydani Praha: SNP 1991 ISBN8-22435-
0

CHYTILOVA, M. Archimédav zakon, MAFY Hradec Kralové 1996
MIKUL CAK J. a kol. Dotisk 1. vydani Praha: SPN, 1988 1588-210

5 Kontakt na autora

Mgr. Josef Vesely

Gymnazium Jaroslava Vrchlického Klatovy
jvesely@gymkt.cz
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SLOZIT EJSi ULOHY Z DYNAMIKY

Josef VESELY

1 Uvod

Také ulohy z dynamiky jsou pravideélzaazovany ve vSech kolech séig fyzikalni
olympiady, mnohdy vyzadujittladné promysleni, proto je vhodné prdaviejich feSeni.
Ulohy ¢astotesime za zjednoduSujicictiedpoklad. Je v3ak takovéeseni pouzitelné? To
muze rozhodnout pouze experiment.

2 ZAKONY A PRAVIDLA
Klasicka dynamika vychazi z Newtonovych pohybovyékoni. Jedna se o 1., 2. a 3.
pohybovy zakon, nazo&rtéz nazyvané zakon setiwasti, zakon sily a zakon akce a reakce.
Druhy pohybovy zakon méa obegsi tvar
dp d(mw)
Cdr dr

pii konstantni hmotnos# = ma

2.1 Sila, rychlost, vykon
Priklad 1.

Letadlo o hmotnostin startuje rovnorrné zrychlenym pohybem na dragex dosahne
rychlosti o velikostiv. Vypagitejte velikost zrychlend, velikost ptimérné silyF, pramérnou
rychlostv,, maximalni vykon motorfy. Reste nejprve obeénpotom pro hodnotyn = 10 t,

s=300 my =60 ms™
Vysledky:
a=V/2s=6ms? F=m¥2s=60kN, vp=V/2 =30 ms %, Py =m-V/ 2s= 3,6 MW

2.2 Neinercialni vztazné soustavy

Neinercialni vztazné soustavy jsou takove, kde atedakon setrvanosti. Jedné se
napiklad o soustavy se zrychlenim vzhledeméjaké inercialni vztazné soustaw téchto
soustavachisobi nadleso o hmotnostin setrv&na sila

F_=-ma,

kdea je zrychleni soustavy.
Priklad 2.

Urcete zrychleni soustavy (viz obr.) a silu, kterdinaga¥s, m < my.
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a) Hmotnost kladky a z&su zanedbejte.
b) Kladku povazujte za valec o poldra r a hmotnostims. Tieni

neuvazujte.
c) Na zaklad mefeni rozhodte, zda jsou vypdtané hodnoty

zrychleni realné. Y )
Hmotnosti zavazi jsou 50 g a 70 g, hmotnost klgeky4 g,g = 9,8

m-s2. A A
Reseni: F, F,
a) Ok zavazi vykonavaji stejny druh pohybu a maji stejeliké

zrychleni, oba zasy jsou napinany stejrvelikou silouF,. Pro zrychlena

muzeme napsat vysledek (vychazejici z pohybové revnico celou

soustavu): Ig’ .

i F,
ﬂzFG:_Fm:EEm:_mﬂ v
My T 1, L 1

Sily napinajici z&ssy jsou vnitni sily, musime je hledat z &iith pohybovych rovnic,
nag.
'F;J - gnry = mya
B 2gmym,
Ciselrs a=1,6 m-§, F=0,57 N.
b) Kladka kona jiny druh pohybu nez zavazi, zap&é&ndilci pohybové rovnice, kde
je poloner kladky, J je moment setrvaosti kladky e Uhlové zrychleni kladky:

Fies —F_,_,: = m,a
(Fay — Epp)r =Je
Fo4 — Fzy = mya

~oir 1 - v~ ,
Pouzitim vztah j = -mr? a ¢ = = atfeSenim soustavy dostaneme

_ glmy —m,)
B 1
My T My T 5y
gmy (Emﬂ—%msj gm, EEmI—%mEJ
For = 1 BT 1
iy T, T 5y My T, T My

Ciselrt a= 1,3 m-&, Fy1= 0,56 N,Fp2 = 0,34 N.
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c) Na zéklad msteni drahy a&asu jsme uiili zrychleni soustavy 0,98 m?s

Prvni postup je tedy nepouzitelny, ve druhéiiipgt jiz dochazi ke shad pri
zaokrouhleni na jednu platnou cifru. Rozdil vzn#djména zanedbaninieti sily v ose
kladky, ktera jak vidno zcela zanedbatelna neni.

Priklad 3.
V kabirg vytahu je na silogru zavSeno &¢leso o hmotnostin. Siloner ukazuje siluF.

Uréezzte zrychlena kabiny. Pro numerick&eseni pouzijte hodnoty = 2 kg,F = 15 N,g = 10
m-s
Vysledek:|a] = |F/m—g| = 2,5 ms?

2.3 Valivy pohyb

Priklad 4.

,Spulka® s niti je za¥Sena za volny konec gitak, Ze pada svisle doh pitom se ni
odmotava. Utete zrychleni posuvného pohybu ,Spulky”. Které paetry ovliviwiji vysle-
dek? Odchylku rozmotavané #&itod svislého sgru, hmotnost ni, odpor vzduchu a
vztlakovou silu zanedbejte. Spulku povaZujte zewal

Reseni: ZapiSeme dpohybové rovnice gesime soustavu

. — F,=ma

%?=k

F. —F = ma

G_l’ ,a

%f——mr; ﬁ

mg — F, =ma £
%=—ma

3 2

=—gq =a=-—

g 5 Sﬁ

Zrychleni Spulky zavisi pouze na jejim tvaru. V3gechialcové Spulky padaji se stejnym
zrychlenim.
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3 Zawér

Z&ci si zopakovali a roz$ii metody reSeni Gloh v dynamice, progili feSeni Gloh o
zrychleném valivém a zrychleném &t@&m pohybu, se kterymi se malo setkavajiyuce
fyziky ve Skole.

Bylo jim doporieno studium jednotlivych titilz ,,Knihovnicky FO*.

4 PouZzit4 literatura
K pouziti literatury nedoSlo, ulohy byly vytieny autorem pro fyzikalni kemp pouze
s vyuzitim archivu autora.

5 Kontakt na autora

Mgr. Josef Vesely

Gymnazium Jaroslava Vrchlického Klatovy
Jvesely@gymkt.cz

SLOZIT EJSi ULOHY Z KINEMATIKY

Josef VESELY

1 Uvod

Ulohy z kinematiky jsou pravidetnzarazovany ve vsech kolech seig fyzikalni
olympiady, je proto vhodné proait jejich reSeni.

Pro usnadéni postupu fi feSeni &chto Uloh je¢casto mozné vyuzit diferencialni ¢,
seznamime se proto také s uzitim derivace.

2 Derivace v kinematice

2.1 Pojem derivace
Derivaci funkcef podle prominnéx definujeme jako limitu

af (x) Aflx

- = 1]I.I'[1-_'..£_;C _..’

ax

ve fyzicec¢asto pouzivdme derivace podbesu, potom

df(t) _ i Af(t)
far Ay=0 A
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Polohu hmotného bodu ve vztazné soustatrzeme utovat pomoci polohového
vektorur = (X, y, z).Okamzita rychlost hmotného bodu je derivace polého vektoru podle
¢asu a okamzité zrychleni je derivace okamzité psthpodlecasu:

Vzorce a pravidla pro derivovani funkci najdemefiidad v tabulkach.

2.2 Uziti derivace

Derivaci funkce mZzeme s vyhodou pouZit ndiglad pro nalezeni maxima funkce. Je-li
funkce na gjakém intervalu spojitda a hladka (zdecdstayto pojmy chapat intuitii), ma
maximum tam, kde je derivace nulova &ninznaménko z .+ na ,—".

Priklad 1.

Té&leso vrhneme svisle vahu pasateini rychlostivy o velikosti 30 ms v homogennim
tihovém poli o tthovém zrychleni 10 rf:.sUréete maximalni vysku vrhu.

Reseni:

Pro feSeni pouzijeme svislou vztaznou gs$ pa&atkem v mist startu orientovanou

smerem vzhiru. Pro zavislost s@adnicey nacaset a derivacly podlet potom plati:
1

V =1t —— t*
) 0 Eﬂ
dv

E=L’E — gt

Nulovy bod derivace je
g=20
g -
a znaménko derivace se v tomto baodkni z,+* na ,—"“.

Pro zadané hodnoty dosahglkeso maximalni vySky vase 3 s a vySka bude 45 m.

3 Dalsi ulohy z kinematiky

Priklad 2.

Detektiv Gtko m& za ukol najit vinika vifpact vazného ublizeni na zdravi, které
postihlo pana Roubka. Pan Rouldek byl nalezen v bezZdomi a s velkou bouli na hlawa
chodniku ped domem. Detektiv si vSiml, Ze nedaleko leZi ryzkictina. Jeho podeeni
jese zesilil fakt, Ze v Zadném okrkvétina® nechylsl. Ziejme jej vinik doplnil, aby zahladil
stopy. VySku padu kitin&e by mohl odhalit zaznam z kamery pani Zvidavévnipio patra,
kolem jejihoz okna musel ktin& prolett.

Urcete minimalni frekvenci snimani kamery pani Zvidgestlize maximalni vyska nad
hornim okrajem okna pani Zvidavé, ze které mokitikéc padat, je 22 meira vysSka okna je
180 cm. Pedpokladejte volny pad a tihové zrychlenéipgjte 9,8 m-g. Kamera snima prév
celé okno.
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ReSeni:

Aby mohla byt uwena vySka, musi byt Ktin& alesp@ na dvou nasledujicich
snimcich. Jistotu budeme mit, kdyz za ddbuezi nasledujicimi snimky urazi&inac drahu
4h menSi neZ je polovina vysky okda

Oznaimeh=22m,d=18mg=98m-& f="?

1 -
Ah =T +5 g7

vy = 4/ 2hg
o N
ReSenim kvadratické rovnice nalezneme vyhovujiégéko
—,/B8hg +./8hg + hgd
2g
Musi tedy byt

T =

Kamera musi ¢élat alespé 5 snimki za sekundu.

Priklad 3.

Osobni automobil o délce 5 m jede po dalnici rystild26 km-R. Fed nim jede
kamion o délce 15 m rychlosti 108 km:hlak dlouhou drahu pebuje osobni automobil
k predjizcni? RedjizcEni zaina 10 m ped kamionem a kaih 10 m za nim.

Reseni:

Oznamel;=5m,l,=15m,d=10 mv; =35 m-8,, v, =30 m-5', 5, = ?

Ulohu budemeesit ve vztazné soustakamionu.

s, = (v, —w,y )t

55 i+ 1,+2d
Wy — s Wy — 1
I,+1,4+2d
515 ui—u"j
Ciselrt 280 m
Osobni automobil peebuje k pedjizceni 280m.

r =

Priklad 4.

Automobil ujede XKast drahys, za dobu;, ve druhé&asti drahy ma mmeérnou rychlost
v, Jak dlouho trvala cela jizda, jestlizeiperna rychlost celého pohybu yg? Vypcitejte
celkovou drahu, rychlost na prvnim tseku a délkiného tseku. Ulohteste obech

[t=(S1—=Val1) / (VP —V2), S=51 + V2 (S1—Vpla) / (Vp—V2)]
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Priklad 5.

Autobus jede rychlosti;. Ve vzdalenostd je zn&ka omezujici rychlost n&. Reakni
dobafidice je t;. Urcete potebné piimérné zrychleni autobusa. ReSte nejprve obeén
potom pro hodnoty; = 72 kmh™, d = 100 my, =36 kmh™ t;=1s,

[a=(vi®=v?) [ 2(d—tiv1); 15/ 8 ms?

4 Zaver

Z&ci si zopakovali a roz¥ii metody feSeni uloh v kinematice, dale se seznamili
s novymi matematickymi pragtdky, které v mnohaifpadech usnadlji feSeni Uloh. Bylo
jim doporweno studium jednotlivych titilz ,knihovnicky FO*.

5 PouZit4 literatura
K pouziti literatury nedoSlo, ulohy byly vytieny autorem pro fyzikalni kemp pouze
s vyuzitim archivu autora.

6 Kontakt na autora

Mgr. Josef Vesely

Gymnazium Jaroslava Vrchlického Klatovy
jvesely@gymkt.cz

SUMAVA

Vaclav VETYSKA

1. Sumava-obecni charakteristika pohi Sumavy

Geografie, geologie, horniny, vodni toky, flora, ufia, osidleni, vysidleni,
pohran€i(1952-1990), konec hrafmiho pasma, zetdéIstvi, skl&stvi, lesnictvi, zajimavosti,
Sumavska nej, historie Kasperskych hor, literatn&uy ap.

2.Zavér
Prednaska probihalaébem cesty autobusem z Klatov déenkovy Pily. Zajem
Ucastniki kempu 2015 byl dostajici, celkem bylo asi okolo 10 dotak prednasce.

3 kontakt na autora
Vaclav VetysSka
vety@centrum.cz
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