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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
KEMP BIOLOGIE
SESLAPOVE POROSTY VE MESTECH NA PRIKLADU PLZNE

Zdettka CHOCHOLOUSKOVA

1 Uvod

Pro dnesni podobu mést je typickd prevaha tmavych vyhfevnych zpevnénych substrati
(Pysek, 1996), které vytvari zdsadni podminky pro existenci rostlinnych druhd, které se zde
z kamennych kostek. Pfevaha téchto substratti v kombinaci s lidskymi aktivitami (koncentrace
lidi do mést, pouzivani velkého mnozstvi vozidel), upfednostituje druhy, které sndseji
zhutnovani substratu, at’ uz chizi lidi, nebo sjizdéni vozidly. Takovym druhiim fikame
seSlapové druhy a porostim, ve kterych se vyskytuji seSlapové porosty.

Tyto porosty jednoletych nebo kratkoveékych druhii jsou fazeny ke ttidé: Polygono
arenastri-Poétea annuae Rivas-Martinez 1975 corr. Rivas-Martinez et al. 1991 (Chytry,
2009). Porosty jsou ¢asto vlivem zhutiiovani a narusovani rostlin mezernaté a pokud jsou tyto
vlivy velmi intenzivni, rostliny zde nejsou schopny rist, a tyto plochy zlstdvaji bez
vegetacniho krytu (PySek et Chocholouskova, 2004).

2 Rostlinné druhy vyskytujici se v seSlapovych porostech

Rostlinné druhy, které rostou v seslapovych porostech jsou vystaveny neustalému
narusovani nebo i celkové destrukci. Vyhodou je, Ze tato stanovisté jsou uZivna, a proto tyto
druhy mohou velmi rychle regenerovat. Patii mezi R (ruderalni) nebo SR (stres-ruderalni)
stratégy (Grimme, 2001).

2.1 Typické druhy seSlapovych porosti

Rostlinnych druhti, které jsou schopny riist na téchto stanovistich, je relativné malo.
Casto maji listy v listové riizici nebo jsou schopny velmi rychlé obnovy. Nasleduji piiklady
druhti, které dominuji na seslapovych stanovistich

2.1.1 Jilek vytrvaly (Lolium perenne)

Vytrvala nizkostébelna trsnata trava z ¢eledi lipnicovitych (Poaceae). V kvétenstvi
bezosinné klasky nasedaji uzsi stranou na vieteno lichoklasu. Roste hojné na seslapovych
stanovistich a dominuje v seslapovych travnicich. Casto se do méstskych travnikti doséva
jilek mnohokvéty (Lolium multiflorum), ktery ma pluchy dlouze osinaté.

2.1.2 Jitrocel vétsi (Plantago major)

Vytrvald dvoudéloZzna rostlina se Sirokymi Cepelemi listovymi z ¢eledi jitrocelovitych
(Plantaginaceae), které vytvafi listovou razici. V lidovém 1éCitelstvi se pouzivaji listy na
zastaveni krvaceni.
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2.1.3 Lipnice lu¢ni (Poa annua)

Nizkostébelna jednoletd trava z Celedi lipnicovitych (Poaceae) sjednou az dvéma
pfiosnimi vétvemi na bazi laty. Dokédze vytvofit béhem jedné vegetatni sezony i nékolik
generaci. Vyskytuje se na mistech, kde je vice vlhko.

2.1.4 Truskavec obecny (Polygonum arenastrum)

Druh fazeny do okruhu Polygonum aviculare agg. zceledi rdesnovitych
(Polygonaceae). Poléhava bylina s listy na hlavnich i postrannich lodyhach stejné velkymi
(Kubat, 2002). Dobiec snasi seSlap. V lidovém l1éCitelstvi se pouziva odvar z naté proti
zanétim mocovych cest.

2.1.4 Jetel plazivy (Trifolium repens)
Bile kvetouci plazivy jetel z ¢eledi bobovitych (Fabaceae) rostouci ¢asto v seslapovych
travnicich, které jsou ve méstech Casto n¢kolikrat roéné koseny.

2.2 Vybrané vzacnéjsi druhy seslapovych porosti
Na seslapovych stanovistich se uplatiuji i druhy, které casto prehlizime, ale jsou
nedilnou soucasti nasi kvéteny.

2.2.1 Mili¢ka mensi (Eragrostis minor)
Nizké trava z Celedi lipnicovitych (Poaceae) rostouci Casto i v zdmkovych dlazbach.
Tento druh dobfe snasi seslap a v poslednich letech se velmi $ifi.

2.2.2 Prutrznik lysy (Herniaria glabra)
Poléhava, nenapadna bylina z ¢eledi hvozdikovitych (Caryophyllaceae) rostouci jak ve
sparach dlaZebnich kostek, tak v zamkovych dlazbach.

2.2.3 Kurinka ¢ervena (Spergularia rubra)
Mala poléhava ruzové kvetouci rostlina z ¢eledi hvozdikovitych (Caryophyllaceae)
vyskytujici se na seSlapovych stanovistich.

2.2.3 Srucha zelna (Portulaca oleracea)
Zluté kvetouci rostlina z €eledi prvosenkovitych (Primulaceae) s duznatymi listy, které
se pouzivaly do salétil. Rostlina je ptivodni v zapadni Asii nebo severni Africe (Kubat, 2002).
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3 Zavér
Seslapové porosty jsou spolu se seSlapovymi travniky prevladajici vegetaci souc¢asnych
mest a zasluhuji nasi pozornost.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

KEMP BIOLOGIE

CISTIRNA ODPADNICH VOD PLZEN - EXKURZE
Jindiich DURAS

1 Uvod

Odpadni vody vznikaji ve méstech a obcich, v primyslu (potravinaisky, chemicky,
textilni...) 1 v zemé&délstvi (zejména chov dobytka, silazni §tavy). My jsme navstivili Cistirnu
odpadnich vod ve mésté¢ Plzen.

Komunalni (méstské) odpadni vody obsahuji Siroké spektrum znecist'ujicich latek, coz
je dasledkem toho, kde takové odpadni vody vznikaji: v domacnostech, hotelich a pradelnach,
V nemocnicich, oplachem stfech, chodnikli a ulic, v drobnych provozovnach (kadetnictvi,
lazné, autoopravna...). Velmi dileZitou znecistujici sloZkou jsou lehce rozlozitelné organické
latky (fekalie, zbytky jidla). Pokud se dostanou do feky ¢i rybnika, dojde k jejich rychlému
bakteridlnimu rozkladu. Pfi tom se béhem hodin az dni vycerpd veskery rozpustény kyslik,
ktery byl ve vod¢é obsazen a uhyne — snad kromé baktérii a nékterych druhti prvoki —
kompletné celé spolecenstvo organismu: ryby, larvy vodniho hmyzu, plzi, mlzi, raci...

Pravé na lehce rozlozitelné organické latky, které silné znecistovaly nase feky po
vétsinu minulého stoleti, je =zacilena technologie mechanicko-biologického ¢isténi.
Takovym typem Cistirny je i plzenska, ale patfi sem i napt. malé domovni ¢istirny pro jeden
rodinny domek.

2 Usporadani a funkce ¢istirny odpadnich vod v Plzni

Uspotadani plzenské Cistirny odpadnich vod ukazuje obr. 1.

Prvnim stupném ¢isténi odpadnich vod je MECHANICKA CAST. Zde jde v zasad¢ o to,
aby se odpadni voda zbavila necistot, které by v dal§im procesu zplsobovaly potiZe. Jedna se
o velké unasené nedistoty, které zachycuji tzv. €esle (papir, igelit...). Cesle jsou neustale
¢iStény pohybem mechanického zatizeni. Ziskany materidl, tzv. shrabky, pachne a je silné
infekéni (riziko prenosu bakteridlnich a virovych onemocnéni), proto se obvykle spaluje. Déle
se zachycuje Stérk a pisek, ktery se dostal do kanalizace z komunikaci. Oddéluje se od vody
Vv zafizeni, které se jmenuje lapa¢ §térku a pisku a pracuje na principu tzv. odsttedivek. Dalsi
vyuziti zachyceného pisku a §térku neni mozné — je to Cernavy, hnilobny material s rizikem
infekce. Skladkuje se na zabezpeCenych skladkach. Pak nasleduje usazovaci nadrz, kde se
odpadni voda jakoby zastavi, aby mohly lehké ne€istoty vyplout na hladinu (zejména tukové
castice) a t&z8i Castice, tzv. kal se usazuje na dné. Plovouci necistoty se z hladiny stiraji a kal
se Cerpa ze dna kalovymi Cerpadly. Kal se vede do valcovych vyhnivacich nadrzi, kde
vznika bakteridlni ¢innosti bioplyn. Ten se dale spaluje a ziskava se teplo k vyhiivani téch
vyhnivacich nadrzi a také k vyrobé elektrické energie v tzv. kogenerac¢ni jednotce.
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Administrativni budova: Akumulaéni destova zdrz

Reka Berounka, kam
velin a laboratoie

jsou vycisténé odpadni

Ochranna hraz vody vypoustény
Tudy jsme proti povodni
na éisvnrnu Cesle a lapace Vyhnivani kalu
prisli pisku

>

¥ -

® = Natok odpadni
= vody

Plynojemy na

bioplyn
Odtok
Dosazovaci vycisténe vody Kalolisy a odvoz
nadrze vyhnilého kalu
Provzdusiované

aktivacni nadrze 2 usazovaci nadrZe

Pak nasleduje BIOLOGICKA CAST, kde Vv aktiva¢nich nadrzich bohaté spolecenstvo
mikroorganismt rozklada organické latky. Protoze pii tom spotiebovavaji velké mnozstvi
kysliku, musi se intenzivné provzdusiiovat, ¢imZ se smés zaroveii i promichava. Cinnosti
bakterialniho spolecenstva vznikaji vlocky, které tvoii tzv. aktivovany kal. Kal obsahuje
Siroké spektrum bakterii, ale také bezbarvé bicikovce, lezouci, piisedlé i volné plovouci
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nalevniky, ménavky a Casto i vifniky, hlistice, bfichobrvky, malostétinaté ¢ervy ¢i masozravé
(karnivorni) houby. V aktivovaném kalu maji byt zfetelné vidét vlocky, které se dobie
usazuji, a jeho barva ma byt syt¢ hnéda a ma se vyznacovat zemitym pachem (¢i vini?). Pak
se jedna o zdravy a dobie Cistici kal.

Zaveérem procesu Cisténi, kdyz uz mikroorganismy odvedly svoji praci, se opct uplatni
MECHANICKA CAST. V dosazovaci nadrZi se nechavaji vlocky aktivovaného kalu odsadit
a vycCisténa odpadni voda se pak muze vypustit do feky. Na odtoku se kontroluje mnozstvi
i kvalita vycisténé odpadni vody. Aktivovany kal, ktery se v dosazovaci nadrzi odsadil, se
vraci i se vSemi piisedlymi organismy zpét do biologické casti (aktivacni nadrz), ale protoze
potad roste a pribyva, urity podil se ho stale musi ze systému odstranovat. Tento piebytecny
kal se nechava ve vyhnivacich nadrzich vyhnit spolu s kalem zusazovacich nadrzi.
Aktivovany kal se ale mize — pokud neobsahuje néjaké Skodlivé latky, tfeba tézké kovy
(olovo, kadmium) - také kompostovat a vyuzivat k rekultivacim, pfipadné se muze po
odvodnéni spalovat.

3 Otazka dest’ovych vod

Kdyz ve mésté zacne prset, ze zpevnénych ploch (chodniky, silnice, stfechy, namésti,
parkovisté...) voda rychle stéka do kanalizace. Samoziejmé by se rozsah zpevnénych ploch
mél omezovat a voda by se méla nechat zasakovat, aby ji pak mohly vyuzivat stromy a svou
evapotranspiraci (odpafovanim) klimatizovat nase mésta. To se u nés ale zatim moc nedafi,
takze destova voda, co omyla méstsky povrch, vtrhne plnou silou do kanalizace. Tam za¢ne
unaset vSechny usazené necistoty a spolu s béznymi splasky, které tecou Vv kanalech, kdyz
neprSi, vSechno uhani na cistirnu. ProtoZze ale vody ze zpevnénych ploch odtéka velké
mnozstvi, kanalizace by se zahltila. Proto se ¢ast odpadni vody tzv. odleh¢i nejblizsi cestou do
feky nebo méstského potoka. Ta voda je zne€i$ténd a ndrazové ji teCe spousta. Proto je tieba
meéstsky potok velmi prohloubit a nejlépe 1 naptimit, aby ten ptival viibec pobral. Jak je vidét,
tak kdyZ $patné€ hospodaiime s destovou vodou, musime nésledné znicit i potok. Je to fetézeni
negativnich vlivll. Misto abychom zlep$ili pfi¢inu, snazime se nasledky vylepSovat ni¢enim
dalsich ¢lank.

Nejvice odpadni vody se vzdycky odlehcuje tésné pied Cistirnou, aby ji néhly piival
nezatopil, protoZze pak by nefungovala nejméné cely dalSi mésic. V minulosti pravé
nasledkem toho, Ze do Berounky pod Plzni pronikl velky ptival odpadnich vod, uhynulo
nékolik tun ryb. Baktérie ve vodé totiz zaCaly organické znecist'ujici latky rychle rozkladat,
spotfebovaly vSechen kyslik rozpustény ve vod¢ a nestésti bylo hotovo.

Plzen je jedno z méla mést u nas, kde je Cistirna vybavena velkymi destovymi zdrzemi
(na obrazku Cervené). Tyto zdrze dokdzou za deSté zadrzet prvni piival odpadnich vod
zenoucich se na Cistirnu. Pravé tento prvni piival je nejzneciSténgjsi a udélal by v fece nejvic
Skody. KdyZ uz jsou kanalizacni stoky proplachnuté, znecisténi unaSené srazkovou vodou
neni tak velké a fece nezbude, nez si s nim n&jak poradit — a Berounka to celkem zvlada.
Znecisténad voda zachycena v destoveé zdrzi se po desti pomalu piicerpava k bézné odpadni
vodg¢, kterd ptitékd na Cistirnu, a Cisti se béznym zpiisobem.

Spravné by kazdé — i malé — mésto mélo byt vybaveno destovou zdrzi. S odpadnimi
vodami se totiz do potoki a fek dostava kromé jiného znecisténi také slouceniny fosforu, tedy

vvvvv

vvvvv
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Cistirna
odpadnich vod

Zatsténi odpadnich
vod do Berounky

Lo 57
D 25
4 *
B

p \\,

Obr. 2
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a Berounky Hrad’ecky p?tOk',
Odlov vzorkii prohlidka méstské
makrozoobentosu vodotece a odbér

vzorkiu
makrozoobentosu

Po prohlidce Cistirny méstskych odpadnich vod pokracovala exkurze podél biehu feky
Berounky (obr. 2). Zastavili jsme se v misté, kde vtékala vycisténa odpadni voda z Cistirny do
feky. V fece pod vyusti nebyly vidét zddné Sedobilé bakterialni ndrosty, kde by nasvédcovaly
tomu, Ze voda je vycCiSténa nedostatecné, nebo Ze G€innost ¢isténi je promeénliva (=nékdy tece
1 voda znecisténd). Byly dokonce pozorovany ryby (patrné jelci nebo plotice), jak se snazi
dostat proti proudu odpadni vody. Ziejmé& se chtély dostat za potravou a obohatit sviyj
jidelni¢ek o larvy pakomart, které se v narostech na kamenech ¢i betonovych sténach hojné
vykytuji.

Cestou byl pfedveden odlov bezobratlych organismi obyvajicich dno feky, tedy tzv.
makrozoobentosu. Naloveny material se prohlizel na misté pouze zbézné¢ a podrobnéji az
Vv laboratofi.
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4 Drobny méstsky potok — pozorovani a odlov bentickych organismu

Hradecky potok je typickou drobnou méstskou vodoteci. Jeho koryto je ve znacné délce
upravené: zahloubené, napfimené a opevnéné (dlazba). Spolecenstva Zijici v tomto potoce se
musi vyrovnavat s velkou rozkolisanosti prutoki, protoze sem jsou svedeny také vody, které
po destich stékaji ze zpevnénych méstskych ploch. Tyto nepiiznivé podminky nedokéze
vydrzet kazdy organismus. Proto zde spolecCenstva byvaji druhové chudéd, omezend na tzv.
euryekni neboli eurytopni druhy organismi. Tedy na ty, kteti se dokdzi ptizptsobit velkému
rozpéti zivotnich podminek, dokonce i jejich stfidani, jaké v méstském potoce zazivaji.
zarovenn musi Celit niz§i a malo pestré potravni nabidce, nedostatku vhodnych habitati
(stanovist) a stressu z nahlych vysokych prutokt, které odplavuji vétSinu jejich biomasy.
Spolecenstva zde tedy byvaji chudé 1 pocetné. Druhy naro¢néjsi zde prosté Zit nemohou.

Je vidét, jak je dalezité rozumné a promyslené hospodafit s vodou ve méstech. Vodu je
titeba co nejvice nechat zasakovat, aby mohla byt rostlinami vyuZivana, az uz ddvno nebude
prset — nam se za to odvdéci zlepSenim klimatickych podminek v horkych letnich dnech. Je
tteba omezovat rychly odtok tim, Ze nebudeme bezmyslenkovité rozSifovat zpevnéné plochy.
Kdyz se nam to bude dafit, mizeme zacit navracet méstské potoky do pfirozen¢ho stavu,
ktery bude nejen dobfe vypadat, ale umozni také Zivot bohatSich spolecenstev vodnich
organismd.

Obr. 3: Pozorovani na Hradeckém potoce a odlov makrozoobentosu.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

KEMP BIOLOGIE

MAKROZOOBENTOS TEKOUCICH VOD

Lubo$ ZELENY

1 Co jsou to bentické organismy

Bentos je biocendza vazana na podklad. Bentos tekoucich vod tvofi nejrizngjsi
mikroorganismy (bakterie, houby), autotrofni organismy (sSinice, fasy, mechorosty, cévnaté
rostliny) a Zivo¢ichové (zoobentos). Sinice a fasy, ptipadné mechy spolu s dal§imi organismy
vytvareji narostova spoleéenstva — perifyton (epiliton). Jejich sloZzeni a umisténi na povrchu
podkladu se lisi podle svételnych, proudovych, teplotnich a dal§ich existen¢nich nérok.
Perifyton podstatné neovliviiuje proudové a pratokové poméry toku, na rozdil od vodnich
makrofyt, které se podileji na mechanismech pretvaiejicich dno. Makrofyta rovnéz vytvaii
vhodné¢ podminky pro pfichyceni a uUkryt jinych organismii. Nejcastéji hovoiime
o makrozoobentosu, coz jsou organismy vét§i nez 2 mm.

2 Odbér vzorku bentosu v tekoucich vodach

Odbér bentosu v tekoucich vodach zahrnuje odbér v broditelnych tocich a ptibiezni
(litoralni) c¢asti nebroditelnych povrchovych vod. Vzorkovaci metoda je zaloZzend na
tzv. multihabitatovém odbéru, pii kterém jsou jednotlivé habitaty (kupt. mél¢ina, proudici
voda, vodni rostliny, bfehova hrana...) vV toku vzorkovany tmérné podle jejich vyskytu
v odbérovém useku toku. Standardni doba odbéru jsou 3 minuty, pouZziva se ruéni bentosové
sité¢. Do celkové doby odbéru se zapocitava pouze Cas, po ktery je dno rozrusovano, jsou
promyvany rostliny atd., ¢as straveny ptrechdzenim mezi odbérovymi misty neni do doby
odlovu zapocitan. Pfed vlastnim odbérem se vytipuji vSechny habitaty vyskytujici se
v odebiraném Useku a odhadne se jejich ploSny podil z celkové plochy dna odbérového tseku
(v procentech). Pfi odbéru vzorku je pak kazdému habitatu vénovan odpovidajici podil
celkové doby odlovu. Pfi odlovu se postupuje smérem proti proudu feky, aby se nenarusovala
jesté neprozkoumand plocha. Odbérova sit’ je postavena spodni stranou rdmu na dno
a substrat pied siti je rozruSovan nohou nebo rukou do hloubky 5 - 10 cm (kick sampling).
Uvolnéné organismy jsou splavovany proudem vody do sité. Do sité jsou rovnéz opirany
ponoiené vodni rostliny, listy suchozemskych rostlin splyvajici do vody, kofeny stromt, vétve
apod. Vyskyt prisedlych organismi je tieba dodate¢né kontrolovat prohlizenim kameni
a jejich pfipadnym omytim rukou. V mistech s neznatelnym proudem a bahnitym dnem, je
mozné rozrusit dno nohou a pak nad nim aktivné pohybovat siti.

10
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Obr. 1 Odbér vzorku makrozoobentosu za pouZiti ru¢ni sité
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3 Makrozoobentos tekoucich vod

Druhové slozeni makrozoobentosu tekoucich vod je daleko pestiej$i nez ve vodach
stojatych. Rozhodujicim faktorem, ktery urcuje druhové slozeni a dynamiku bentosu je
rychlost vodniho proudu. Zivotu v rychlém proudu jsou Zivogichové rtizné adaptovani. Cim
prudsi je proud, tim dokonalejsi jsou rizné organy a zafizeni umoznujici zivot 1 v nejprudsich
petfejich a vodopadech. Dokonalymi télnimi organy jsou riizné prisavky (zastupci rodu
Liponeura), lepivé zlazy muchnicek, n€ktefi zivocichové si stavi rizné schranky a trubicky
(chrostici a pakomati), mnohé jepice maji uzpusobeny proudu i celkovy tvar téla. Naproti
tomu zivocichové zijici v klidné vod¢ za kameny, pod kameny a v trsech vodnich rostlin nebo
Vv profilu dna se bez adaptaci na proudéni obejdou.

Obr. 2 Nejobvyklejsi formy bezobratlych a jejich adaptace k Zivotu ve vodé

1. Bruslafi (syn. pleuston, napf. bruslarka) Ziji na povrchu
vody a lovi organismy vyskytujici se na hladiné

2. Plankton* (napf. koretry, koméfri larvy), Zijici ve volné
stojaté aZ mirné tekouci vodé

3. Ruzni Zivocichové (napt. znakoplavka, potapnici) Zijici
v pomalu tekoucich vodéch a tiinich cerpaji kyslik na
vodni hlading, v pfipadé vyruseni plavou a potapéji se

4. Plavci (napf. nékteré jepice) se obvykle pridrzuji kament
nebo vegetace, jsou také schopni preplavat kratké tseky

5. Pridrzovaci (napf. nékteré jepice, muchnicky, pijavky, ka-
momil), jejichz morfologické a dalsi uzptisobeni pro udr-
Zeni se v rychlém proudéni — zplosténi téla, lepiva vlak-
na, drapky, pfisavky aj. — umoziiuje pfipevnit se v rychle
tekoucich tocich na podklad

6. Lezci (napf. mnoho 3idélek, larvy vazek, nékteré jepice)
obyvaji povrch makrofyt nebo povrch jemnych sedimentti

7. Splhadi (napt. vazky) obyvaji vegetaci, kofeny stromt
a ve vodé ponofené vétve a pohybuiji se po jejich povrchu

8. Hrabadi (napt. éervi, mlzi, nékteré jepice, pakomafi) Ziji
v sedimentu, mohou ale také tunelovat chodbicky v rost-
linnych pletivech i dfeveé

* Pozn.: V obvyklém pojeti jsou typickymi predstaviteli planktonu perloocky a buchanky.

Zdroj: http://hgf10.vsb.cz/546/Ekologicke%20aspekty/loticky system/biotopy.htm
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Zpravidla nejvice byvaji osidleny kameny o praméru 15-20 cm. Makrozoobentos povrchu
kamend tvoti larvy jepic (Baetis, Oligoneuriella), muchnicek, pakomart, chrostikti (Anabolia,
Silo), plzi (Ancylus, Bythinia), ptisalky, brouci (¢eled” EImidae). Spodni ¢ast kamend osidluji
prvoci, ploché kolonie hub, mechovky, plosténky, pijavice, plzi, korysi (Asellus, Gammarus),
jepice (Ecdyonurus, Epeorus), posvatky (Perlidae, Leuctridae), chrostici (Hydropsychidae,
Rhyacophilidae), plostice, vodule. Nékteré druhy ziji na obou stranach kamend, jiné ptelézaji
na horni stranu v noci nebo pii nedostatku svétla. Zoocendzy pisCitého dna jsou druhové

1 pocetné nejchudsi.

Obr. 3 Rozmisténi bentickych organismu

Simuliidae

Chironomidae
Nematoda
Ephemeroptera

Coleoptera
Trichoptera
Amphipoda

——— Rhagionidae

Tipulidae
e, 00Stropoda

A) na kameni v proudu:

a larva posvatky, b larva jepice, ¢ plosténka, d pijavky, e larvy pakomart v rourkach
z bahna, f larvy chrostiki, g larvy muchnicek, h kukly chrostikd, i lezouci larva

chrostika v piskové schrance

B) na porostech mechu pramenicky (Fontinalis)

Zdroj: http://hgf10.vsb.cz/546/Ekologicke%20aspekty/loticky system/biotopy.htm
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Béhem terénni exkurze byl odbér vzorku bentosu proveden na fece Berounce v profilu
u kostela sv. Jifi na Doubravce a na Hradeckém potoce, malém ptitoku Berounky, ktery se do
ni vléva z pravé strany zhruba 500 m pod kostelem sv. Jifi. Uéelem odbéru vzorku na dvou
naprosto odlisnych lokalitich bylo prezentovat studentim rozdil ve slozeni a struktuie
jednotlivych zivych organismu.

3

4 Zastupci makrozoobentosu nalezeni v Fece Berounce
Annelida (krouzkovci)
Oligochaeta (maloStétinatci)

Eiseniella tetraedra (zizala obojzivelna) - zije ve vlhké padé, mocalech, na biehu fek
1 pfimo ve vod¢

Mollusca (mékysi)

Sphaerium corneum (okruzanka rohovita) - vyskyt v zivinami bohat$ich (Casto i organicky
znecisténych) vodnich tocich, kanalech, tnich
a rybnicich. Odolny proti organickému znecisténi.

Pisidium sp. (hrachovka) - Vv tekoucich vodach pod kameny

Diptera (dvoukiidli)

Simulium sp. (muchnicka) — ziji c¢asto v koloniich, lepivé zlazy; v dospélosti znacné

nepiijemny hmyz
Chironomidae gen. sp. (pakomatfi) — pocetna skupina druhti, obtizna determinace; oblibena
potrava ryb; vyssi Groven zne€isténi toku

Trichoptera (chrostici)

Hydropsyche angustipennis — bé&zny druh v potocich a fekach pahorkatin a niZin, nestavi si
schranku; snese vyssi organické znecisténi

Hydropsyche pellucidula — vyskyt podobny piedeslému druhu; vytvaii sité v proudnych
usecich toku, do kterych chyté4 potravu

Ephemeroptera (jepice)
Baetis vernus - bézny druh pod kameny v tekoucich vodach

Potamanthus luteus — bézny druh jepice, ktery se vyskytuje ve vétsich vodnich tocich

14
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5 Zastupci makrozoobentosu nalezeni v Hradeckém potoce
Annelida (krouzkovci)
Hirudinea (pijavice)

Erpobdella octoculata (hitanovka bahenni) - pomalu tekouci a stojaté vody, pod

kameny; jedna z nejhojnéjsich pijavic

Obr. ¢.4 Erpobdella octoculata Obr.¢&.5 Ancylus fluviatilis

Erpobdella vilnensis — snese i vétsi Giroven organického znecisténi

Mollusca (mékysi)

Ancylus fluviatilis (kamomil ti¢ni) - rychle tekouci vody, na kamenech; adaptace ulity
pro Zivot v proudu

Crustacea (korysi)

Asellus aquaticus (beruska vodni) - velmi bézny druh tekoucich i stojatych vod, pozira
rostlinné zbytky, snese vysSi uroven organického
zneCisténi

Diptera (dvoukiidli)

Chironomidae gen. sp. (pakomatfi) — pocetna skupina druhti, obtizna determinace; oblibena
potrava ryb; vyssi Groven zne€isténi toku

Ephemeroptera (jepice)

Baetis rhodani -bézny druh pod kameny v tekoucich vodach

15
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T
Obr. ¢.6 Jepice rodu Baetis
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

KEMP BIOLOGIE

EDAFON
Michal MERGL

1 Uvod
Edafon je pojem, kterym se oznacuje spolecenstvo organismu Zijici v pade¢.

2 Obecna charakteristika

V pid¢ nachazime bohaté spoleCenstvo organismut, které z rozvétraného horninového
podkladu a mrtvé organické rostlinné 1 Zivoc¢isné hmoty na zemském povrchu vytvaii padu.
Velikost téchto organismii se pohybuje od tisicin milimetru do desitek centimetrti a podle této
velikosti se rozliSuje na mikrofloru a mikrofaunu — mezofaunu - makrofaunu - megafaunu.
Hranice mezi mikrofaunou a mezofaunou je 0,2 mm, mezi mezofaunou a makrofaunou 2 mm,
Mikrofléru a mikrofaunu tvoii pfedevsim bakterie a aktinomycety, mezofaunu a makrofaunu
tvofi razni ¢lenovci, krouzkovei a mekkysi. Nékteré skupiny zivocichll zasahuji i do vice
velikostnich kategorii.

3 Priprava preparatu

Pro ziskéani vzorku zivocichu tvofici mezo- a makrofaunu je vyhodné pouzit hrubsi sito (pii
vyzkumu se pouziva tzv. prosivadlo), ptes které je listovka a svrchni vrstva plidy piesata. Na
svétlém podkladu se z propadaného materidlu rozebéhnou rizni pidni Clenovei, které se
meékkou pinzetou vlozi do Petriho misek nebo se usmrti a alkoholu. K pozorovani je vhodné
binokularni lupa. Pokud nechdme na sus$im podkladu hromadku prosaté piady, zivocichi se
soustfedi do stfedu spodni vrstvu, ve kterém je vzorek nejméné proschly.

Pro skutecné odborné studium se pouzivaji tzv. xeroeklektory. Jedna se o nalevku, ve které se
umisti na sitku vzorek pidy. Jak pida svrchu prosychd, pidni fauna se stahuje je ke dnu
nalevky, kde pak propadava do pod nalevkou leZici misky s fixa¢ni tekutinou.

4.1 Autotrofni organismy

V plid¢ je jen mensi mnozstvi fotoautotrofnich organismitl, protoZe s vyjimkou svrchni vrstvy
pudu chybi dostatek svétla pro fotosyntézu. Potravni fetézce jsou zaloZeny na vyuzivani
mrtvé, predevS§im rostlinné organické hmoty. Tato hmota je rozmélfiovana makrofaunou
(mnohonozkami, stejnonozci, hmyzem), jejimz trusem (stale s dostatkem Zivin), se Zivi mensi
pudni ¢lenovci (chvostoskoci, rozto¢i). Postupné se k této organické hmot¢ dostavaji bakterie,
aktinomycety a houby. Toto skupiny rostlinny detrit a trus mineralizuji na zakladni prvky,
které jsou nasledné vyuzivany rostlinami. Na tyto saprofagy - detritofagy jsou vazani dravci.
Predaci na drobnych pldnich ¢lenovcich provadéji stonozky, piidni klepitkatci (pavouci,
Stirci, rozto€i), larvy 1 imaga hmyzu, drobni dravi plzi a plidni hlistice. Do slozitych
potravnich vztahli zasahuji 1 paraziti na rostlindch (hlistice) nebo na ¢lenovcich (roztoci).
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Slozité potravni vztahy, saprofagii, mikrofagii, predaci 1 parazitismus nalezneme také na
velikostni rovni mikrofauny mezi ptidnimi prvoky.

3

4.2 Prvoci

Z prvokli nalezneme ve svrchni vrstvé pidy rizné zastupce bicCikovcl (Mastigophora),
kofenonozcti (Rhizopoda) a obrvenych (Ciliophora). Jejich Cetnost a druhové zastoupeni
kolisd v zavislosti na slozeni, teploté¢ a vlhkosti pidy. Jsou zde 1 velké sezonni rozdily,
s maximem vyskytu v letnich mésicich nebo mésicich se siln€j$imi destovymi srazkami. Pti
vyschnuti se prvoci chrani encystaci. Pidy vlhké, s mechovym nebo raselinikovym porostem
hosti zastupce riznych tzv. krytenek. Z prvokd jsou pro pidu charakteristické ménavky
(Amoeba). Z obrvenych jsou v pidé predesim bobovky (Colpoda). Ve vlhké pudé a porostech
raseliniki  jsou hojné rizni formy kofenonozcli s organickymi nebo aglutinovanymi
bankovitymi schrankami (Centropyxis, Trinema, Corythion, Difflugia, Nebela aj.), kieménky
(Euglypha) a stitovky (Arcella). Pocty jedincii se pohybuji az ve statisicich na 1 cm®. Nejvice
prvoki Zije v malé hloubce, mezi 5 az 20 cm.

4.3 Mnohobunécni

4.3.1 PloSténky

Plosténky jsou drobni bezobratli s télem vyplnénym parenchymem. Maji zlaznatou obrvenou
pokozku, kterd nesnasi vyschnuti. Jsou dravé, svoji kofist vysavaji pomoci jicnu. Jejich
velikost se pohybuje mezi 0,2-2 mm. Z vétsich druhti je mozno u nas ve vlhké pudé potkat
plosténku lesni (Rhynchodesmus).

4.3.2 Hlistice

Hlistice jsou drobni valcoviti zivoCichové s télem vyplnénym tekutinou v télni duting.
Pokozku maji krytou odolnou kutikulou. Jsou schopni mrskavych a spiralnich pohybti, nebot’
maji jen podélné pruhy svaloviny prochazeji celym télem. Potravu nasavaji svalnatym jicnem,
ktery pokracuje jednoduchym sttevem v ose téla. Pohlavi maji oddélené.

Piidni hlistice jsou viibec nejpocetnéjsi skupinou pudnich organismi. Parazituji na kotfenech
rostlin, jsou v8ak 1 saprofyti nebo dravci lovici prvoky, virniky, Zelvusky a jiné mikroskopické
pludni Zivocichy.

Délka té€la hlistic se pohybuje obvykle mezi 0,5 — 2 mm, jsou bélavé nebo prisvitné. Maji
schopnost piezivat i v pidach s nedostatkem kysliku, napt. v siln¢ podmacenych ptadach.

4.3.3 Krouzkovci

Krouzkovci jsou vélcoviti segmentovani zivo€ichové s pravou télni dutinou, neodliSenou
hlavou a s fitnim otvorem v poslednim ¢lanku téla. Jsou u nas zastoupeny malymi, jen 3-20
mm dlouhymi bélavymi roupicemi (Enchytraeidae) nebo vétsimi, vétSinou fialov€é nebo
ruzoveé zbarvenymi zizalami (Lumbricidae). Krouzkovci jsou detritofagové, ktefi se zivi
listim. Zizaly dobfe zpracovavaji listi z olsi, javord lip, jilmi a jasani zatimco dubové,
bukové listli zpracovavaji htife a jehlici nejsou schopné zpracovavat vibec. Listi zatahuji do
chodbicek, které vrtaji do zemé&. Trus roupic a zizal je dilezitym zdrojem potravy pro mensi
pudni ¢lenovce, zejména chvostoskoky a roztoce.

Hloubenim chodbicek, zatahovanim listh a ponechdnim trusu v chodbic¢kach Zzizaly
provzdusnuji padu, umoznuji zatékani vody do plidy a vtahuji organickou hmotu do hlubsich
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vrstev pudy. Ze Zzizal jsou u nas Casté zizaly Lumbriculus terrestris, Allobophora longa
a Octolasius.

3

4.3.4 Mékkysi

Ve svrchni vrstvé pidy a mezi spadanymi listy se vyskytuji nékteré druhy mekkyst, spise
s ulitami mensi velikosti. Typickymi zastupci jsou na rozkladajicim se dievu jsou zastupci
vrasenek (Discus rotundatus, D. ruderatus), nékteré zavornatky (Balea biplicata), vzacnéji
i velmi drobné druhy jako bodénka (Punctum pygmaeum) nebo kuzelik (Euconulus).
V susSich puadach se vyskytuji dosti odlisna spoleCenstva, piedevsim s rody trojzubka
(Chondrula tridens) a udolnicek (Vallonia). K vyslovené pidnim podzemnim druhiim patfi
bezocka (Caecilioides acicula), ktera vyhledava teplejsi bazické puady.

4.3.5 Clenovci
Clenovci jsou tvarove i druhove asi nejpocetnéjsi skupinou edafonu.

4.3.5.1 Klepitkatci

Z klepitkatcti (Chelicerata) se v pudé v listovce vyskytuji stirci (fad Pseudoscorpiones), ktefi
pomoci klepitek na makadlech lovi drobné piadni &lenovce. Stirci se vyskytuji zejména
v mechu a v sussi listovce na povrchu pudy.

V sutich a mezi listy I1ze nalézt ploSika (Trogulus), zlaznatku (Paranemastoma) a nékteré
dalsi zastupce sekact (f4d Opilioides). Od pavoukli se sekéaci liSi dlouhyma nohama,
vakovitym télem bez stopky a oénim hrbolkem na pfidi téla. Sekéci se pohybuji mezi listim,
na kiife stromli a na niz8i vegetaci, nezalézaji do hlubsich vrstev pidy. Zajimavé druhy se
vSak vyskytuji ve Stérbinach skalnich suti.

Pavouci (fad Araneida) jsou zastoupeni velkym poctem dravych druht, které lovi v listovém
opadu a na povrchu pidu. Z hlediska tvorby pid maji maly vyznam. Néktefi si tvoii z
pavuciny zapiedky a kokony pod kameny, kiirou a padlymi kmeny stromil. Plidni druhy maji
nejcastéji hnédé nebo Cerné zbarveni, maji mensi velikost a n€kdy 1 zajimavé tvarovanou
hlavohrud’ s riznymi vyvySenymi o¢nimi hrbolky. SloZeni pavouli zvifeny je silné zavislé na
sloZeni listového opadu.

Rozto¢i (fid Acarina) jsou velmi pocetni v lesnim edafonu, ve kterém tvoii az 70 %
mezofauny. Jsou zastoupeni i parazitarnimi formami. Cizopasi na hlodacich, hmyzozravcich a
hmyzu, zejména stevlicich a koprofagnich broucich. Velmi ¢astou skupinou jsou panciinici
(Oribatei). Jsou to kuloviti, ¢erni nebo hnédi roztoci se silnou kutikulou. Jsou vyznamnymi
tvirci humusu. VétSina panciinikii zpracovava listi, ve kterém jsou schopni chelicerami
odstfihavat kousky epidermis a vybirat listovy parenchym. Jini poziraji houbové vldkna, nebo
se zivi mrtvymi chvostoskoky. Rozmélnovanim rostlinného materidlu vytvaii prostfedi pii
¢innost bakterii a aktinomycet. Pocet druhti panciinikli na konkrétnich biotopech mutize byt az
z tadu desitek nebo prvnich stovek. Jsou dilezitou skupinou v kolobéhu dusiku v ptadeé.

4.3.5.2 Korysi

Z korysu jsou v pudé hojni jen stejnonozci. Nemaji sice velky vyznam, ale na nékterych
mistech mohou pomahat pfi rozmélnovani rostlinné hmoty, listi i dfeva. Nemaji schopnost
rozkladat celulézu, avSak rostlinnou hmotu rozmélnuji pro dalsi skupiny Zivocichti v pudé.
U nas bézné druhy patii rodim Oniscus, Armadilidium, na vlhkych mistech je bézna stinka
Trachelipus.
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4.3.5.3 Stonozkovci

Stonozkovci (Myriapoda) jsou vzdusnicovci S valcovitym protazenym télem krytym nejcastéji
hnédé nebo Zlutaveé zbarvenou kutikulou. Dvé hlavni vyvojové linie u nas zastupuji stonozky
(Chilopoda) s nohami zakloubenymi po stranach téla a mnohonozky (Diplopoda) s nohami na
spodni stran¢ téla.

Stonozky jsou dravci. Maji ploché télo a silné nohy. Na hlavé maji kusadla s vyvodem jedové
zlazy. Kofist lovi ve svrchni vrstvé pidy a pod klirou stroma.

Mnohonozky jsou saprofagové, ktefi rostlinou hmotu rozméliluji drobnymi kusadly. Za
hlavou maji tfi ¢lanky nesouci po jednom paru koncetin. Dals$i télni ¢lanky, az na posledni
telson, nesou po dvou parech koncetin. Proto jsou jejich télni Clanky oznacCovany jako
diplosomity. Zvlastnosti mnohonozek je inkrustace kutikuly uhli¢itanem vapenatym. Proto
vyhledavaji ptedevsim vapnité piidy. MnohonoZzky se brani svinutim do spiraly nebo volvaci.
Typickymi mnohonozkami jsou v listovce se vyskytujici rody svinule (Glomeris),
mnohonozka (Blaniulus) a plochule (Polydesmus), ktera ma napadné kiidélkovité
prodlouzené diplosomity na svrchni strané€ téla. MnohonoZzky nalezneme zejména v listnatych
lesich v listovém opadu, pod ktirou, ve starém dievu a na podobnych mistech, Nesnaseji
prudké slunec¢ni svétlo a vyschnuti.

4.3.5.4 Hmyz

Z hmyzu je v edafonu vyznamna skupina chvostoskoki (Collembola). Chvostoskoci jsou
drobnym bezkiidlym hmyzem, ktery ma zadecek vybaven lepivou Zzldzou a skakacim
zafizenim tvofenym vidlickou. Primitivnéjsi chvostoskoci maji zadecek jesté normalné déleny
na segmenty, u vyvojové pokrocilejSich nejsou clanky zfetelné a zadecek je kulovity.
Chvostoskoci maji skakaci nebo saci ustni ustroji. Velikost se pohybuje do 2 mm, jsou vSak
1 u nds druhy vétsi. T€lo je hladké, lesklé nebo Supinaté, vétSinou tmavé zbarvené. Nékteré
olovénky (Orchesella) maji t€lo naopak pestie pruhované.

Chvostoskoci jsou dulezitou pldotvornou skupinou. Jsou polyfagni, zpracovavaji rizny jiz
vicemén¢ rozlozeny detrit, fasy, houby, pyl apod. V pudé se vyskytuji v nejvétsim mnozstvi
do hloubky 10 cm. Davaji pfednost lesiim s vyssi vrstvou opadaného listl, ale 1 v jehli¢natych
lesich byvaji v ohromném mnozstvi, nékdy 1 hromadné.

Z ktidlatého hmyzu v piidé nalezneme, kromé dospélcli nejcastéji dravych brouki s celedi
stievlikovitych (Celed” Carabidae) a drabcikovitych (Celed’ Staphylinidae), 1 larvy jinych
hmyzich fadu. Zastoupeni larev i dospélych hmyzu zavisi na konkrétni situaci v biotopu,
nebot’ fada larev je dravych a v pudé hledd kofist v podobé rtiznych skupin Elenovci,
krouzkovcl, mékkysa a hlistic.

Vyznamnou skupinou pro tvorbu pud a potravni fetézce v pudé reprezentuji koprofagni
a nekrofadgni brouci. Pfi péci o potomstvo zatahuji trus nebo c¢asti rozkladajicich se
zivociSnych tél do hlubsich vrstev piidy, kde tento material slouzi dalsim skupinam Zivocichti
a pudu obohacuje o organické latky. Velmi hojnou skupinou v pudé¢ a na jejim povrchu jsou
mravenci (fad Hymenoptera) a ve vlhké pidé Zijici larvy tiplic, muchnic a jinych skupin
dvouktidlych (tad Diptera).

5 Pouzita literatura
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Obr. 3: Zizala Allobophora hrabei Obr. 6: Stirek Neobisium
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Obr. 9: Mnohonozka Obr. 12: Zlaznatka (Paranemastoma)
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Obr. 14: Mrchozrout (Oiceptoma Obr. 18: Drabc¢ik (Staphylinus caesareus)
thoracica)
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
KEMP BIOLOGIE
ZIVOZ V AEROFYTICKEM MECHU

Michal MERGL

1 Uvod
Aerofyticky mech je snadno dostupny zdroj prvokt a mikroskopickych mnohobunénénych
pro mikroskopické pozorovani.

2 Obecna charakteristika

Aerofytické mechy jsou mechy, které rostou na vysychavych stanovistich, kterymi jsou
sttechy budov, zidky, okraje betonovych ploch, chodnikii apod. Tyto mechy jsou
ptizptisobené silnému a rychlému vyschnuti. Pti desti mechové polstaie rychle nasavaji vodu
a vytvaii jasné zelené koberce. Piedstavuji tak prostfedi, ve kterém se stfidaji suché a vlhké
periody a stejné rychle za sebou kolisaji 1 teploty. Mech jesté¢ rano vlhky mulze vecer byt
vyschly. V zimé tento typ mechi rychle vymrza.

Organismy Vv takovém mechu jsou vystaveny mimofadnému stresu. Musi se pii vyschnuti
rychle branit encystaci (nebo podobnym mechanismem), naopak pii dostatku vody musi
klidové stadium rychle nahradit aktivni etapou, pfi které si hledaji potravu a rozmnozuji se.
Typickymi aerofytickymi mechy jsou u nas kroucence (Tortula ruralis, T. muralis).

3 Priprava preparatu

Ptiprava vzorku je jednoduchd. Mech ziskdme na stfechach chatek, okrajich betonovych
ploch, okrajich obrubnikii a pod. Mech poloZzime do mélké misky a zalijeme menSim
mnozstvi vody. Do jednordzového kapatka nasajeme néckolik mililitrii vody vysaté
Z rozvhl¢eného mechu v misce. Kapatko se necha ve svislé poloze 1 az 2 minuty, nez si
zviteny obsah (zrnka pisku v pidé, organicky detrit, Zivo¢ichove, rozsivky) sesedne do Spicky
kapatka (je to primitivni ndhrada centrifugace vzorku). Tento obsah pak jako drobnou kapku
kapneme na podlozni sklo a pozorujeme v prochdzejicim svétle.

4.1 Autotrofni organismy
V mechu se z autotrofnich organismt vyskytuji sinice, bi¢ikovci a zejména rizné druhy
mensich penatnich rozsivek.

4.2 Prvoci

Z heterotrofnich prvokil se v mechu pravidelné vyskytuje Stitovka, zejména Stitovka mechova
(Arcella arenaria), ktera je charakteristicka terCovitou, hnédavé zbarvenou organickou
schrankou. Dalsi tzv. krytenky jsou zastoupeny rodem Centropyxis, ktery ma otvor na jedné
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stran¢ pruhledné organické schranky, a rodem Difflugia, ktery ma usti na konci bankovité
aglutinované schranky. U téchto krytenek mizeme narazit i na zivé jedince, ktefi z Usti
vysunuji kratké az dlouhé prstovité panozky (lobopodie). Z tzv. kiemének je v aerofytickém
mechu bézna mensi ozubenka mechova (Assulina muscorum) nebo kieménka Euglypha,
které maji schranku z drobnych tasSkovit¢ se prekryvajicich opalovych desticek a maji
napadné ozubené Usti. Jejich panozky jsou hyalinni, prithledné, dlouze nitkovité a nepfilis
dobfie patrné.

Dalsim béznym prvokem je améba zemni (Amoeba verrucosa), spolu s jinymi mén¢ Castymi
amébami. Tato drobnd améba vytvaii kratké tupé hrbolkovité panozky. Pii1 vétSim zvétSeni je
u této ménavky dobfe patrnd hyalinni ektoplazma a granulézni entoplazma s velkymi
vakuolami. V klidu se ménavka pohybuje pomalym piclévanim cytoplazny.

Z tzv. nalevnikl lze v prepardtu z mechu nalézt tvarové podobné ledvinovité typy, které
byvaji pfirovnavany k ledvinovce (Colpoda).

3

4.3 Bezobratli
Z mnohobunéénych Zzivocichti jsou v mechu bézni viinici (kmen Rotifera) ze skupiny
pijavenek (tfida Bdelloidea), hlistice (kmen Nematoda) a zelvusky (kmen Tardigrada).

4.3.1 Pijavenky

Pijavenky (Bdelloidea) jsou tvarové rozmanitou skupinou viinikd. Maji valcovité télo,
u kterého hlava i noha jsou teleskopicky zatazitelné. Na hlavé maji dva vénce s vifivym
aparatem. Na konci nohy je kratka vidlicka, kterou vyuzivaji k prichyceni k podkladu.
Pijavenky jsou napadné pid’alkovitym pohybem a vysunutim dvou vénci s vifivym aparatem.
Pii neptiznivych podminkdch nohu a hlavu zatdhnou do trupu a vytvoii skulptovanou
kutikulou kryty soudeCkovity utvar. V takovém stavu dokaZze pijavenka preZzit az n¢kolik let.
Tato skupina je v aerofytickém mechu zastoupena pfedevS§im rodem Mniobia. Drobnym
vifivym aparatem vybird mikroskopickou potravu z okoli.

4.3.2 Hlistice

Hlistice (kmen Nematoda) jsou v ndlevu z aerofytického mechu napadné valcovitym srpovité
prohnutym nebo spirdlovité stoCenym télem, které velikostné presahuje velikost téla vétSiny
jinych v nalevu pfitomnych zivocichti. T€lo maji kryté silnou kutikulou, pod kterou lezi
epidermis a valcovita, t€lem probihajici dutina, tzv. pseudocoel. V ose pseudocoelu prochézi
valcovité stfevo, okolo kterého v pfilehlé dutin€é lezi pohlavnimi organy. Stievo je
v mikroskopu patrné jako linie prochazejici télem, pohlavni organy tvoii granuldézni vypli
mezi sttevem a povrchem téla. Hlistice maji oddélené pohlavi, sameckové jsou Stihlejsi a maji
v blizkosti fitniho otvoru kratké jehlice (spikuly). Ustni otvor je kryty kutikularnimi zuby, za
kterymi se nachdzi svalnaté nasavaci zafizeni. Tento svalovy aparat pracuje jako pumpa
a umoziuje nasadvani potravy do ust a jeji posunuti do stieva. Konec téla je Stihlejsi a nékdy
vybihd do kratkého bicovitého ocasku. Kutikula na téle je hladkd, ale v hlavové Casti miva
1 riznou skulptaci, napt. pticné krouzkovani nebo kratké smyslové brvy. Hlistice se v nalevu
prozrazuji rychlymi mrskavymi pohyby, zejména pokud jsou piimo osvétleny. Puadnich
a mechovych hlistic je velké mnozstvi a jejich urovani je zalezitosti pro odborniky.

433 Zelvusky
Zelvusky (kmen Tardigrada) jsou mikroskopicti zivoc¢ichové o velikosti 0,1-1 mm, s kratkym
véalcovitym télem, které je neseno Ctyfmi pary homolovitych panozek zakoncenych drapky.
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Ustni ustroji tvoii dutina s bodci (stilety), které pokracuje dale do téla pfimym stievem. Na
hlavé maji o¢i tvotené shlukem pigmentovych bun¢k. Kutikula zelvusek je velmi silna, slozité
skulptovana, s cetnymi dlouhymi vybézky. Pti nepiiznivém obdobi se zelvusky stahnou do
soudeckovitého tvaru. Zatdhnou panozky a hlavu a snizi metabolismus. Takovy utvar je
schopen pfezit mimotradné neptiznivé podminky. Dokdzou ptezit var vody i teplotu — 271°C.
Ve strnulosti mohou pfezit i n€kolik let, pfi¢emz k oziveni jim staci asi 3 hodiny. V nalevu
Z mechu se prozrazuji pomalymi machavymi pohyby panozek, které jsou zakoncené dlouhymi
srpovymi drapky. Zelvusky se Zivi obsahem bunék fas, které nabodavaji stilety v astni duting,
ale lovi i pijavenky, prvoky a rozto¢e. Klasickou zelvuSskou v mechu je cervenohnédé
zbarvené medvid’atko obecné (Macrobiotus hufellandii). U nas Zije vice nez 100 druht
zelvusek.
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Obrazky:

Obr. 1: Améba Amoeba verrucosa

Obr. 2: Krytenka Centropyxis sp.

Obr. 3: Kfeménka Euglypha sp.
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Obr. 6: Krytenka Nebela sp. s panozkami
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Obr. 7: Krytenky Nebela sp. a Arcella sp.

Obr. 9: Stitovka Arcella sp. s vysunutymi panozkami

29



. |\|<§r ]
* * .
evropsky | x ‘t : /_.:-—‘—_'i

socidini MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzdslsvani % 5
fond vCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro Imnltulemescll:opnost PLZENSKY KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Obr. 10: Pijavenka Mniobia sp

Obr. 11: Hlistice z mechu

Obr. 12: Zelvuska Macrobiotus sp.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

KEMP BIOLOGIE

RYBA JMENEM JESETER

David GELA

1 Jeseteri — Zijici fosilie

Jeseterovité a veslonosovité ryby pafi do nadidadu chrupavcitych ryb (Chondrostei)
a jsou jedny z nejstarSich obratlovct, ktefi dodnes Ziji na nasi planeté. Pocatek jejich vyvoje
se datuje od obdobi spodni jury ptiblizné pted vice nez 200 miliony lety (Bemis a kol., 1997),
zatimco kostnaté druhy ryb se na Zemi vyskytuji asi 60 miliont let. Jesetery tedy mizeme
pravem nazyvat Zijicimi fosiliemi. Mezi jeseterovité ryby patii druhy dosahujici v dospélosti
hmotnosti od nékolika stovek grami az do nékolika tun. VétSinou se jednd o dlouhovéké
ryby, nékteré druhy se doZzivaji vice nez 100 let a pohlavné dospivaji relativné pozdé, v 6 — 25
letech (Gela a kol., 2009). Vyza velka patii mezi nejvEétsi ryby na svété, které se vytiraji ve
sladkych vodach. Nejvétsi zaznamenany ulovek vyzy velké zroku 1736 vazil 2 075 kg
a mefil 8,5 metru (Saffronova, 2004). Jak vyplyva z archeologickych nélezl, prodélali jeseteti
v pribéhu své dlouhé evoluce jen velmi malo morfologickych zmén (Gardiner, 1984).
Vysledkem tohoto vyvoje je soucasnych 27 druhii jeseterd, fazenych do fadu jesetefi
(Acipenseriformes), ktery ¢ita dvé celedé - veslonosoviti (Polyontidae) a jeseteroviti
(Acipenseridae). Vsechny druhy z fadu jesetefi se pfirozené vyskytuji vyhradné na severni
polokouli.

2 Ziakladni charakteristika
Jesetefi maji n€kolik spole¢nych zékladnich charakteristickych znak:

o heterocerkni ocasni ploutev (vétsi je hibetni lalok), stejné jako Zraloci

e chrupavcitou kostru, ¢astecnd osifikace je pouze na lebce

e jejich télo je protahlé a vietenovité, zadni ¢ast je lateralné zplostéla

e t¢lo je pokryto péti podélnymi fadami velkych kosténych stitktl, jde o tzv. ganoidni
Supiny, veslonosoviti maji télo lysé - bez Supin
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e chorda je zachovana, neni zaSkrcovéana

e plynovy méchyft je spojen s jicnem

e ve stfeve je pfitomna spiralni fasa

e Usta jsou na spodiné hlavy, ktera vybiha v rizné dlouhy rypec (rostrum)

» vSichni zastupci Celedi jeseterovitych maji ¢tyfi hmatové vousky, veslonos ¢insky
ma pouze jeden par a u veslonose amerického vousky chybi tplné

Systematika chrupavditych ryb

Trida: Ryby — Osteichthyes
Podtiida: Paprskoploutvi — Actinopterygii
Nadiad: Chrupavciti — Chondrostei

Celed’: Veslonosoviti — Polyodontidae
Rod: Polyodon
Druh: Veslonos americky — P. spathula
autochtonni v Severni Americe
Rod: Psephurus

Druh: Veslonos ¢insky — P. gladius
autochtonni v Asii
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Celed’: Jeseteroviti — Acipenseridae
Rod: Pseudoscaphirhynchus
Druh: Lopatonos kaufmanntv (velky) — P. kaufmanni
Lopatonos hermanntv (maly) — P. hermanni

Lopatonos fedtshenktv — P. fedtschenkoi
autochtonni v Asii

Rod: Scaphirhynchus
Druh: Lopatonos bily (velky) — S. albus
Lopatonos americky (obecny) — S. platorhynchus

Lopatonos alabamsky — S. suttkusi
autochtonni v Severni Americe

Rod: Huso
Druh: Vyza velka — H. huso

autochtonni v Evropé
Vyza mala (sibiiska) — H. dauricus
autochtonni v Asii

Rod: Acipenser
Druh: Jeseter kratkonosy (kratkorypy) — A. brevirostrum
Jeseter jezerni (rudy) — A. fulvescens
Jeseter zeleny — A. medirostris
Jeseter ostronosy (atlantsky) — A. oxyrinchus

Jeseter bily — A. transmontanus
autochtonni v Severni Americe

Jeseter rusky — A. gueldenstaedtii

Jeseter jadransky (adriaticky) — A. naccarii
Jeseter hladky — A. nudiventris

Jeseter maly — A. ruthenus

Jeseter hvézdnaty — A. stellatus

Jeseter velky (obecny) — A. sturio
autochtonni v Evropé

Jeseter sibifsky — A. baerii

Jeseter jiho¢insky — A. dabryanus

Jeseter sachalinsky (severni) — A. mikadoi
Jeseter persky — A. persicus

Jeseter amursky — A. schrencki

Jeseter ¢insky — A. sinensis

autochtonni v Asii (Kahanec, M., 2014)

Dale jsou popsany druhy, jejichZ systematické zatfazeni neni ustalené a je stile
sttedem zajmu systematikti (Kahanec, M., 2014). Jedna se o druhy:
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Jeseter mexicky (golfsky) — A. desotoi

- tento druh vSak byva v literatufe nejCastéji oznaCovan jako poddruh jesetera
ostronos¢ho a to jako Acipenser oxyrinchus desotoi Vladykov,1955, (Kirschbaum,
2010). Nekteti ichtyologové ho vSak povazuji za samostatny druh.

Jeseter kolchicky — A. colchicus

- ncktefi autofi rozliSuji dvé formy Acipenser gueldenstaedtii var. tanaica
a A. gueldenstaedtii var. colchicus (www.biolib.cz/cz/taxon/id710858/). V soucasné
dob¢ panuji nazory, Ze by mél byt A. g. colchicus uznan na zakladé genetickych analyz
jako samostatny druh. Jinak jsou jeho naroky na chov téméf shodné s jeseterem
ruskym.

Jeseter Stitkaty (japonsky) — A. multiscutatus

-V literatufe se uvadi i tento druh, byvd vSak vétSinou ichtyologii synonimizovan
s jeseterem amurskym (Hochleithner 2004), ptesto byl jesté do roku 2013 veden na
strankdch World Sturgeon Conservation Society e V. (www.wscs.info), jako
samostatny druh.

3 Zavér

V soucasné dob¢ se ¢innosti ¢loveéka u vSech druhti chrupavéitych ryb rapidné snizuje
jejich ptirozeny vyskyt ve volné piirod€. Pti¢iny snizovani diverzity a pocetnosti jesetert lze
shrnout do Sesti zakladnich bodi:

1) Nadmérny legalni a ilegalni odlov ryb z volnych vod za Gc¢elem ziskani luxusniho
zbozi, tzn. kaviaru a masa a nelegalni obchod s timto zbozim. V souladu s vysledky
10. konference ¢lenskych zemi CITES jsou od 1.4.1998 vSechny druhy jeseterovitych ryb
(Acipenseriformes spp.) zafazeny v piiloze II k CITES, s vyjimkou druhd Acipenser
brevirostrum a Acipenser sturio, které jsou v pfiloze I. (www.env.cz)

2) Pozdni pohlavni dospivani ryb ndsobené tim, Ze jikernacky jsou schopny opctovné
reprodukce po tfech az ¢tytech letech.

3) Vyrazna migrace nejvétSich jeseterovitych a veslonosovitych druhii. Jsou to silné
migrujici ryby, n€které druhy sice Ziji ve sladkych vodach cely Zivot, ale vétSina z nich ¢ast
zivota travi v moftich a pouze za ucelem reprodukce se vydavaji do hornich toki fek.

4) Stavby a umélé prekazky na fekach, které nejsou migrujici ryby schopny piekonat
a dostat se na mista piirozeného vytéru. Reky jsou dale devastovany zmeénou jejich
pfirozenych koryt zanaSenim naplaveninami.

5) Znecisteéni fek a mofti, které zhorSuje reprodukéni schopnosti ryb, kvalitu pohlavnich
produktt, zapticinuje zvySeny vyskyt abnormalit a vnimavost ryb vi¢i nemocem a parazitim
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a soucasné snizuje dostupnost pfirozené potravy pro vSechny vékoveé kategorie ryb (Altuf’ev,
Y., 1997, Debus, L, 1997).

6) Malé finan¢ni subvence do vyzkumu zamétené¢ho na zvladnuti managementu chovu
a fizené reprodukce u vétsiny chrupavcitych ryb.

Obr. 1. Jeseter sibifsky — dospély jedinec (foto M. Podhora)

Obr. 3. Jeseter maly (foto M. Podhora)
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

CHEMICKY KEMP
VYUZITI KRESLICIHO CHEMICKEHO PROGRAMU CHEMSKETCH

Jana BRICHTOVA

1 Uvod

Hlavnim cilem odpoledniho setkani ucastnikli chemického kempu bylo seznamit se se
zakladnimi nastroji kresliciho chemického programu ChemSketch.

Nejvétsim prinosem programu ChemSketch je jeho jednoduchost, snadna ovladatelnost,
moznost optimalizace a vizualizace nakreslenych struktur a v neposledni fadé¢ muze jesté vice
motivovat zdjem o hlubsi studium chemie.

Nejzajimavejsi casti kreslici programu ChemSketch je podprogram 3DViewer, ktery
pfevadi strukturni vzorec slouceniny na jeji 3D model s tim, ze uzivatel si mize vybrat,
s jakym druhem modelu bude v prostoru otacet a predvadét ho z riznych stran.

V dal$im textu jsou pouze naznaceny né€které moznosti kreslicitho programu a vybrané
ukoly, které ti¢astnici chemického kempu méli béhem odpoledne vyiesit. Podrobnéjsi navody
S ndazornymi ukdzkami méli samoziejmé studenti k dispozici a tyto ndvody si také mohli
odnést s sebou domi.

2 POPIS prostiedi programu Chemsketch

o
Program ChemSketch je nejjednodussi kreslici chemicky program, ktery °»°
muizeme ziskat zdarma. Je produktem firmy Advanced Chemistry 3’
Development a v soucasné dob¢ je uzivatelim k dispozici jiz verze ¢. 12.0. o
S programem ChemSketch se pracuje ve dvou zakladnich reZzimech. ACD/Labs

2.1 Rezim Structure

Rezim ,,Structure® je uréeny pro pohodlné &7 e
kresleni chemickych struktur a pro vypodty i W G G o | N
nékterych vlastnosti molekul (molarni hmotnost, :7 =, "7 | [ 2
hustota, procentové sloZeni a jiné). Navic program & o m
umoziuje  vytvofené  struktury molekul i =7 e o R S B
pojmenovat. V programu lze dobie kreslit také 7 ¢ \_7 \—c-uo-)
slouéeniny s kovalentni, koordina¢ni i iontovou N oH

vazbou, vytvafet reakéni schémata, ale nejvice = e =
vyuzivany je program pro kresleni struktur
organickych a ptirodnich sloucenin.

2.2 Rezim Draw
Rezim ,,Draw* je uréeny pro grafickou ¢innost, jako je nakres chemickych aparatur,

vvvvvvvvvv
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EAEDISD Viewer: ChemSketch Window - [C:\Documents and 5ettings\¥ladimir Brichta\Plocha\noname01. sk2]

File Edt Pages Tools

Structure | Draw

Obisct Templates Options Documents AddOns |Lab ACD/Labs

OSESE 9 ¢

Help

aa foe 5| al®l e e |ZE

&] ‘ & | %3 PubiEihem eMGleoues

[ e R O S [
1

L o @ % 40 50 &0 70 @ s 10 o 1 1 140 10 160
7 =
ARG
-
=
Ez?
]
O
wﬁ?
8
w—
Ly S S
&SD_ . . o S o
= 1 . PP L R

s AN /" s

o : N L s s i

o....0. .6, 12 180. . 240 . 30. . . 36. _IJ

| 3
< U NN | [ [ [ Mare.

hittp St acdlabs.com/acdlabs-res-feed.xml: 00:28 Cannot download Rggl hitp fwwew.reactivereports.comireactive-people-chemistinterviews .xml: 00:28 Cannot download RrRasl hitp:hwsiew.acdlabe comiacdiabs-res-feed  Setup RSS

eee |lablogn |NOMAMED! SK2 | Mocified 4¢] Pags22 (b

ChemSketch Copyto 3D 30 View

Velkou vyhodou programu je
velice Sirokd nabidka jiz hotovych
struktur (funk¢nich skupin, sacharidi,
uhlovodikdi aminokyselin, vitamint,
cyklickych sloucenin, steroidd, atd.)
V podobé& nastroje ,,Table of Radicals*
nebo Sablon ,,Templates®.

Po zakresleni dané struktury se
na dolni 1ist€ objevi informace o této

slouc¢eniné. Uvidime napf. sumadrni
vzorec, relativni molekulovou
hmotnost, hustotu, molarni objem

apod.
Pod nabidkou ,,Templates“ jsou

able of Radicals

— Chainz
n-C; n-Cy n-Cg
i-Bu  s-Bu t-Bu

i-Pr
i-&4m

— Cycles

H O G
O Q G

0
(ke

— C-Groups
CHCHp it C=CH O
CF; CCl GfiPrl; CPhg
CHoPh COPH COGPr) OB
CHO COCH; COMH, £OCH
COOH COOMe CODEt COOPh

N
an,
Nl
(]

Nz

HCO
HCS
OCH
SCH

L

Danzyl

7N

CH.
P 5
H

Y
CHy

— Miscellaneous

OAC SO PilgHy
NHAC SOH POH;
OCHD 50;HH, OFDH
NHCHO 5001 Obe
NHS0,H DIS05H SOLCF,

X

— Amino Acids
Ala- Gly-  Phe-
Arg-  His-  Pro-
Asn- lle-  Ser-
Azp- Lew-  Thr-
Cys- Lus- Trp-
Gin-  ket-  Tyr-
Glu-  0Orn- Wal-

— Protecting Groups —
BOC CBZ DN |
TOS TRA  ACA

FMOC  THP  S-BEM

? Help |

umistény Sablony s obrovskym mnozZstvim sloucenin, které je mozné kopirovat, editovat.
Navic zde najdeme i tabulky s laboratornim nadobim, ze kterého miizeme sestavovat rizné

laboratorni aparatury.
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Structure | Draw “DNA/RNAM B “ 13) Dhia & RNA Componerts 7| ‘ <1 Organizer ‘ Cancel  Help
Alkaloids
DNAJRNA Kit g 2 i oo #0770
Lab it ¢ ‘f\ ﬁ*w </Nfr\‘m : [
Mewman Projections NH \NHJ§O NH ™1, NH 0 OH CH
Qrhitals . . .
Phosphorss Compaund Adenine Cytosine Guanine Thymine Ribose
Steroids ﬂ ﬂ H ﬂ H HO 0 OH
Sugars: alfa-D-Pyr (\TH HWJ/\L[ » HT/IN> L J
Terpenes A &
£ NH S0 o7 N SN oH
Al Acid! N . N
ming AGES Uracil Xanthine Hypoxanthine Deoxyribose
0OH
Cim BT A Template Window i
Sugars: heta-D-Fur 0 ’m Draw “ﬁ” 707y Burne - ‘m [ Organizer | Cancel  Help
Sugars: beta-D-Pyr HO—P—0H Akaloids =
CH Carbohydrates
Phosphate IR 9 Thermorstsr
Lab Kit
9 MNewman Projections
HO—P—0—P—0H Orbitals
OH C‘)H Phogphorus Compound
R Steraids
Diphosphate Sugars: alfa-D-Pyr Il Beakers Crucibles ErIan‘gﬂS?'er
Terpenes

Arming Acicls
Chains

=]
Crawn Ethers Clamp
Sugars: beta-D-Fur d &

Sugars: heta-D-Pyr 6{) N
i&‘ e i

HO—P—O—P—O—P—OH
OH OH OH
Triphosphate

Bunsen  Meker Bunsen
Burner Burner

| S—

Nakreslené slouceniny je mozné ulozit, vytisknout nebo ptevést do jiného dokumentu,
napi. do Wordu, Excelu a posledni verze umozni dokonce ulozit vytvoieny soubor v PDF
formatu.

Nespornou vyhodou je moznost optimalizace kreseb molekul v podobé 2D nebo 3D a
navic pro variantu 3D je program ChemSketch doplnén
podprogramem  ACD/3DViewer. Vtomto podprogramu e ax o

muizeme libovolné otacet nakreslenym1 strukturami v podobe .

dratovych, ty¢inkovych nebo tieba kalotovych modeld. Navic je v tomto podprogramu mozné
s modely v prostoru otacet nebo nechat zméfit vazebné thly, meziatomové vzdalenosti, aj.
Tato funkce je jednou z nejhez¢ich aplikaci programu ChemSketch.
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2.3 Cviceni a ukoly

Po seznameni s programem meéli studenti moznost vyzkouset si nékteré zakladni
postupy pii kresleni vybranych chemickych struktur a procvi¢it si je s dopomoci
podrobnéjsich navodi. Na zavér odpoledne studenti samostatné kreslili vybrané chemické
slouceniny, pfevadéli je do podprogramu 3D Viewer a zkouseli jeho moznosti. Vyuzivali
samoziejme 1 rezim Draw a vytvareli jednoduché chemické aparatury a reakéni schémata.

3 Zavér

Studenti béhem seminate ziskali stru¢ny pfehled 0 moznostech a vyuziti chemického
kresliciho programu ChemSketch. Jeho absolvovanim maji Gcastnici kempu zakladni
schopnost orientovat se v problematice kresliciho programu a pracovat s nim jak v pfipravach
podkladii na vyucovani, napt. protokold, semindrnich praci, prezentaci, zpracovani projekta,
tak tfeba i jen pro svoji zabavu. Uastnici se také naudili, jak jednoduse si lze vytvofit
vybrané vzorce jiz hotovych chemickych slou¢enin a vyhnout se tak n¢kdy problematickym
autorskym pravidlam.

4 Pouzita literatura
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
CHEMICKY KEMP
TITRACNI METODY

Jan HRDLICKA

1 Uvod

Titraci jsou nazyvany metody stanoveni latek zalozené na méfeni objemu roztoku
¢inidla, které je pravé potieba k uplnému zreagovani stanovované slozky ve znamém objemu
stanovovaného roztoku, tj. k dosazeni bodu ekvivalence. Pokud zname piesnou latkovou
koncentraci roztoku ¢inidla (tzv. titr), mizeme na zakladé znalosti chemické reakce vypocitat
mnozstvi nebo koncentraci stanovované slozky v roztoku.

V bodé ekvivalence dochazi k tomu, ze je vSechna stanovovana latka beze zbytku
zreagovana a naopak se objevuje prvni nadbytek titracniho ¢inidla. Tuto zménu obvykle nelze
postiehnout smysly, a proto se vyuziva indikatort. Jedna se o chemické latky, které méni svou
barvu v zavislosti na vlastnostech roztoku. Okamzik, ve kterém dochazi k vyrazné zméné
barvy, odpovida dosazeni bodu ekvivalence.

2 Laboratorni vybaveni

Odmérné nadobi slouzi k pfesnému odméteni potfebného objemu. DEli se na dvé
skupiny. Byreta a pipeta jsou odmérné nadobi kalibrované tzv. na vyliti, na naddobi je népis
Ex. To znamena, Ze pokud naplnime nadobi pfesné po rysku, pak to co vytece je objem, ktery
je urcen popiskem na daném néadobi.

Odmérna barika je oproti tomu odmérné nadobi kalibrované tzv. na doliti, na nadobi je
napis In. Znamena to, ze pokud odmérnou baiiku doplnime piesn¢€ po rysku, obsahuje objem
uréeny popiskem na dané barce.

Pti odecitani hodnoty nebo dopliiovani kapaliny po rysku se divame vzdy vodorovné
s hladinou vody a kolmo na sklenénou trubici. ProtoZe v Gzké trubici se vyrazné projevi

v

(tzv. meniskus) kapaliny. Ten je urcujici pro korektni odméteni objemu.

3 Odmérovani objemu

Pfed vlastnim odmeéfovanim roztoku pipetou ¢i byretou je tfeba nddobi malym
mnozstvim pfislusného roztoku vyplachnout, abychom se zbavili malych mnozstvi vody
ulpélych na sténéach, ktera by ménila koncentraci odméfovanych roztoki.

Odméiovani piesného objemu pipetou. Usty nebo balonkem nasajeme do pipety
odméfovany roztok tak, aby hladina roztoku byla o néco vyse nez je ryska. Davame pozor,
abychom béhem sani nenadzvedli $pi¢ku pipety nad hladinu roztoku, mohlo by dojit k nasati
vzduchu a pak snadno vnikne roztok az do tust. Pak rychle uzavieme pipetu ukazovackem.
Pomalu upoustime roztok a sledujeme hladinu v pipeté. Jakmile se hladina dotkne rysky, opét
pipetu pevné uzavieme prstem. Preneseme pipetu s roztokem k nadobi, do kterého roztok
odméfujeme a uvolnime ukazovacek. Roztok nechdme volné vytéci, pfiCemz pipetu drzime
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Sikmo a dotykdme se Spickou pipety sklenéné stény nadobi. Pipetu rozhodné nikdy
nevyfukujeme, zbytek kapaliny ve $picce pipety je zohlednén jiz pfi jeji kalibraci.

Odmérovani byretou. Pripravime si byretu na stojan podle obrazku (Obr. 1). Byreta by
méla byt v drzaku uchycena pfiblizné ve tietin¢ vysky a svisle. Byretu naplnime odmérnym
roztokem nad znacku nuly pomoci vhodné néalevky. Nalevku vyjmeme a upoustime kohoutem
prebyte¢nou kapalinu, dokud se hladina pfesné¢ nedotkne rysky oznacujici nulu.
Zkontrolujeme, zda neni nikde v objemu kapaliny zadna bublina vzduchu, obzvlastni
pozornost vénujeme tenké trubicce v okoli kohoutu a $picce byrety. Pokud zde najdeme
bublinu, je tieba ji odstranit a plnéni opakovat, jinak nam hrozi, Ze pti uniknuti bubliny bude
objem kapaliny vypustény z byrety jiny, nez hodnota odectena ze stupnice.

N/

P SRS

" Obr. 1 Sestava pro titraci

4 Titra¢ni stanoveni
4.1 Stanoveni piesné koncentrace AgNO3

Ke spravnému vysledku titranich stanoveni je nutné znat pifesnou koncentraci
titracniho Cinidla, tzv. titr. Protoze se roztoky titracnich ¢inidel ve vétSin€ piipadl ptipravuji
je o pfiblizné koncentraci, je nutno pfesnou koncentraci stanovit pomoci vhodné latky.
Obvykle tuto latku pfimo navazujeme a musi spliiovat nékteré podminky, predev§im musi byt
dostatecné stald a dostupna v dostatecné Cistoté. V piipad¢ argentometrickych titraci je
takovou latkou NaCl. Titrace pak probiha podle rovnice

NaCl + AgNO; --> AgCl + NaNO;

Diferencéné se navazi asi 0,04 g NaCl piesné do 150250 cm® kadinky. Navazka se
rozpusti v asi 50 cm® vody a prida se 1 cm® 5% roztoku K,CrOy. Roztok se tim zabarvi do
7luta. Titruje se roztokem AgNO; (c~0,05 mol.dm™) za intenzivniho michani sklengnou
ty¢inkou. V misté, kde vtéka odmérny roztok do titrovaného roztoku, se tvoii ¢ervenohnédé
zbarveni, které michdnim zmizi (zGstava vSak bily zakal AgCl ve Zlutém roztoku) zpocatku
rychle, pozdéji stdle pomaleji. ZmenSujeme proto rychlost pfidavéani, nakonec titrujeme po
kapkach za vydatného michani. V okamziku, kdy se titrovand smés pravé postichnutelné
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zbarvi Cervenohnéd¢ vylou¢enym Ag,CrO, a toto zbarveni michdnim nezmizi, ukon¢ime
titraci.

4.2 Stanoveni halogenidi (chloridi nebo bromidii) Mohrovou metodou

Jedna se o0 jiz uvedenou srazeci reakci. Indikatorem je chroman draselny, ktery s AGQNO3
poskytuje ¢ervenou srazeninu AgyCrO,. Tato srazenina je vSak rozpustnéjsi nez AgCl (AgBr),
a proto se za¢ne vylucovat az po uplném vysrazeni halogenidi. Konec srazeni halogenidu je
tedy indikovan vystoupenim cervené¢ zbarveného Ag,CrO,.

Vzorek v 250 cm® odmémé baiice se doplni vodou po rysku a promicha. Do 250 cm®
kadinky se odpipetuje 25 cm® zasobniho roztoku, ptida se asi 50 cm® destilované vody a 1 cm®
5% roztoku K;CrOs.

Pak za¢neme z byrety pfipoustét za intenzivniho michani AgNO3z o znamém titru.
V okamziku, kdy se titrovana smés praveé postiehnutelné zbarvi Cervenohnéd¢ a toto zbarveni
michanim nezmizi, ukon¢ime titraci.

4.3 Stanoveni celkové tvrdosti vodovodni vody

Situace vV chelatometrii je pro vypoéty zjednoduSena tim, Ze chelaton reaguje
S kationtem vzdy v latkovém poméru 1:1, tedy 1 mol chelatonu zreaguje piesné s jednim
molem stanovovaného kationtu. Obecné 1ze reakci dvojmocného kationtu popsat rovnici

M+ Y* > [MY]*

kde M je obecny symbol pro kov a Y je chelaton III po odstépeni dvou iontli sodiku
a dvou iontt vodiku.

V tomto konrétnim piipadé jde o vytitrovani soudtu iontd Ca®* + Mg?". Titraci
provadime S pouZitim indikatoru eriochromcerii T v alkalickém prosttedi o pH ~ 10.

Odpipetuje se 100 cm® vzorku vodovodni vody, pfidé se 5 cm® amonného
(Schwarzenbachova) tlumice, zahteje se na 50 °C a pfida se tolik eriochromcerné T, kolik je
tteba pro vznik vinov€ cerveného zabarveni. Pak se titruje roztokem chelatonu 3 (¢ =
0,02 mol.dm™) do ¢&istd modrého zabarveni. Vysledek pak udavame jako celkovou tvrdost
vody, vyjadienou v mmol kovil alkalickych zemin na 1 dm® vody.

4.4 Stanoveni Pb** zpétnou titraci

Zpétna titrace se vyuziva v situaci, kdy reakce analytu s titraénim cinidlem neni
dostatecné rychla. Nejdiive se tedy nechd zreagovat analyt (v naSem ptipadé Pb2+) Se znamym
nadbytkem titracniho cinidla (chelaton III) tak, aby reakce prob&hla beze zbytku.
Nezreagované titra¢ni ¢inidlo se pak titruje dal§im odmérnym roztokem (MgSO,4) do bodu
ekvivalence. Rozdil mezi celkovym pfidanym mnoZstvim titra¢niho ¢inidla a jeho zjiSténym
nadbytkem odpovida spotiebé titracniho ¢inidla na analyt.

Vzorek ve 100 cm® odmémé barice se doplni vodou po rysku a promicha. Do titra¢ni
baiiky se odpipetuje 25 cm?® roztoku vzorku, obsahujiciho olovnaté ionty. Stdny baiiky se
oplachnou nejméné 50 cm?® vody. Obsah baiiky se okyseli 5 cm® HNO3 (1:5) a piida se 25 cm®
odmérného roztoku chelatonu III. Do tohoto roztoku se dale prida 5 cm® Schwarzenbachova
pufru a tolik eriochromcerni T, az je roztok cist¢ modie zbarven. Odmérnym roztokem
MgSO, se provede titrace do vinové ¢erveného zbarveni.
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5 Zavér

Také absolvovali postup a vypoCty pii zpétné titraci a pfi stanoveni vody titraci realného
vzorku. Pfitom si prakticky ovéfili zaklady prace pfi odméfovani roztokd pomoci pipety
a byrety. Vzhledem Kk tomu, Ze v prvnim tkolu studenti stanovovali titr titracniho Cinidla,
které bylo pro vSechny shodné, bylo mozné porovnavat vysledky mezi sebou. Stejna situace
nastala ve tietim ukolu, kdy stanovovali celkovou tvrdost vodovodni vody, kterou si odebrali
z kohoutku v laboratofi. Tyto udaje pak byly porovnany s normou pro pitnou vodu a mohli
jsme konstatovat, ze vodovodni voda v tomto ohledu vyhovuje. Pii stanoveni olova zpétnou

vvvvvv
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

CHEMICKY KEMP
NEROSTY A HORNICKA CINNQST VE STRIBRSKEM RUDNIM
REVIRU
Milan KRAITR

1 Uvod

Tézba a vyuziti nerostnych surovin je vyznamnym interdisciplindrnim tématem
tykajicim se predevSim chemickych a geologickych véd. Mimotfadny vyznam ma
problematika tézby rudnich nerostdi, kterd vytvaii surovinovou zakladnu pro metalurgii,
chemicky priimysl a dalsi vyrobni odvétvi. V sou¢asné dobé se t&zba rud v Ceské republice
neprovadi, v minulosti v§ak nase zem¢ v tomto sméru zaujimala ptfedni misto ve svétovém
méfitku. K nejvyznamnéj$im rudnim revirim na tizemi Plzeniského kraje patii stiibrsky rudni
reprezentantem pozdnévariské polymetalické asociace sPb-Zn mineralizaci v zapadnich
Cechach a vcelé Ceské republice.. T&’ba zde byla zaméfena predeviim na olovo
(stiibronosny galenit), v novéjsi dobé€ 1 na zinek (sfalerit).

2 Stribrsky rudni revir
2.1 Geologickomineralogicka charakteristika

Zdejsi Zzily pronikaji silné zvrdsnénymi horninami svrchniho proterozoika,
metamorfézou zménénych na sericitické a chloritické fylity. Ve sttibrském obvodu je zndmo
celkem asi 50-60 rudnich zil riizné kvality. Tvofi systém dvou hlavnich sméra, S-J (SZ-JV)
s tklonem k Z (JZ) a sméru Z-V (JZ-SV) s uklonem k J (JV). Dosahuji max. délky 2,4 km
a jejich mocnost kolisd od nékolika cm do 50 cm, vyjime¢né v mistech nadufeni pfesahuje
1 3 m. Typickd je brekciovita, paskovita a drizovitd textura Zilné vypln€. Zrudnéni ma
nepravidelny ¢ockovity raz.

Stribrsky rudni obvod, rozkladajici se na ploSe ptiblizn€ 4x6 km, se dé€li na 4 reviry.
V jv. casti Stiibra se rozklada tzv. centralni revir. Hlavni Zilou obvodu i celého stiibrského
obvodu je Dlouha Zila, tvoiici slozité Zilné pasmo sméru SSZ-JJV o sklonu 60-75° k Z,
oteviena v délce pfes 2,4 km (polovina této délky je zrudnénd). Druhou nejdelsi Zilou je
Bohaté poZehnani (1,8 km). Z dalSich zil reviru jmenujme Barboru, Nového Prokopa,
Antonina, Josefa aj.

Jz. od mésta se nachazi revir VSech Svatych (Milikov), kde byly téZeny Zily Vojtéch
a Josef (smér Z-V, tiklon 60° k J, mocnost kolem 50 cm). Na j. a jz. svahu kopce Jirna (3 km
Jjv. od Stiibra) se rozklad4 Jirensky revir. Poslednim revirem je Kladrubsky (3 km j. od
Stiibra).

Mineralni sloZeni zil neni pfili§ rozmanité, mineraly jsou vSak velmi ¢asto vyvinuty ve
velkych drazovych dutinach ve formé p&knych krystalti. V ziloviné ptfevlada kiemen vice
generaci nad barytem a karbonaty. Mezi rudnimi nerosty pfevazuje galenit a sfalerit, Casty je
pyrit s markazitem, vzacné jsou zrnity chalkopyrit a arzenopyrit. Galenit tvofi v dutinach

45



-
* * o
. * * U] M
evropsky o ‘t § //,._—\
= '—-_—-—‘

socidlni & i §
MINISTERSTVO EKOLSTVI, OP VzdSlavani % 5
[ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE = MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkurenceschapnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

objemu desitek m® az 20 cm velké krystaly. Obsahuje malé mnozstvi stiibra (v Milikové 0,05-
0,1 %, v Jirném kolem 0,01 %). Nehojnymi zilnymi nerosty byly dolomit, siderit a fluorit.
Jednim z nejmlads$ich minerali je harmotom, tvofici bilé povlaky a kary na sfaleritu.
Mineralogicky vyznam ma zdejsi oxidacni zona, vyvinutd az do hloubky kolem 130 m. Jejim
nejvyznamnéj$im nerostem je cerusit, ktery se v minulosti vyskytoval na Zilach zcela bézné.
Byl popsén uz vroce 1791 J. T. Lindackerem. DalSim typickym minerdlem zdejs$i oxidacni
zony je pyromorfit. Zajimava je jeho vapnita odrtida, piivodné popsana jako novy mineral
miesit, ktera tvoii §edé ledvinité agregaty se stébelnatou ¢i miskovitou stavbou. Cést olova je
v ném zastoupena az 9 % CaO. Velmi vzacné se vyskytoval anglesit a dalsi sekundarni
mineraly (Paulis 2002).

Soupis nalezenych mineralt: anglesit, ankerit, aragonit, argentit, arzenopyrit, azurit,
baryt, barytokalcit, beudanit, bindheimit, brochantit, cerusit, dolomit, epsomit, fluorit, galenit,
gibbsit, goslarit, greenockit, harmotom, hematit, chalcedon, chalkopyrit, chryzokol, kalcit,
kfemen, limonit, linarit, malachit, markazit, melanterit, minium, opal, palygorskit, pyrhotin,
pyrit, pyromorfit, sadrovec, sfalerit, siderit, stfibro, uranitit, wurtzit.

2.2 Historie téZby a vyuziti

O pocatcich zdejsi tézby nejsou piesné udaje, spadaji vSak ziejmé jiz do 12. stoleti.
Prvni dokument, vztahujici se ke zdejSim sttibrnym doliim, pochdzi z roku 1186. Némecké
pojmenovani Mies bylo odvozeno od keltského Misa oznacujici feku Mzi. Nynéj$i nazev
Stiibro se objevuje v listindch aZ od roku 1469. Z pocatku se zde téZilo stiibro, po vytéZeni
povrchovych partii v§ak obsahy tohoto kovu klesly natolik, Ze se po roce 1410 jiz vétSina
autort zminuje vyhradné o dolech na olovo. Béhem 700 let existence zdejSich dold lze vydélit
4 rizné dlouha obdobi konjunktury.

Prvni bylo ukon¢eno husitskymi valkami. Druhé v letech 1500-1650 bylo
charakteristické tim, Ze zdej$i olovo bylo vyuzivano pfedevsim pii hutnéni sttibrnych rud ve
Velharticich, Ceském Krumlové, Kutné Hofe a od roku 1558 v jachymovské huti hrabéte
Slika. V roce 1513 se zacalo s razbou dédi¢né $toly Prokop. Tieti a nejdelsi obdobi rozvoje
hornického podnikani ve Stiibfe zapocalo brzy po tficetileté valce a skoncilo az v prvni
poloving 20. stoleti. Doly s krat§imi pfestavkami prosperovaly i v 18. a 19. stoleti. Na pocatku
20. stoleti se téZba olovénych rud rozvinula béhem 1. svétové valky v disledku velké
poptavky po olovu. V roce 1916 byla vojenskou spravou znovuoteviena na levém biehu Mze
Stola Vojtéch. Zacatkem dvacatych let zde bylo téZzeno 6-8,8 tisic t Pb rud ro¢né. Ve
dvacatych letech 20. stoleti byla oteviena nékterd dalsi dilni dila a v roce 1925 se zacalo u
Svinného s hloubenim nové jamy Leo, kterd o rok pozdéji dosdhla hloubky 250 m. Kovnatost
tézené rudy dosahla 8,4 % Pb. Pfes moderni vybaveni byl provoz na tomto dole v roce 1930
zastaven.

Posledni etapu diilni ¢innosti zahajily v roce 1950 Stiedoceské rudné doly prizkumem
Dlouhé Zily a Zily Bohaté poZehnani, na které navézal v roce 1952 Zapadocesky rudni
pruzkum prospekei celého reviru. Jako otvirkova dila byly rekonstruovany piedevsim jama I
(dfive Langenzug a jamy III (dfive Leo). Dlouha zila byla prozkouména do hloubky 350 m.
Béhem tézebnich praci v letech 1957-1975 bylo vytéZeno ptiblizné 615 tis. t rudy (nejvic 63
tis. t v roce 1965) o obsahu 2-3,7 % Pb, 0,1-1,5 % Zn a 10-40 g/t Ag. Ruda se zpracovavala
V tpravné na Bfezovych Horach v Pribrami. Vedle toho byla v t€sné blizkosti Dlouhé Zily
vyhloubena 100 m hluboka jama Antonin, ze které byla sledovana stejnojmenna Zila. Prace
zde byly ukonceny V roce 1959. Na pravém biehu Mze, asi 250 m od Stiibra, byla v roce 1953
vyzméhéana jama Brokarna, hluboka 275 m. Tézena byla predevSim Zila Bohaté poZehnani,
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sledovana smérné v délce 1 km. V letech 1960-65 se z ni ziskalo 41,5 tis. t rudy, zpracované

na Upravné Stiibro. V letech 1961-72 probihala tézba i na lokalit¢ Milikov, kde se jamou

Vojtéch vytézilo ze zil Vojtéch a Josef 189 tis. t rudy. Posledni vz rudy byl vytézen 22. 12.
1974.

3 Zavér

Pozlstatky po t€zb¢ rud z 12. — 20. stoleti poskytuji stale vyborné piilezitosti pro
poznavaci ¢innost. Idealni zptsob pozndvani stiibrského reviru predstavuje kombinace
navstévy hornického skanzenu ve Stiibte s dédicnou Stolou Prokop a terénni prace spojené
S hledanim a ur€ovanim nerosti na pozistatcich dilnich odvali.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

CHEMICKY KEMP
PRIPRAVA ANORGANICKYCH LATEK

Vladimir SIROTEK

1 Uvod

Smyslem prace v laboratofi je praktické poznavani chemickych latek na zakladé
experimentl a porovnavani téchto poznatkd s teoretickymi principy. Pfi pfipraveé
anorganickych latek se vyuzivaji zdkladni preparaéni metody, jejichz podstatou jsou
acidobazické, redoxni, srazeci, komplexotvorné nebo i dalsi reakce.

Utastnici letosniho chemického kempu si vyzkoudeli z tdchto zakladnich zptisobu
ptipravy anorganickych latek neutralizacni a srdzeci postupy.

2 Neutralizace
Princip:

Celou fadu ve vodé rozpustnych soli minerdlnich kyselin a zasad lze pfipravit
V laboratofi neutralizaci. Neutralizace je reakce oxoniovych ionti H3O" s hydroxidovymi
ionty OH" za vzniku vody. Souc¢asné s vodou vznika pii neutralizaci stl ptislusné kyseliny.

H30+ + OH < 2 H,0

Jedna se o silné exotermni reakce, pti kterych dochazi k uvoliovani reakéniho tzv.
neutralizacniho tepla, pii ¢emz hodnota tepelného zabarveni reakce nezavisi na chemické
povaze reagujicich latek. U silnych kyselin a zasad je hodnota neutraliza¢niho tepla vyssi,
u slabych kyselin a zasad je toto teplo ovlivnéno vedlejSimi reakcemi (hydrataci iontd,
disociatnim stupném apod.) a je obvykle mensi. Pti praktickém provadéni neutralizacni
reakce je nutné pracovat s dostate€né zfedénymi roztoky, které¢ pohlti uvolnéné neutralizacni
teplo, aniZ by doslo k jejich prehrati.

Sul, ktera vzniké pfi neutralizaci, ma ve vodném roztoku neutrdlni reakci pouze tehdy,
vznika-li ze stejné silné kyseliny a zasady (NaCl, KI, KNOs, Na,SO,). Nejsou-li kyselina
a zésada stejné silné, reaguji roztoky soli kysele nebo zésadité v dsledku hydrolyzy (Na,COs,
KCN, NH4CI).

Postup prace:

Pomoci hustoméru zjistime hustotu pfislusné kyseliny, kterou mame k dispozici.
Z rovnice vypocitame potiebnd stechiometrickd mnoZstvi kyseliny (objem) a hydroxidu
(hmotnost). Vypoctené mnozstvi odmétime (resp. odvazime) a pfipravime asi 10% roztoky.
Vézeni hydroxidu proved'te rychle, nebot’ se jedna o siln¢ hygroskopickou latku). Neutralizaci
provedeme postupnym smisenim obou roztokl za stalého michani (ponechame si stranou po
5% z objemu obou roztokl). Po sliti roztokli se pfesvédCime zjisténim pH univerzalnim
indikatorovym papirkem o probéhlé neutrdlni reakci. Pfipadnou chybu (zpisobenou vazenim,
necistotami apod.) napravime pifidavkem malého ponechaného mnozstvi roztoku kyseliny
nebo zasady, aby roztok skute¢né reagoval neutralné. (pH vrozmezi 6 az 8). Neni-li
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piipraveny roztok ciry, zfiltrujeme ho. Zfiltrovany roztok zahustime na vodni lazni ke
krystalizaci. ZahuStény roztok ochladime proudem studené vody a vyloucené krystaly
odsajeme a ususime v susarné€ (pozor na bod tani). Suchy preparat rozmélnime v tieci misce,
zvazime, vypocitame vytézek reakce. Mate¢ny louh zahustime k nové krystalizaci a cely
postup pak opakujeme.

Neutralizaci lze ptipravit napf.:

NaCl — jemny, bily (pfip. bezbarvy), krystalicky prasek, krystaluje v krychlové soustave.
V teplé vodé jen o malo rozpustnéj$i nez ve studené. Ma slanou chut’. V piirodé se
vyskytuje jako mineral halitt.

KCI - vlastnostmi podobny NaCl, bila krystalicka latka, slané chuti, dobie rozpustna ve vodé,

NH,CI — bila krystalicka latka, krystaluje v drobnych, bezbarvych osmisténech, chutna slang,
po zahtati snadno sublimuje, ve vodé dobie rozpustny, v ethanolu jen nepatrné, vodny
roztok je slabé kysely. Vyskytuje se jako nerost salmiak.

Na;SO,4:10 HyO (Glauberova stl) — bezbarvé, prihledné krystaly jednoklonné soustavy. Na
vzduchu rychle vétra — na krystalech vznika bily povlak. Ochotné tvoii presycené
roztoky.

K2SO4 — krystaluje v bezbarvych, pruhlednych krystalech kosoétvereéné soustavy. Na
vzduchu velmi staly, ve vod¢ trochu méné rozpustny, nerozpustny v ethanolu.

(NH4)2SO,4 — bezbarvé krystaly kosoctverecné soustavy, chutna slang.

NaNO; — krystaluje v Sestereéné soustavé. Na vzduchu vlhne, pfi zahiati se redukuje na
dusitan (silné oxidac¢ni ¢inidlo), ve vodé je velmi dobie rozpustny.

KNOj3; — bezbarvé krystaly kosoctverecné soustavy, chutna slané, na vzduchu staly (nevlhne),
silné oxidacni Cinidlo. Pfi jeho rozpousténi ve vodé dochéazi k silnému ochlazeni
roztoku.

NHsNO; — izomorfni s KNOs, na vlhkém vzduchu se rozplyva, ve vodé velmi dobie
rozpustny po zahtati (250 °C) se rozklada na oxid dusny a vodu.

3 Srazeni
Princip:

Déje, pti kterych dochdzi ke vzniku malo rozpustnych slou€enin, vylucujicich se
Z roztoku jako srazeniny, nazyvame srdzeci reakce. Malo rozpustné latky ve vodé (absolutné
nerozpustné neexistuji) jsou takové, které maji velmi nizké souciny rozpustnosti.

Piidavkem srazedla pfevedeme rozpusténou latku na latku, kterd je v daném prostiedi
nerozpustna. Mezi pevnou fazi a jejimi ionty v roztoku se ustavuje v souhlase s Guldberg-
Waagovym zakonem rovnovaha. Napf.:

AgCl (s) < Ag" (aq) + CI" (aq)

Soucin rozpustnosti vyjadiuje vztah:

O 5 S
[AgCI]

U malo rozpustnych slou¢enin je koncentrace nedisociovanych molekul v nasyceném
roztoku mald a pro danou teplotu konstantni, [AgCI] = konst. Pak Ize soucin rozpustnosti

Sagcl Zapsat:
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Sagct = [Ag'T[CI]

Soucin rozpustnosti vyjadiuje soucin koncentraci ionti v nasyceném roztoku pii dané

teploté. Obecné pro slou¢eninu AxBy disociovanou na XA™ a yB plati:
S=[ATBT

Cim mensi je hodnota souéinu rozpustnosti, tim je latka ve vodé méné rozpustna.
Roztok je nasyceny, jestlize pii dané teploté dosahl soucinu rozpustnosti. Pfekroci-li soucin
rozpustnosti, za¢ne se z roztoku vyluc¢ovat malo rozpustna latka.

Soucin rozpustnosti je dilezitou charakteristikou malo rozpustnych sloucenin. Ze
vztahu pro vypocet soucinu rozpustnosti plyne, ze srazeni je dokonalejsi, pouzijeme-li maly
prebytek srazedla, které ma spolecny ion se srazeninou. Velky nadbytek srazedla vSak mize
nekdy zptisobit vznik rozpustnéjs$i komplexni slouCeniny.

Vlastnosti srazenin do zna¢né miry zavisi na podminkéach a zplsobu srazeni. Snahou
je, aby srazenina byla co nejCist$i a dobte filtrovatelnd. Vyhodné vlastnosti maji sraZeniny,
které obsahuji dobfe vyvinuté a malo zneciSténé Castice. Toho lze dosdhnout:

- srazenim ze zfedénych roztokl, srazenina se vylucuje pomaleji a ¢astice jsou vEtsi

- srazenim za horka pomalym ptfidavkem srazedla, vzniklou srazeninu jesté za stalého

michani povarit

- vyloucenou srazeninu nechame po urcitou dobu ,zrat“ ve styku s pivodnim

roztokem, nejlépe za tepla a obasného promichani

Nékteré latky, malo rozpustné ve vodé, se pfi srazeni nevylucuji ve formé srazeniny,
ale vytvafeji velmi jemné ¢astecky rozptylené v roztoku, jako tzv. koloidni disperze — soly, ve
vodném roztoku hydrosoly, které jsou nefiltrovatelné. Kazda ¢astice solu ma elektricky naboj,
ktery je schopen zachycovat nabité Céstice zroztoku (adsorbovat je). Je nutné je tzv.
zkoagulovat (ptidavkem elektrolytu), aby byly snaze filtrovatelné.

3

Postup prace:

Ptipravime oddé¢lené asi 10% roztoky obou soli v mnoZstvi udaném stechiometrickym
vypoctem. Roztoky zfiltrujeme, zahfejeme témét k varu a za stdlého michani postupné
pfilévame jeden roztok do druhého. Malé mnozZstvi sraZedla (asi 5 % objemu jednoho
roztoku) si ponechame stranou. SraZeninu nechame usadit, do ¢irého roztoku nad sraZzeninou
pfidame nékolik kapek ponechaného roztoku sraZedla a pozorujeme, zda se jesté tvori
srazenina. Po ukonceni srazeni srazeninu v roztoku rozmichame, nechame stat a nékolikrat
dekantujeme horkou destilovanou vodou a pak zfiltrujeme nebo odsajeme. SraZeninu na filtru
promyjeme vlaznou vodou, abychom ji zbavili iontli vedlej$i zplodiny srazeci reakce, a dame
suSit do suSarny. Pfed suSenim je nutné zjistit v tabulkach (podle bodu tani), pti jaké teploté
1ze preparat v susarné susit. Vysuseny preparat zvazime a vypocitdme vytézek reakce.

SraZenim lze piipravit napft.:

AgCI - bily amorfni prasek, uc¢inkem svétla Sedne az fialovi (rozklad na subchlorid a chlor).
Ve vodé nerozpustny, rozpousti se v roztoku NH; na komplex, v roztoku thiosiranu
sodného (ustalovac ve fotografii).

CaS04.2 H,O (sadrovec) — jemny bily amorfni prasek, ve vodé nepatrné rozpustny,
zahtivanim na 100°C (130°C) ztraci ¢astecné (Gpln€) krystalovou vodu.

BaSO, (baryt) — bily prasek, ve vodé i v kyselinach prakticky nerozpustny, rozpustny
Vv koncentrované kyselin€ sirové.

BaCrO, — jemny, zluty prasek ve vod¢ téméf nerozpustny (barytova zlut)

BaCOs; — bily, tézky prasek, ve vodé téméf nerozpustny
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Hgl, — jemny Cervenooranzovy prasek, ve vodé nerozpustny, rozpustny v jodidu draselném na
komplex

Al(OH); — bily amorfni prasek v suchém stavu, ve vlhkém stavu prthledna rosolovita hmota.
Zahtivanim dehydratuje a pfechazi na oxid hlinity.

Fe(OH)3; — hnédocervena (rezava) srazenina, ktera jiz pii mirné teploté nad 30 °C dehydratuje
a postupné se méni na hydratovany az bezvody oxid zelezity.

PbCI; — bily prasek, ve vod¢ malo rozpustny

PbBr, — bily az trochu nazloutly prasek, ve vodé malo rozpustny

Pbl, — Zluty prasek, méné rozpustny ve vodé nez chlorid olovnaty. Rozpousti se v horkém
roztoku KI na komplex (podvojny jodid) Ko[Pbl,].

PbCrO,4 (chromova zlut’) - jemny, zluty prasek, nerozpustny ve vodé

PbCO; — bily prasek

PbSO, — bily prasek, ve vodé nepatrné rozpustny, dobie rozpustny v organickych kyselinach

PbS — ¢erny prasek, ve vodeé i alkoholu téméf nerozpustny

Cela rada dalsich sulfida napt.:

SnS, CuS, HgS, Ag.S, CdS, Bi,Ss, Sb,Ss, As,Ss, FeS, CoS, NiS, MnS, ZnS

Tyto sulfidy se odliSuji svou barvou a vyuzivaji s vV analytické chemii.

Dalsi moZné metody pripravy anorganickych latek:
Rozpousténi kova (oxidl kovi) v kyselinach
Oxidaéné-redukéni reakce

Reakce spojené s tvorbou komplexu

Rozkladné reakce a tavici procesy

Hydrolyza

4 Zavér

Utastnici kempu se vtomto piipadé seznamili se zékladnimi postupy piipravy
anorganickych latek. Prakticky si vyzkouSeli pfipravu vybrané latky neutralizaci nebo
srazenim. Na konci cviceni shrnuli diléi vysledky (s jakym vytézkem pracovali)
a zformulovali spole¢ny zavér.

5 Poutzita literatura )
SYKOROVA, D., J., MASTNY, L. Navody pro laboratofe z anorganické chemie 2. vyd.
Praha: FIRMA-JK, 2001. 249 s. ISBN 80-7080-452-1.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

CHEMICKY KEMP
ATRAKTIVNI CHEMICKE EXPERIMENTY

Vladimir SIROTEK, Jitka STROFOVA

1 Uvod

Pfirodni védy ziskavaji nové poznatky prostfednictvim pozorovani a experimentalni
¢innosti. Oba zpisoby by se mély v maximalni mozné mife promitnout také do vyuky chemie
na vSech typech skol. Situace je na mnoha Skolach neuspokojiva a zaci zakladnich a sttednich
Skol se vlastni experimentalni ¢innosti vénuji velmi mélo. Proto jsme stejné jako v minulych
dvou rocnicich chemického kempu ptipravili pro tspésné fesitele chemické olympiady fadu
laboratornich tloh vc¢etn¢ atraktivnich chemickych experimentt.

Pod vedenim lektori z katedry chemie FPE ZCU mohli v ramci kempu jeho G¢astnici
realizovat tyto pokusy:

e Sopka e Modry roztok
e Faraontliv had e Ohnostroj s vodou
e Vodni had e Barevny ohfiostroj
e Létajici plechovka e Modré svétlo

¢ Brucici medvidek

e Zlaty dést

e Skékajici uhlik

e Zapalovani vodou

e Erupce zinku se sirou
e Fialovy plamen

e Ohen bez zapalek

e Blesky pod vodou

e Modré oscilace

e Meéfeni pH

e Zeleno-modro-cervené oscilace
e Vodotrysk

e Chemické jo-jo

e Semafor
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3

Ucastnici obdrzeli materidly s kompletnimi pracovnimi navody ke vSem uvedenym
pokusiim. V nasledujicim textu jsou velmi struéné popsany jen vybrané experimenty.

2 Zapalovani vodou
Na prvni pohled nesmysIné tvrzeni spojuje n¢kolik pokust, u kterych misto zépalek
pouzijeme vodu. Ta funguje v mnoha ptipadech jako iniciator dané chemické reakce.

2.1 Reakce jodu s hlinikem

Jemné rozetfeny jod se ditkladné smisi s praSkovym hlinikem v poméru vahovych dila
1:1. Smés navr§ime na nehotlavou podlozku v digestoti a piikdpneme trochu vody. Po chvili
zaCnou ze smési unikat fialové dymy, sublimujici jod, a smés vzplane. Jednd se o silné
exotermickou rekci, pfi niz vznikd kromé velkého mnozstvi tepla jesté jodid hlinity. Voda
V tomto ptipad¢ funguje jako katalyzator.

2.2 Ohiostroj s vodou
V tomto pfipadé voda iniciuje reakci dusi¢nanu amonného, praskového zinku a chloridu
amonného, ktery pasobi jako katalyzator. Reakce je velmi prudka a silné exotermicka, lze ji
vystihnout nésledujici rovnici:
2NH;NO3 + 2Zn—»227n0O + N; + 4H,0

3 Oxidac¢ni ucinky chlore¢nanu draselného
Chlore¢nan je velmi silné oxidacni Cinidlo, a proto se Snim musi zachdzet velmi
opatrné. Jeho oxida¢ni U€inky se daji demonstrovat nasledujicimi pokusy.

3.1 Brucici medvidek

Chlore¢nan draselny nasypeme do zkumavky, pod niZ postavime misku s piskem,
a roztavime jej. Do taveniny vhodime kousek zelatinovych medvidkt. Ty obsahuji velké
mnozstvi cukru, ktery se oxiduje kyslikem uvolnénym z chlore¢nanu draselného. Silné
exotermicka reakce je doprovazena svételnymi a zvukovymi efekty.

3.2 Barevny ohrostroj

Tento pokus je zaloZen na stejném principu jako pfedchozi. Smés najemno rozetten¢ho
chlore¢nanu a cukru zabalime do kousku filtraéniho papiru a zapélime. Opét dojde k silné
exotermické reakci cukru s kyslikem, ktery se uvolni pii tepelném rozkladu chlore¢nanu
draselného. Pro vétsi efekt miizeme ke smési pridat dusi¢nan barnaty, ktery barvi plamen do
zelena, nebo dusi¢nan strontnaty, jez barvi plamen karminové ¢ervené.

3.3 Fialovy plamen

Smés chlore¢nanu draselného a cukru navr§ime na cihlu nebo jinou nehoflavou
podlozku. Ptikapneme-li trochu koncentrované kyseliny sirové, smés prudce vzplane
fialovym plamenem. Pasobenim koncentrované H,SO4 na KCIO3 vznika kyselina chloreéna,
ktera disproporcionuje na oxid chloricity a kyselinu chloristou. Cukr se oxiduje oxidem
chloricitym.

2 KCIO; + H,SO,— K,S0O, + 2 HCIO;
2 HCIO3; —— HCIO, + HCIO,
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HCIO, + HCIO; — 2 CIO; + H,0

3.4 Oheini bez zapalek
K jemné¢ rozetrenému chlorecnanu draselného opatrné piikapneme trochu
koncentrované kyseliny sirové a pridame né¢kolik kapek etanolu. Plisobenim koncentrované
H,SO4 na KCIO; vznika kyselina chlore¢na, ktera disproporcionuje na oxid chloricity a
kyselinu chloristou. Oxid chlori€ity se na svétle rozklada na prvky, vznikajici kyslik zapali
ethanol. Smés okamzité vzplane a rozstiikuje se.
2ClIO; —Cl, + 20,

3 Zavér

Uvedené experimenty je mozné vyuzit na zékladni a stfedni Skole v rtiznych fazich
vyuky. Vysvétleni principu musi byt adekvatni vé€ku a znalostem Zaka. V ramci chemického
kempu bylo mozné mechanismus jednotlivych d&j&i objasnit mnohem podrobné&ji. Ugastnici
také ocenili, ze vétSinu experimenti mohli provadét samostatné.

4 Pouzita literatura

RICHTR, V., KRAITR, M.: Atraktivni pokusy ve vyuce chemie II. In: Chemie XV, Sbornik
PF ZCU v Plzni. Plzen: PF ZCU, 1995.

RICHTR, V., KRAITR, M., STROFOVA, J.: Atraktivni pokusy ve vyuce chemie III. In:
Chemie X VI, Sbornik PF ZCU v Plzni. Plzeii: PF ZCU, 1996.

RICHTR, V., KRAITR, M., STROFOVA, J.: Atraktivni pokusy ve vyuce chemie IV. In:
Chemie XVIII, sbornik katedry chemie. Plzen: ZCU, 2000.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
CHEMICKY KEMP

PRIME STANOVENI DUSICNANU VE VODE
SPEKTROFOTOMETRICKY

Jan HRDLICKA

1 Uvod

Spektrofotometrie patfi mezi nejstarsi metody stanoveni. Pro nékteré latky lze tuto
metodu pouzit pfimo, bez vyuziti chemickych reakci, které by vedly ke vzniku barevného
produktu. Jednou z takovych latek jsou dusi¢nanové ionty, které vyrazné pohlcuji UV zafeni
Vv oblasti kolem 200 nm. Proto Ize jako velmi rychlou metodu pro stanoveni dusi¢nanii ve
vodé¢ pouzit UV spektrometrii.

2 Optické analytické metody

Soubor fyzikalné-chemickych metod, jejichz spolenym znakem je mechanizmus
zalozeny na reakci hmoty a zafeni. Hmotou zde rozumime atomy, molekuly nebo ionty
zkoumané latky v homogennim prosttedi ,,prichodném® pro elektromagnetické zareni.

Hmota a zéfeni si vyménuji energii, pfi¢emz u absorpcni spektroskopie je mechanizmus
interakce mezi hmotou a zafenim zaloZen na schopnosti atomu, molekul nebo iontil prechazet
ze stavll s mensi energii do stavli energeticky bohatSich a vyuzivat k témto pfechodim
dodanou zafivou energii.

Soubor vSech elektromagnetickych vin, uspofddanych podle rostouci vinové délky se
nazyvd elektromagnetické spektrum. Pokryva oblast od vysokofrekvenéniho (VF),
infracerveného (IR), viditelného (VIS), ultrafialového (UV) po rentgenové (RTG) zareni.
Vinové délky elektromagnetického zafeni se pohybuji v rozmezi vice nez 15 tadi. Mezi
jednotlivymi oblastmi neni ostra hranice, jedno zatreni ptechazi plynule v druhé.

Polychromatické zateni obsahuje vSechny vinové délky zafeni v dané oblasti, naopak
monochromatické zareni obsahuje pouze jednu vinovou délku z elektromagnetického spektra.
Spojité spektrum ziskdme, nechame-li prochazet polychromatické zatreni disperznim prvkem
(napt. optickym hranolem). Vznikne barevné spektrum (ve kterém jsou zastoupeny vSechny
vlnové délky), které vydavaji vSechny rozpalené tuhé a kapalné latky (napf. rozzhavena
wolframova Zarovka, rozzhaveny platinovy dratek).

3 Lambert — Beertiv zakon
Lambert-Beeriv zakon vyjadiuje vztah mezi absorbanci svétla urcité vinové délky
a koncentraci analytu. Je vyjadfen rovnici

A=c¢.c.|,

kde A je absorbance pii dané vilnové délce, & je molarni absorp¢ni koeficient
[dm®.mol™.cm™] pro danou vinovou délku a dany analyt, | je délka optické drahy, na které

dochazi k absorpci (tloustka kyvety) [cm] a € je molarni koncentrace stanovovaného analytu
[mol.dm™].
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Lambert — Beertv zakon je limitni tzn. ze plati pouze za ur€itych podminek:

a) pro presn¢ monochromatické zareni

b) pro zfedéné roztoky (¢ << 102 mol.I)

¢) absorbujici ¢astice nepodléhaji zddnym zméndm (interakcim)

d) v méfeném systému existuje pouze 1 absorbujici slozka (je-li v mé&feném systému
vice absorbujicich slozek absorbujici pii dané A, pak je absorbance sumou vsech slozek).

4 Dusi¢nany ve vodé

Dusi¢nany jsou pouzivany jako anorganickd hnojiva a jsou konecnym produktem
mineralizace organickych latek obsahujicich dusik. Déle jsou, spolu s dusitany, vyuzivany
jako konzervaéni prostiedky pii nakladani masa a vyrobé syra (dusitan sodny E 250, dusitan
draselny E 249, dusi¢nan sodny E 251 a dusi¢nan draselny E 252).

Obsah dusi¢nanit a dusitanii v pitné vodé je legislativné upraveno vyhlaskou
ministerstva zdravotnictvi zdkona ¢. 252/2004 Sb. Reguluje obsah dusi¢nani v pitnych
vodach vefejného zasobovani na 50 mg.dm® a obsah dusitand na 0,5 mg.dm>.
V Ceské republice byla v r. 1958 norma pro dusi¢nany 35 mg/l. Je tedy zfejmy dlouholety
trend zvySovani povolenych koncentraci dusi¢nani v neprospéch zdravi spotiebitele. Dnes
vlivem lidské Cinnosti neni redlné tuto normu dodrzet, proto byla hranice posunuta pro
dospé&lého na 50 mg.dm™ a pro kojence na 20 mg.dm™.

Toxické ucinky dusi¢nanii u clovéka jsou dany hlavné jejich redukci na dusitany
a naslednou tvorbou methemoglobinu (metHb). Vznik4 stav tzv. dusi¢nanové alimentarni
methemoglobinémie (DAM), na ktery jsou nejcitlivéjsi kojenci do tii mésict veéku.

5 Popis spektrofotometru Hitachi U-2001

Wolframova Zarovka je zdrojem spojit¢ho spektra zafeni v oblasti A 320-1100 nm.
Deuteriova vybojka je zdrojem spojitého spektra zafeni v oblasti A 195-380 nm.

Pii pfechodu z viditelné do ultrafialové oblasti je wolframova Zarovka piepnuta na
deuteriovou vybojku, vinova délka pii které k prepnuti dochdzi je nastavitelnd v rozmezi
320-380 nm.

V pfistroji je pouzit monochromator s ohybovou miizkou (disperze ohybem, tj. difrakci)
Planparalelni kiemenné kyvety jsou vkladany do méficiho kyvetového prostoru.

1. kyveta: roztok srovnavaci tzv. blank, ktery obsahuje vSechny slozky kromé analytu.

2. kyveta: méfeny roztok sledované latky (Sest pozic, které jsou manudlné otaceny).

Paprsek po vystupu z monochrométoru je rozdélen na dva paprsky prochézejici
srovnavaci a mérnou kyvetou. Zeslabené zareni vychdzejici ze srovnavaci kyvety je
registrovano jednim detektorem a zeslabené zafeni vychazejici z méfené kyvety je
registrovano druhym detektorem.

Detektor je fotoelektricky detektor — kiemikova fotodioda. Pfistroj umozZiuje méfeni
absorbance v rozsahu 0 az 4 jednotek absorbance.

6 Stanoveni dusicnani

Stanoveni je zaloZeno na srovnani absorbance vzorku se standardnimi roztoky
dusi¢nanu draselného v koncentraénim intervalu od 0 do 20 mg.dm™ dusi¢nanii pii vlnové
délce 220 nm. tzn. odecitani absorbance mimo vrchol piku. Pro vyhodnoceni je pouzZivan
Microsoft Excel, ktery znaméfené hodnoty absorbance pifi 220 nm (A) piepocte na
koncentraci dusi¢nani v mg.dm™ (c) podle praktického tvaru rovnice regrese.
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V piipadé vyssiho obsahu dusi¢nani je vzorek vody umérné fedén destilovanou vodou.
Vzorek vody je orientacné ziedén destilovanou vodou tak, az hodnota absorbance ,,padne*
do rozsahu kalibra¢ni kiivky. Pak je provedeno fedéni s analytickou piesnosti, po odecteni
absorbance pii vinové délce 220 nm je stanoven obsah dusi¢nanli ve zfedéném vzorku
a matematickym pfepoctem je ziskana koncentrace NO3’ mg.dm'3 V pttvodnim vzorku vody.

7 Zavér

V ramci této ulohy si studenti pifi pifipravé roztokti vyzkouseli odméfovani roztoki
a ptipravu fady kalibra¢nich roztokli o pfesné koncentraci. Pfesnost prace si pak mohli sami
zhodnotit podle toho, jak pfesné protinala kalibra¢ni pfimka jednotlivé body v kalibracnim
grafu. Také si pfi tomto cviceni ovéfili moznosti ptistrojovych metod pfi stanovenich nizkych
koncentraci. Jako vzorek byla pouzita vodovodni voda a porovnanim vysledkii se zakonnou
normou pro pitnou vodu si mohli ovéfit, ze pouzita pitna voda vyhovuje v tomto parametru
norme¢.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
CHEMICKY KEMP
POLARIMETRIE
Vladimir SIROTEK

1 Uvod

Polarimetrie je opticka fyzikalni metoda, ktera vyuziva schopnost né€kterych slouc¢enin
staCet rovinu polarizovaného zareni. Latky se schopnosti stacet rovinu polarizovaného zaieni
a nejznamejsich vlastnosti latek, kterd bezprostfedné souvisi se strukturou molekul. Opticka
aktivita mize byt pfechodnda, zplsobend zvlastnim uspofddanim Castic v krystalové mitizce
(roztavenim latky zmizi), nebo trvala, dand zvlaStni strukturou molekul. Pfiinou trvalé
optické aktivity latek je nesymetrie v molekule nebo iontu. Mohou existovat dva druhy
molekul (iontt), z nichz jeden je zrcadlovym obrazem druhého — tzv. optické antipody, které
délime podle sméru polarizovaného svétla bud’ na pravotocivé, nebo levotocivé.

2 Méieni optické otacivosti

Uhel stogeni roviny polarizovaného svétla o zavisi nejen na charakteru latky, na vinové
délce svétla a na teploté, ale také na mnozstvi opticky aktivnich ¢astic, se kterymi se paprsek
polarizovaného zafeni setkd, tedy na tloust'’ce vrstvy a na sloZeni roztoku (koncentraci).

a=k.1l.c kde ¢ - slozeni roztoku g/cm®
k - konstanta umérnosti
1 - tloustka vrstvy [dm]

Specificka otagivost [a]', roztoku se &iselné rovna uhlu «, o ktery by se za teploty t
stoCila rovina polarizovaného svétla (o vlnové délce A) pii jeho priichodu 1 dm tlustou
vrstvou roztoku, v némz by na kazdy 1 dm® roztoku pfipadal 1 g rozpusténé latky.

Pi1 méfeni specifické otacivosti se zpravidla uzivd monochromatické svétlo, sodikového
dubletu oznacovaného D o vinové délce 589,6 nm a pii teploté 20 °C. Specifickou otacivost
pak zna¢ime [a]*% .

3 Vypocet sloZeni roztoku
SloZeni roztoku v g/100 cm? vypocitame podle vztahu:

100.cx 1 ... délka polarimetrické trubice v dm
=—— C ... slozeni roztoku v g/100 cm®
[a]D ! a ... namétend hodnota thlu optické
otacivosti ve stupnich

c

[a]20 ... specificka otaivost (tabulkova
hodnota)
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4 Pristrojové vybaveni — kruhovy polarimetr METRA

Stoceni roviny polarizovaného zafeni méfime polarimetry. V nasem piipad¢ pouzivame
kruhovy polarimetr METRA. Tento pfistroj je vybaven stabilné nastavenym polostinovym
zafizenim (polarizatorem je dvojhranol Jellet-Cornu). Oto¢ny analyzator je pevné spojen
s kruhovou stupnici délenou na 360°, na niz odec¢itime tihel otoeni analyzatoru potiebny
k dosaZeni optické rovnovahy. Osvétleni polarimetru se provadi monochromatickym svétlem
sodikové lampy. Polarimetr s polostinovym zafizenim ma kruhové zorné pole rozdélené
ostrou kolmou ¢arou na dv¢ poloviny, které se pti otaceni analyzatoru pomoci Sroubu stiidavé
vyjasiiuji a zatemiuji. Optickd rovnovaha je dana takovou polohou analyzatoru, pfi niz jsou
ob¢ poloviny zorného pole stejnomérné zastinény (ve stejném polostinu). Zorné pole
pozorujeme dalekohledem, zaostfeni obrazu umoziiuje vysouvaci okular (je individualni,
zéavisi na citlivosti oka).

5 Zavér

V ramci seznameni se s metodou polarimetre méli studenti za kol v piedlozenych
vzorcich cukru polarimetricky stanovit hmotnostni zlomek sacharosy. Dal§im tkolem bylo
polarimetrické urceni koncentrace znamého cukerného roztoku (sacharosa, fruktosa, maltosa,
glukosa) a stanoveni nezndmého vzorku porovnanim s tabulkovymi hodnotami.

VSichni ucastnici si roz$ifili praktické zkuSenosti s polarimetrickou metodou
instrumentalni analyzy a prokéazali obratnost v experimentalni ¢innosti jako takové, tak
1 v logickém mysleni béhem uvah nad postupy a moznostmi vyhodnoceni.

6 Kontakt na autora

PaedDr. Vladimir Sirotek, CSc.
Katedra chemie, FPE ZCU v Plzni
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
CHEMICKY KEMP
FAZOVY DIAGRAM TRiSLOZKOVEHO SYSTEMU
Jitka STROFOVA

1 Uvod

Jednou z oblasti zajmu fyzikalni chemie je studium fazovych rovnovah. Jedna se
0 velmi rozsahlou oblast zahrnujici fazové rovnovéhy v jednoslozkovych systémech az po
viceslozkové systémy. Maji-li byt jednotlivé faze v rovnovaze, musi mit stejnou teplotu, ve
vSech musi byt stejny tlak a vSechny slozky musi mit ve vSech fazich stejny chemicky
potencial. K jednozna¢nému popisu daného systému staci znat tolik nezavislych velic¢in, kolik
je tzv. stupnti volnosti. Pocet stupiii volnosti udava Gibbsiv fazovy zékon

v=k-f+2-C

kde v je pocet stupnti volnosti, k pocet slozek, f pocet fazi a C pocet dodate¢nych vaznych
podminek. Méame-li naptiklad jednoslozkovy systém, tak v piipad¢ existence systému ve dvou
fazich stac¢i k jeho popisu pouze jedina veli¢ina (v =1 —2 + 2 = 1), vSechny ostatni jsou jiz na
ni zavislé. Staci tedy znat napft. teplotu systému, tlak uz je jednozna¢né urCen. Zavislost
teploty a tlaku v jednoslozkovych systémech wudavaji Clapeyronova a Clausiova-
Clapeyronova rovnice. Ke grafickému znazornéni fazovych rovnovah se pouzivaji fazové
diagramy. Znich je mozné vycist, v jakych fazich existuje sledovany systém za danych
podminek.

T I

Obr. 1 Schématicky fazovy diagram vody
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Fazovy diagram jednoslozkového systému lze znazornit v roving, jak ukazuje obr. 1. Plochy
v diagramu odpovidaji situaci, kdy dany systém existuje pouze v jediné fazi, hranice mezi
fazemi odpovidaji fazové rovnovaze mezi sousedicimi fazemi. Trojny bod T predstavuje
rovnovahu mezi tfemi fazemi, pocet stupiiii volnosti je v tomto piipad¢ roven nule. Nad
kritickym bodem C neexistuje rozdil mezi kapalnou a plynou fazi.

znazornit v prostoru, kde by jednotlivé soutradnicové osy odpovidaly teploté, tlaku a slozeni
dané¢ho systému. Chceme-li fazovy diagram zndzornit v rovin¢, musime jednu z veli¢in
udrzovat na konstantni hodnotu, ta je dodate¢nou vaznou podminkou. Ptiklady takovych
diagrami jsou na obr. 2 — 4, na obr. 2 je znazornén fdzovy diagram fazové rovnovahy mezi
kapalinou a parou, na obr. 3 diagram odpovidajici rovnovdze mezi dvéma kapalinami a na
obr. 4 mezi kapalinou a tuhou fazi.

Obr. 2Fazovy diagram kapalina — para
prevzato (Novak, 2008)

Obr. 3Fazovy diagram kapalina — kapalina
prevzato (Novék, 2008)
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Obr. 4 Fazovy diagram kapalina — tuha faze
prevzato (Novak, 2008)

V letoSnim roce se ucastnici chemického kempu obeznamili s principy zndzornéni
fazové rovnovahy v systému tvofeném tfemi omezené¢ misitelnymi kapalinami a prakticky
provedli méteni, ktera vedla k sestrojeni takového diagramu.

2 Fazovy diagram ternarniho systému

vySe uvedenych jednosloZzkovych nebo binarnich systémech. Méfeni se provadéji za
konstantni teploty a tlaku, méni se pouze sloZeni systému, aby bylo mozné zobrazit ptislusny
diagram v roviné. Fazové diagramy se v téchto pfipadech nejcastéji zobrazuji do
rovnostranného trojuhelnika (obr. 5), kde vrcholy odpovidaji ¢istym latkam (body A, B, C),
strany vystihuji slozeni binarnich systémi (bod N) a vSechny vnitini body trojuhelnika (bod
M) slozeni ternarniho systému. Obsah kazdé slozky klesd ve sméru od piislusného vrcholu

k protilehlé strang.
C

/N

SN
AW
YAVAVANAVAVAN
/\
/\

A ANAVAVA VA

A E B

Obr. 5Fazovy diagram ternarniho systému
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Nejcastéjsim typem fazového diagramu ternarniho systému tvoreného kapalinami je ten,
ktery je zndzornény na obr. 5. V takovychto systémech je jedna dvojice kapalin omezené
misitelnych (na obr. 5 kapaliny A, B). Kapaliny A, C a B, C se misi v libovolném poméru.
Kiivka EFKHB oddélujici heterogenni — dvoufazovou oblast od homogenni — jednofazové se
oznacuje jako binodalni kiivka.

2.1 Pracovni postup

Vytvotit fAzovy diagram ternarniho systému znamena sestrojit binodalni kiivku. K tomu
je potieba provést fadu meéteni s cilem nalézt co nejvice bodu, které lezi na hranici mezi
heterogenni a homogenni oblasti. Jednotlivé body ziskame tak, ze k binarni smési neomezené
misitelnych kapalin pfiddvame tteti slozku tak dlouho, dokud nevznikne druhd faze. Vznik
heterogenniho systému se projevi trvalym zakalenim systému. Uréime slozeni takto
pfipraveného systému v hmotnostnich nebo molarnich zlomcich a do trojuhelniku zobrazime
pfislusny bod. Postupné¢ michdme bindrni smési o rizném slozeni a ziskame tak dalsi body
binodalni kiivky.

Ukolem studentii bylo sestrojit fazovy diagram systému propan-1-ol + toluen + voda.
V tomto systému jsou voda a toluen omezené misitelné, propanol s toluenem nebo propanol
s vodou se misi v libovolném poméru. Prvni ¢ast binodaly ziskdme tak, Ze bindrni smés
propan-lol + toluen o rizném sloZeni za stalého michéni elektromagnetickou michackou
postupné titrujeme vodou az do vzniku trvalého zadkalu. Po pfidavku kazdé slozky systém
zvazime, po ukonceni titrace vyjadiime slozeni systému hmotnostnim zlomkem a do
diagramu vyneseme pfislusny bod. Takto proméifime 4 — 5 bodi. Obdobnym zpiisobem
ziskame i1 druhou ¢ast binodaly. Tentokrat vychazime ze smési propan-1-ol + voda a titrujeme
toluenem.

Jednotlivé body proloZzime kiivkou. Plocha pod binodalni kiivkou piedstavuje
heterogenni oblast, v niz jsou v rovnovaze dvé kapalné faze. Kfivka bude tim piesnéjsi, ¢im
vétsi pocet bodli budeme mit k dispozici.

2.2 Vysledky méreni

Tabulka 1 Slozeni systému propan-1-ol + toluen + voda vyjadfené hmotnostnimi zlomky

Méieni m[tgoiuen m p[rg:flland m[éfjda m[gfl”(- W toluen W propanol W voda
1 28,487 12,131 1,05 41,668 0,684 0,291 0,025
2 24,793 14,929 1,691 41,413 0,599 0,360 0,041
3 19,89 19,634 3,312 42,836 0,464 0,458 0,077
4 16,392 23,147 5,568 45,107 0,363 0,513 0,123
5 13,484 24,438 7,186 45,108 0,299 0,542 0,159
6 0,977 14,918 29,506 45,401 0,022 0,329 0,650
7 2,388 19,592 23,556 45,536 0,052 0,430 0,517
8 2,957 20,549 21,023 44,529 0,066 0,461 0,472
9 3,764 23,369 19,261 46,394 0,081 0,504 0,415
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PROPAN-1-OL

VO D A S IO LUEN

Obr. 6 Fazovy diagram systému propan-1-ol + toluen + voda, sloZeni vyjadieno
hmotnostnimi zlomky

Tabulka 2 Slozeni systému propan-1-ol + toluen + voda vyjadiené molarnimi zlomky

Mereni | M toluen | M propanol | Mvoda | Mcelk. | N toluen | N propanol | N voda N celk.

W | T el | o] | fmoi] | [moll | [mol] | [moij [ et [ rrerenet] Fece
1 28,487 | 12,131 1,05 | 41,668] 0,310 0,202 0,058 | 0,570 | 0,543 0,355 0,102
2 24,793 | 14,929 1,691 | 41,413 ] 0,269 0,249 0,094 | 0,612 | 0,440 0,406 0,153
3 19,89 19,634 3,312 | 42,836 0,216 0,327 0,184 | 0,727 | 0,297 0,450 0,253
4 16,392 | 23,147 5,568 | 45,107 | 0,178 0,386 0,309 | 0,873 | 0,204 0,442 0,354
5 13,484 | 24,438 7,186 | 45,108 | 0,147 0,407 0,399 | 0,953 | 0,154 0,427 0,419
6 0,977 14,918 |29,506| 45,401 ] 0,011 0,249 1,639 1,898 | 0,006 0,131 0,863
7 2,388 19,592 | 23,556 | 45,536 | 0,026 0,327 1,309 | 1,661 | 0,016 0,197 0,788
8 2,957 20,549 |21,023| 44,529 0,032 0,342 1,168 | 1,543 | 0,021 0,222 0,757
9 3,764 23,369 |19,261| 46,394 | 0,041 0,389 1,070 1,500 | 0,027 0,260 0,713
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3

PROPAN-1-OL

Obr. 7 Fazovy diagram systému propan-1-ol + toluen + voda, sloZeni vyjadieno molarnimi
zlomky

Vysledky méteni jsou shrnuty ve vySe uvedenych tabulkach 1 a 2. Na jejich zakladé¢
byly vytvoteny piislusné fazové diagramy (obr. 6, 7). Vzhledem k omezenym casovym
moznostem bylo méfeni provedeno pouze pro 9 bodli a z tohoto divodu se jednd pouze
0 odhad pravdépodobného chovani zvoleného systému.

3 Zavér

Studenti méli ptilezitost nahlédnout do oblasti, se kterou se v bézné vyuce chemie na
sttedni Skole nesetkaji. Seznamili se zékladnimi pojmy z fazovych rovnovah. Bé&hem
praktického cviceni vyuzili diive ziskané teoretické 1 praktické dovednosti. Jednalo se
pfedevSim o zékladni laboratorni operace (vaZeni, michéni, titrace) a vyjadfovani sloZeni
systému riznymi zpusoby. Pochopili pojem binodalni kiivka, naucili se zobrazovat slozeni
ternarniho systému a na zavér sestrojili dva fazové diagramy. Jeden odpovidal systému
propan-1-ol + toluen + voda, jehoz slozeni bylo vyjadifeno hmotnostnimi zlomky. V druhém
diagramu bylo sloZeni téhoz systému vyjadieno v molarnich zlomcich.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP
Délitelnost v ilohach MO

Jaroslav HORA

1 Uvod
Ulohy o délitelnosti jsou ¢&asté v riznych matematickych soutézich. Nejprve

zopakujeme zdkladni pojmy a elementarni postupy a poté ptistoupime ke komplikovanéjSim
uloham.
2.1 Priklad

Zjistéte, zda polynom P(n) = n” + n + 41 nabyva pro viechna celd nezaporna n pouze
prvociselnych hodnot.

Reseni: Nejprve to tak vypada, je totiz P(0) = 41, P(1) = 43, P(2) = 47 a to jsou
prvociselné funk¢ni hodnoty. Totéz plati pro P(3) = 53, P(4) = 61, ..., P(10) = 151, ... . Je
dosti fascinujici, Ze jesté pro n = 39 je P(39) = 1 601 opét prvocislem.

JenZe pro n = 40 je P(40) = 402 + 40 +41 = 41.40 + 41 slozenym &islem, nebot’ je
délitelné cislem 41. Totéz plati pro n = 41. Pfesto je dlouhd tfada prvociselnych hodnot

polynomu P(n) pron =0, 1, ...39 pozoruhodna. Polynom P nalezl L. Euler.

2.2 Priklad
Rozlozte v soucin prvocisel nasledujici ¢isla: a) 111 b) 1 111 ¢) 11 111, d) 111 111.
Reseni: Je 111 =3.37,1 111 =11. 101, 11 111 = 41.271, 111 111 = 3.7.11.13.37.
Vime, ze prvocisel je nekoneéné¢ mnoho. Mlizeme se domnivat, ze ,,postupné fidnou.
Mohli bychom nachazet libovoln€¢ dlouhé posloupnosti po sobé jdoucich slozenych
pfirozenych ¢isel?
2.3 Priklad
Dokazte, ze v mnoziné vSech pfirozenych Cisel N existuje stoc¢lennd posloupnost po
sob¢ jdoucich sloZzenych pfirozenych Cisel.

Reseni: VVolme posloupnost 100! + 2, 100! + 3,..., 100! + 101.
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2.4 Priklad
V Guinnesové¢ knize rekordl je napsano, ze nejvetsi zndmé prvocislo (tj. takove, které

377
1

lidé v jistém roce byli schopni konkrétné urcit, resp. vycislit) je 23021°"" — 1. Je to mozné?

Reseni: Ne. Kazda mocnina &isla konéiciho cifrou 1 kongi té jednitkou, proto &islo
23021%" — 1 musi kon¢it cifrou 0 a tedy jde o slozené ¢islo. Jde o tiskovou chybu, ma byt

23021377 _ 1, (Cisla tvaru 2° — 1, p — prvodislo studoval M. Mersenne (1588 — 1648). Né&ktera

Z ¢isel tohoto tvaru mohou byt prvocisly).

3 Priklad (Moskevskd MO 1956):

Necht’ a, b, ¢, d, n jsou cela ¢isla. Dokazte, ze pokud lze zlomek (a n + b)/(c n + d)
kratit ¢islem Kk, pak je ad — bc délitelné Cislem k.

Reseni: Kdybyan+b=kr,cn+d =k.s, pak po vynasobeni prvni rovnice ¢islem — ¢
a druhé ¢islem a a po seéteni takto upravenych rovnic mame ad — bc = k (as — cr), tj. ¢islo

ad — bc je délitelné ¢islem k.

4 Pouzita literatura
GALPERIN, G. A., TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matemati¢eskije olympiady,
Prosvescenije, Moskva, 1986.

Ulohy z http://problems.ru/.

4 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzefi
horajar@kmt.zcu.cz
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATIKA, FYZIKA

EXKURZE DO CESKEHO HYDROMETEOROLOGICKEHO USTAVU
V PRAZE-LIBUSI

Nadézda KUBESOVA

1 Uvod
Pocasi jsou neustalé promény vzduchu kolem nés. Pocasi hraje v naSem zivoté¢ velmi

dilezitou roli. Pisobi na krajinu vSude kolem nés. Snih vyZivuje ledovce, vitr zaobluje skaly a
z pisku dokaze vytvotit obrovské duny. Nejdulezitéjsi ulohu pti tvorbé pocasi maji Slunce,
vzduch a voda. Diky Slunci mame na Zemi teplo a svétlo, vzduch zase obaluje nasi planetu
jako ochranna slupka. Voda zase zptsobuje, ze mohou vzniknout oblaka, kterd vidime témét
denné na obloze, a taky to, Ze na nés prsi a snézi. Protoze lidé véd¢li, Ze pocasi tak hodné
ovliviiuje jejich zivoty a neni pied nim uniku, chtéli vzdy védét, jak bude asponl v nejblizsich
hodinach. Tak se zacalo piedpovidat pocasi. Nejdiive pomoci lidové meteorologie, ktera byla
blizka astrologii, a postupn¢ védeckymi metodami.

2 Cesky hydrometeorologicky ustav v Praze

Leto$ni exkurze navazala na lofiskou navstévu CHMU v Praze - Komotanech. Letos
jsme se byli podivat na pracovisti v Praze - Libusi, kde je radarové a aerologické oddéleni.

tikalni profily tlaku (P), teploty

UTC - pondél, stied .
en az duben
¥Y-12UTC - 1x roéne J

R. nebo na yizyy SUJB
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3

Radarové oddéleni odborné zajistuje provoz radarové sit¢ CHMU véetné zpracovani,
archivace a aplikaci radarovych dat v meteorologické a hydrologické praxi. Meteorologicky
radiolokator slouzi k detekci vyrazné srazkové oblacnosti (bouiky do cca 250 km). Vysledky
mohou byt pouzity pro odhad okamzitych intenzit srazek do cca 150 km od radaru.

Princip funkce radaru je zalozen na zpétném rozptylu mikrovin (cm-vIn) na vodnich
kapkach a ledovych krystalcich ve srazkdch a oblacnosti. Vysila¢ generuje kratké
vysokoenergetické pulsy elektromagnetického vinéni, které anténa vyzatuje v podobé¢ tizkého
svazku do atmosféry. Cast energic se "odrazi" (pfesndji: zpétné rozptyli) od cild
meteorologickych (srazky) &i jinych (terén, letadla apod.). Cast zpétné rozptylené energie je
zachycena anténou a zpracovana piijimacem radaru. Podle polohy antény (azimut, elevace)
a Casu mezi vyslanim a pfijmem pulsu se urCuje poloha cile. Mnozstvi odrazené energie je
umeérné intenzité (radiolokacni odrazivosti) cile.

Meteorologicka méteni se skladdaji z cca 15-20 otacek antény v azimutu s proménnym
vySkovym uhlem (elevaci). Tato objemova méteni jsou opakovana kazdych 5-15 minut.

Aerologické oddéleni =zajiStuje aerologickd 1 pfizemni meteorologicka méfeni
a pozorovani na observatofi Praha - Libus. V aerologii jsou zédkladnimi a nejcasteji méfenymi
prvky teplota vzduchu, atmosféricky tlak, vlhkost vzduchu a vitr. Vertikalni rozloZeni téchto
prvka v atmosféie je na observatofi Praha - Libu§ méfeno Ctyfikrat denn€¢ pomoci radiosond
vynasenych do vysSich vrstev atmosféry meteorologickymi balony. Kromé téchto zakladnich
ro¢né 1 profily radioaktivniho zafeni beta a gama. Naméfené udaje jsou déale zpracovavany,
distribuovany uzivatelim, archivovany a vyuzivany pro odborné studie i mezinarodni
vyzkumné projekty.

Téz jsme se zGcCastnili vypusténi meteorologického balonu se sondou.
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V oblasti pfizemnich pozorovani je observatof Praha-Libu$§ jednak soucasti sité
meteorologickych a klimatologickych stanic CHMU, jednak se podili na fadé specialnich
méfeni a pozorovani. K témto aktivitdm patii 1 testovani a vyhodnocovani kvality méteni
novych meteorologickych piistroja.

-,

3 Zavér

Exkurze byla vedena poutavou formou. Vzhledem k tomu, Ze ucastnici byli studenti se
z4jmem o matematiku a fyziku, budou se mozna nékteti ve své budouci profesi podobnou
problematikou zabyvat.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP

PRIKLADY TAHNOU
(Vybrané slozitéjsi slovni tlohy pouzité v soutézich a hrach kempu)

Jana SOUKUPOVA
1 Uvod (Zajimavé slovni iilohy nejen na pohyb)
Studenti fesili v ramci pohybovych her nasledujici ulohy:

1. Cerstvé houby obsahuji 90 % vody ,susené houby obsahuji 12% vody. Kolik
kilogramt ¢erstvych hub musime ususit, abychom ziskali 2,5kg suSenych hub?

2. Podle planu mél délnik vyrobit za urcity pocet dni 540 vyrobkid. Prvni ¢tyfi dny
pracoval podle planu. Pak na zdkladé nové technologie vyrobil kazdy den o 12
vyrobkil vice, a tak jiz dva dny pfed terminem piekrocil piivodni plan pravé o tolik
vyrobki, kolik jich mél podle planu vyrobit za 1 den. Urcete, kolik vyrobki mél podle
planu délnik vyrobit denné.

3. Vlak jede stdlou rychlosti po pfimé trati, podél niz vede silnice. Po této silnici se
pohybuji dvé auta, prvni jede stalou rychlosti 54 km/h proti sméru pohybu vlaku a
druhé jede stalou rychlosti 72 km/h ve sméru pohybu vlaku. Prvni auto projede podél
celého vlaku za 12 sekund, druhé za 72 sekund. Vypocitej rychlost vlaku a jeho délku.
[ 54 km/h , 360m ]

4. Dva sudy obsahuji ur¢ité mnoZzstvi vody. Jestlize z prvniho nalijeme do druhého pravé
tolik vody, kolik tam jiz je, potom z druhého do prvniho pravé tolik vody, kolik tam
Jiz je, a opét z prvniho do druhého pravé tolik, kolik tam jiZ je, bude v kazdém sudu
160 litrti vody. Kolik litrt vody bylo v kazdém sudu na zac¢atku? [ 100, 220 litrd ]

5. V prvnim roce splnil prvni zavod vyrobni plan na 105% a druhy zavod na 104%,
pfitom oba dohromady vyrobily 52200 stroji. V druhém roce byl zvySen plan prvniho
zavodu 0 5 % a plan druhého zavody o 6%. Oba zavody zvySeny plan nejen splnily,
ale dokonce piekrocili. Prvni zadvod v druhém roce splnil zvySeny plan na 102%
a druhy zavod na 110% a spolecné vyrobily 56400 stroji. Urcete, kolik stoja podle
puvodniho planu mél v prvnim roce vyrobit kazdy z obou zavodi. [20000, 30000
stroju |

6. Na zelezni¢ni trati z A do B je tunel dlouhy 192 m a ve vzdalenosti 933m od tunelu je

most délky 350m . Osobni vlak jede z A do B a od okamziku, kdy jeho lokomotiva
vjede do tunelu, aZ do okamziku, kdy jeho posledni vagén opusti tunel, uplyne
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15 sekund. Z B do A jede po druhé koleji nakladni vlak a pifitom od okamziku, kdy
lokomotiva nakladniho vlaku vjede na most, az do okamziku, kdy jeho posledni vagon
opusti most, uplyne 34 sekund, Posledni vagony obou vlakli opoustéji most nebo tunel
ve stejny okamzik a od tohoto okamziku uplyne pravé 19 sekund, kdy se lokomotivy
setkaji. Misto setkani je vzdaleno 488m od tunelu. Urcete délky i rychlosti obou vlakti.
[os vl. 108m, rychlost 72km/h, nakl. vl. 160m, rychlost 54km/h ]

7. Vlak projizdi tunelem dlouhym 220m. Od okamziku, kdy vjede do tunelu lokomotiva,
az do okamziku, kdy posledni vagon opusti tunel, uplyne 19 sekund. Od tohoto
okamziku uplyne dalSich 42 sekund, nez lokomotiva pfijede k navésti, kterd je 1 km
od tunelu. Vlak jede stalou rychlosti. UrCete tuto rychlost a délku vlaku. [ 72km/h ,

160m ]

8. Zmista A do mista B, vzdaleného 9 km, vySel chodec. Po ¢tvrt hodin€ byl za nim
Z mista A vyslan posel se vzkazem. Posel dohonil chodce a vritil se zpét do mista
A v okamziku, kdy chodec pftisel do mista B. Urcete rychlost pohybu chodce a dobu,
za kterou posel dohoni chodce, vite-li, Ze se oba pohybuji stdlou rychlosti a rychlost
pohybu posla je 5 km/h . Pfitom dobu potifebnou k pfedani vzkazu zanedbavame.

[4 km/h , dohonihoza 1 h]

2 Priklady z olympiad ALGEBRA
V oboru redlnych ¢isel feste soustavy rovnic:

1. x3+y¥=3y+3z+4
yi4z¥ =3z+3x+ 4
Z24x® =3x+3y+4

Resent: (v, 2) = {(2;2;2); (—1;—-1; —1)}

1 2
X+—=—

2. ¥*
+1 2

J‘ _]."_Z=

2

x:

i
Re§eni: (.'X-'J ¥ Z} = (1r 1; -l}

3 Zajimavé geometrické ulohy
1. Jsou dany body A a B, které lezi v téZe poloroving s hrani¢ni pfimkou p. Na pfimce
p sestrojte bod P tak, aby soucet druhych mocnin vzdalenosti bodu P od bodit A a B

byl minimélni.

Reseni:
Al, BI jsou kolmé priméty bod A a B na ptimku
p.
IAPP + IBPP = (44, + x*) + (BB, F +y%)
Oznaéme @ = x + v ,d je konstanta.
A, . B,
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- - dy*  d®
. . o o x‘+{d—x]‘=2(x——) + =
Upravime pravou stranu vyrazu a minimalni musi byt vyraz 2 2
d

Tento vyraz je minimalni pro T2.p je stied AB.

2. V roving je dana dvojice navzajem kolmych ptimek p, q. Necht’” AB je usecka, ktera
leZi na pfimce q a s pfimkou p nema zadny spole¢ny bod. Sestrojte bod C € p tak,
aby se velikosti vnitinich 0hll trojihelniku ABC pfi vrcholech A a B lisily pravé o
60°.

Reseni:

Ptedpokladejme, ze velikost vnitiniho thlu pti vrcholu B

Vv trojuhelniku ABC je vétsi nez pii A. OznaCme o thel

pfi vrcholu A, potom velikost vnitiniho thlu pii B je

ot+60°.  Necht B’je soumérny sB podle p.
|4B"BC| = |[4BB°C| = 120°—ux a tedy |4ACB’| = 60°

Sestrojime oblouk kruznice, z nichZ je vidét tisecka B'A

B pod uhlem 60°.

3. Bod M je sttedem piepony AB daného pravouhlého trojuhelniku ABC a P je patou
jeho vysky z vrcholu C ke strané AB. Dokazte, ze se osa tthlu ACB a osa kratsi
odvésny trojuhelniku ABC protinaji v bod¢, ktery je sttedem kruznice vepsané
trojuhelniku CMP.

Reseni:

Z podobnosti pravouhlych trojihelniki ABC a CBP
plyne L5CP| = [aBACIlaMCA] | nebot’ trojiihelnik CAM
je rovnoramenny se zakladnou CA. Je proto osa 01 vnitini
ho thlu pfi vrcholu C v trojihelniku ABC soucasné osou
vnitiniho thlu pfi vrcholu C v trojihelniku MPC. ProtoZe
krat§i odvésna BC je zdkladnou v rovnoramenném
trojuhelniku BCM, je osa o strany BC souasné osou
vnitfniho Ghlu pfi vrcholu M trojuhelniku BCM, tedy 1
trojihelniku MPC. Priseéik piimek o; a 0, je tedy
sttedem kruznice vepsané trojuhelniku MPC.

4 Pouzita literatura
SVRCEK J., CALABEK P. Sbirka netradi¢nich matematickych @loh 1. vyd.
Prometheus, 2007., ISBN 978-80-7196-341-7.
POLAK 7., Stfedoskolskd matematika v ulohach
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP
ULOHY S NEROVNOSTMI

Jaroslav HORA

1 Uvod

Zatneme prikladem, kde se vyzaduje nalezeni odhadu jistého souctu, a v dalSich
ptikladech budeme dokazovat nerovnosti. V nich je tfeba dokazat, ze nerovnost plati pro jisté
proménné.
2.1 Priklad na odhad

Dokazte, ze 1/2 —1/3+1/4—1/5+ ... +1/98 —1/99 + 1/100 > 1/5.

Reseni: Mame odhadnout koneény soucet vlevo, ale do s¢itani takového poctu zlomkt
se nam opravnéné nechce. Ozavorkujme vyraz na levé strané tak, Ze do prvni zavorky
umistime ¢tyfi prvni s¢itance, do dalsich dvojice, posledni ¢len pak zlistane sam:

L=(1/2 —1/3 + 14— 1/5) + (16 — 1/7) + (1/8—1/9) + ... + (1/98 — 1/99) + 1/100.

Nyni je patrné, ze soucet v prvni zavorce je 13/60, coz je vice, nez 1/5, a vSichni dalsi
s¢itanci jsou kladni.

2.2 Nerovnost
Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené n > 1 plati:

Un+1)+1Un+2)+...+1/2n)>1/2.

Reseni:  Vidime, Ze nejmensi ze zlomkl je posledni a Ze vlevo je n zlomki. Pro
puvodni levou stranu L tedy plati L >n. 1/2n =1/2.

2.3 Piiklad: Dokazte, Ze pro viechna realnd X, y plati 1/2 (x* + y?) > x y. *)

Reseni: Vynasobme dvéma a uved'me na tvar ( X — y)2 > 0. Rovnost nastava pro X =Y.
Dosazenim a = x4, b = y? dostavame znamy vztah mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem dvou nezapornych ¢isel @, b (AG nerovnost pro dvé nezaporna Cisla a, b):

1/2 (a+b)>ab.

2.4 Piiklad: Dokazte, e pro viechna redlnd x, y, z plati X* + y? + 22 > xy + Xz + 2 .

Reseni: Staci seCist tfi nerovnosti typu (*) !
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2.5 P¥iklad: Dokazte, 7e pro viechna redlna X, y plati X* + y? + 1> xy + X +.

Reseni: Vyuzijeme vysledku piedchoziho piikladu a dosadime z = 1.

2.6 Priklad: Dokazte, Ze pro viechna kladn4 realnd a, b, ¢, d plati ﬂj(a+c)(b+d) > Jab+
Jed .
Reseni: Umocnime: (a+¢) (b+d)>ab+cd +2+abcd , nadeZ po roznasobeni a drobnych

tpravach mame 1/2 (ad + b c)> +/abed . To je oviem AG nerovnost pro &isla a d, b ¢. Nyni

si uvédomme, ze uzité tipravy byly ekvivalentni.

2.7 Piiklad: Dokazte, Ze pro vSechna kladna realna a, b, ¢ plati

1 1 1 1 1 1
+ + <12 | —+—+—|!
a+b b+c c+a a b c

Redeni: Dokazme nejprve, e pro viechna kladna realna a, b plati

1 1(1 1 .
<—-|—+—-1|.Toje
a+b 4(a bj

snadné, napf. se mizeme roz§ifenim zbavit zlomka a dospét k platné nerovnosti. Obdobné

také plati

1 1/1 1 1 11 1 e , ey .
—— < —| —+= |, resp. ——< —| —+—|. Sectenim téchto nerovnosti okamzité dostavame
b+c 4(b ¢ c+a 4{c a

nerovnost pozadovanou v zadani piikladu 2.7, pfi¢emz rovnost zfejmé nastava proa = b =c.

3 Pouzita literatura

GALPERIN, G. A., TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matematiceskije olympiady,
Prosvescenije, Moskva, 1986.

Ulohy z http://problems.rul/.

4 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.
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horajar@kmt.zcu.cz
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

MATEMATICKY KEMP

SOUSTAVY POLYNOMIALNICH ROVNIC
Martina KASPAROVA

1 Uvod
Soustavy rovnic, Vv nichZz vystupuji polynomy dvou ¢i vice neuréitych, a k jejichz
vyreSeni staci nékolik dobrych napadi, patii mezi klasické ulohy matematické olympiady.

2 Ulohy

V ramci matematického kempu byly ukazany zakladni upravy nékterych typa soustav
polynomidlnich rovnic na soustavy sndze feSitelné (sCitani, od¢itani ¢i jiné vhodné
kombinovani rovnic soustavy vedouci k rovnici o jedné neznamé nebo k polynomim, které
lze rozlozit na soucin, vyuziti linearity v jedné z neznamych a uziti dosazovaci metody,
substituce v ,,symetrickych soustavach® a vhodné postupy pro cyklické soustavy). Uzite¢ny
muze byt 1 ,,geometricky postup®, pfi némz jednotlivé rovnice soustavy interpretujme jako
geometrické objekty ¢i vztahy mezi nimi.

2.1 Soustava FeSena vhodnym sectenim rovnic
Priklad 1.V oboru redlnych ¢isel feste soustavu (pievzato z [1]):

x*—4y+ 7=0,
y>—6z+ 14 =0,
2 -2x— 7=0,

Kazda z rovnic soustavy je linedrni v jedné nezndmé. Toto zjiSténi motivuje k uziti
dosazovaci metody. Lze vSak nahlédnout, ze takovy postup vede sice k rovnici o jedné
neznameé, ale ziskana rovnice je osmého stupné bez moznosti snizeni stupné rovnice vhodnou
substituci. V kazdé rovnici je vedle absolutniho ¢lenu vzdy ¢tverec nezndmé a ndsobek jiné
neznamé. Sectenim vSech rovnic se ziska rovnice:

Xo+y +2 Ay —67-2x+T7+14-7=0
Po vhodném preskupeni ¢lenil rovnice a doplnéni na ¢tverec zjistime, Ze plati:
(X1 +(y—2)*+(z-3)°=0
Vyhovuje tedy pouze trojice redlnych ¢isel (1, 2, 3).

2.2 Soustava FeSena vhodnym odectenim rovnic
Priklad 2: V oboru realnych Cisel feste soustavu (pfevzato z [2]):

X%+ 2yz + 5x = 2,
y% + 27X + By = 2,
22+ 2xy +52=2.
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Zadana soustava je tzv. cyklickd soustava, tj. druhd a tfeti rovnice vzniknou z prvni
cyklickou zdménou nezndmych. U takovych soustav vyuzivame poznatku, dle né¢hoz
existence feseni (Xo, Yo, Zo) podminuje existenci feSeni (Yo, Zo, Xo) a (2o, Xo, Yo). Rovnéz muize
byt feSenim trojice (Xo, Xo, Xo), pfi¢emz ¢islo Xo vypoéteme z jedné z rovnic soustavy. Takto
lze ziskat trojice (-2, -2, —2), (1/3, 1/3, 1/3). Vhodnym postupem pro zjednoduseni soustavy
je odecitani rovnic. Rozdil vzdy dvou z nich lze upravit na souc¢in dvou polynomi, které jsou
jiz linearni. VyfeSeni soustav linearnich rovnic poskytne vedle jiz uvedenych trojic jeste
dalsich Sest feSeni.

2.3 Symetrické soustavy
Priklad 3: V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic (pfevzato z [3], str. 25/6.12):

X+Xxy+y=2+3 V2 :
X +y* =6

ZapiSeme-li na mista, kde je X, nezndmou Yy a obracené, zjistime, ze ziskame soustavu
stejnych rovnic. Polynomy pfislusné soustavé jsou symetrické a symetrie plati i pro nalezena
feSeni. Je-li (Xo, Yo) feSenim soustavy, pak je jejim feSenim i dvojice (Yo, Xo). Pouzijeme
substituci A = xy, B = x +y. Prvni rovnice pak bude linearni v A, B a v druhé se objevi soucet
druhé mocniny neznamé B a nasobku neznamé A. Takovou soustavu jiz snadno dofeSime
napt. dosazovaci metodou.

2.4 Ulohy Fefené geometrickou interpretaci rovnic soustavy
Priklad 4: UrCete hodnotu vyrazu Xy + 2yz +3zX, jestlize X, Y, Z > 0 vyhovuji soustavé rovnic:

X° + Xy + g = 25,
g +72=9,
2 +2x+x* =16
(Ptevzato z [4], str. 91/382.)

74dna z rovnic neni linearni v nékteré z neznamych X, Y, z, proto dosazovaci metoda
nebude vhodna. Také s¢itani ¢i od¢itani rovnic nevede k vhodnému polynomu, ktery by bylo
mozno upravit na soucin. Soustava neni ani symetrickd ani cyklickd, neni ani zjevné, jak
ptipadné zvolit substituci.

Vsimneme si, Ze absolutni €leny jsou Ctverce pfirozenych cCisel a toho, Ze Uloha
nepozaduje nalezeni neznamych X, y, z, ale vypocteni hodnoty zadané vyrazu. To nas mize
pfivést k myslence pouzit geometrickou interpretaci jednotlivych rovnic. Druhd rovnice
popisuje, ze souctem dvou druhych mocnin je druhd mocnina, coz pfipomind Pythagorovu
vétu pro trojihelnik s odv&snami y/N3, za pieponou 3. Zbyvajici rovnice obsahuji vedle
souctu ¢tvercli neznamych také smiSeny Clen — soucin téchto neznamych. Porovnanim rovnic
se zapisy kosinové véty pro trojuhelnik se stranami X, y/N3, resp. X, z zji§tujeme, Ze i prvni,
resp. tieti rovnice ma péknou geometrickou interpretaci. Pfilozime-li K sob¢ vhodné strany tii
trojuhelnikt, ziskdme ,,velky* trojuhelnik se stranami 3, 4, 5. Vyraz xy + 2yz + 32X
predstavuje ndsobek souctu obsaht tii trojuhelnikti. Obsah ,,velkého* trojuhelniku je stejny
jako tento soucet, proto je tim uloha roziesena.
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3 Zavér

Z uloh je patrné, ze nékteré postupy, které nds napadnou pro feSeni soustav pouZzit,
nevedou K cili bud’ viibec, nebo az po fadé ukont. V takovém piipadé je potieba zacit
s feSenim znovu s novym napadem.

4 Pouzita literatura

[1] British Mathematical Olympiad. Dostupné z: http://www.bmoc.maths.org/home/bmol-
2013.pdf.

[2] Olimpiada Matematyczna. Dostupné z:
http://www.om.edu.pl/sites/default/files/zadania/om/om58 1.pdf.

[3] KONAGIN, S. V. et al. Zarubéznyje matématiceskije olympiady. Moskva: Nauka, 1987.
[4] .VASILEV, N. B., JEGOROV, A. A., Zadaci vsjesojuznych matmati¢eskych olimpiad.
Moskva: Nauka, 1988.
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

MATEMATICKY KEMP

KRUHOVA A KULOVA INVERZE
Josef KRISTAN

kde ¢(n) je Eulerova funkce udavajici pocet nesoudélnych ptirozenych ¢&isel, ktera jsou
mensi nez n. Je-li n prvocislo, ¢(n) =n — 1.

e Zkuste najit explicitni vyjadieni funkce ¢(n) pouze na zakladé prvociselného rozk-
ladu n.

V nasem pifpadé jsou 3 a 7 nesoudélna a ¢(7) = 6, proto 7|3 — 1. Vyuzijeme-li poznatku,
ze z délitelnosti m|n vyplyva také (a"*—1)|(a™—1) pro kazdé celé a > 1, je iloha vyiesena.
Vidime totiz, ze pro k > 4 je 6|ny, 7|ny a také (35 — 1)|(3™ — 1) a 7|3% — 1.

Zaver: pro k = 1,2, 3 lze puvodni zlomek kratit pouze 2, pro k > 4 ho lze kratit 7.

Piiklad 2. Oznacme d(k) poéet vsech kladnijch déliteli prirozeného éisla k a necht ¢islo
n je resenim rovnice d(1,6n) = 1,6d(n). Urcete hodnotu podilu d(0,16n) : d(n).

Reseni. Nasledujici tloha nas zavede k rozkladu ptirozeného cisla na prvocinitele, coz
je zakladni technika v teorii ¢isel.

e Umeli byste dokazat existenci nebo jednoznacnost takového rozkladu?

Cislo n, splnujici zadanou rovnici, zapiSeme v prvociselném rozkladu,

n = prps? - - - PR¥,

kde £k > 1 a2 < p; < py < --- < pg jsou navzajem ruzna prvocisla. Exponenty «,
i = 1,2,...,k, jsou nezdporna cela ¢isla. Tento zapis cisla n je vyhodny pro vypocet
poctu délitelu d(n). Délitelem n je kazdé cislo ve tvaru

p'f‘pg;’ . -pf"'. 0% Bi & Bl =142 550K
Nyni je snadné urcit d(n) = (aq + 1)(ag + 1) -+ (o + 1).

Na prednésce jsem se snazil, aby mi tento vzorec pomohli odvodit studenti. Za kazdy
dobry napad nebo pti aktivni icasti pred tabuli jsem rozdaval body. To byl pro druzstva
druhy zpusob (kromé nematematickych kvizi), jak ziskat body do celkového hodnoceni.

Body slo tedy ziskavat i za podilohy typu:

e Dokazte multiplikativnost funkce d(n) pro nesoudélna ¢isla a, b, tj. d(a-b) = d(a)d(D).

o Odvod'te vzorec d(n) = (aq + 1)(ag + 1) - - - (o + 1).

Aby méla rovnice d(1,6n) = 1,6d(n) smysl, musi byt ¢islo 1,6n = %n prirozené, takze
n = 2°5%n' kde B > 1 a ' je nesoudélné s 2 a 5. Danou rovnici piepieme (vyuZzijeme
multiplikativnost funkce d(n)) do tvaru

(a+4)Bd(n') = é(o. + 1)(B + Dd(n').

9]
Po zkraceni kladnych cislem d(n') a dalsi ipravé piepiSeme rovnici do tvaru

(38 + 8)(4 — a) = 40,
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nebo

3Bla—4) +8(a+ 1) =0.

7 prvniho vyjadieni vidime, ze 33 +8 > 11 a 33 +8 =2 mod 3, takze ze vsech rozkladu
¢isla 40 na soucin vyhovuje jediné

38+8=20, 4—a=2,

atedy a = 2, 8 = 4, n = 22.5*/. Pokud vyuzijeme druhého, méné napaditého vyjadfeni,
vidime okamzité, ze musi byt ae—4 < 0. Dosadime-li postupné o = 1,2, 3, najdeme pouze
jednu vyvhovujici dvojici @ = 2 a 8 = 4. V obou piipadech jsme dospéli ke stejnému
zaveru. Pak podil d(0, 16n) : d(n) je roven

2 Zakladni nerovnosti

V této casti jsme si pripomnéli zdkladni vztahy mezi praméry. Definovali jsme obecny

mocninny prameér fadu o € R — {0} z kladnych reédlnych cisel zy,29,... 2,
o a L
My(z1, - Zp) i= (M)a
n
a pro o = 0 definujeme
My = /3%
Da se ukézat, ze funkce g(a) = M, (21, -+ ,x,) je rostouci na R a je omezen4,

min {zq,..., 2.} < Mu(21,- -+ ,2,) < max{zy,...,2,

Priklad 3. V libovolném trojithelniku ABC ozna¢me a,b,c délky jeho stran a t,, ty,t.
délky jeho téznic obvyklym zpusobem. Rozhodnéte, zda nékterd z nerovnosi
b+ec ty +tc

g ! =¥ g

a <
je dusledkem druhé, nebo se dokonce jednd o dvé ekvivalenini nerovnosti.
Reseni. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze se jednéa o ekvivalenci, ale obecné plati

pouze tato implikace
b+c

ty + 1,
a< =>t,,>b1) =3

4 P4

(1)

Obracena implikace obecné platit nemusi. V tomto ptipadé najdeme (coz nemusi byt
Uplné snadné) protipiiklad: vezmeme znamy pravoihly trojihelnik s ¢ = 4, b = 3, ¢ = 5.
Pak t, = /13, &), = 3? t: = 3 Bud' pomoci kalkulacky zjistime, Ze je splnéna nerovnost
2t, >ty + t. anebo algebraickymi tipravami dokazeme nerovnost

5+vV73 < 4V13 & 5 < 4V/13—V73 < 25 < 281-8V13 - 73 & V13 - 73 < 32 & 949 < 1024.
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Byt je piedpoklad splnén, platf v tomto trojihelniku 8 = 2a = b+c¢ = 8, tj. neni splnéna
nerovnost 2a < b+ c.

Dokéazeme, ze obecné plati implikace (1). Predpokladejme platnost nerovnosti 2a <
b+ ¢ a dokdzeme nerovnost

2V2? + 2¢2 — @ > /2a% + 22 — b2 + /242 + 202 — 2. (2)

Zde jsme pouzili vyjadieni délky téznice pomoci délek stran a,b,c.

e Odvod'te vzorec pro vypocet délky téznice ¢, =

Lo~

V prvnim feseni umocnime nerovnost na druhou,

2v/(2a2 + 2¢2 — b2)(2a2 + 202 — ) < Th% + 7c* — 8d®. (3)

Levou stranu odhadneme shora pomoci A-G nerovnosti (2,/7y < x +vy),

2v/(2a2 1 232 — 17)(2d% + 20 — &) < 4a® + 0 + &
Misto nerovnosti (3) dokazeme silnéjsi nerovnost
482 + ¥+ < T + 7% — 8a® & 2a% < b + .
7, naseho predpokladu postupné dostaneme
4a® = (2a)® < (b+¢)® = b + 2 — 2be < 20% + 262,

¢imz jsme dokazali silnéjsi nerovnost a dikaz je hotov.
V druhém feseni odhadneme pravou stranu (2) pomoci A-H nerovnosti (aritmeticko-
harmonicky prameér),

V2a2 + 2¢2 — b2 + /262 + 262 — 2 < 2

a pak postupujeme stejné jako v prvnim feSeni.

3 Geometrie v roviné a v prostoru

Priklad 4. Do dané kruhové isece jsou vepsany kruznice ky, ko. Kruznice ki se oblouku
usece dotykd v bodé A a jeji zdkladny v bodé B. Kruznice ko se dotykd oblouku iisece v
bodé C a jeji zdkladny v bodé D.

e Dokazle, ze body A, B,C, D lezl na jedné kruznici.

o Uvazujme nyni véechny takové dvojice kruinic ki, ko, které se navic dotykaji. Jaky
wtvar vyplni body jejich dotyku?
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Reseni. Reseni této tlohy pienechévame laskavému ¢tenafi. Prozrad'me, Ze hlavni in-
gredienci je mocnost bodu ke kruznici.

Priklad 5. Je ddn pevny trojihelnik ABC, bod D probihd stranu BC'. Zjistéte, jakijch
hodnot miize nabyvat tihel svirany kruznici opsanou AABD a kruznici opsanou AACD.

Reseni. Tato tloha Ize fesit mnoha zptisoby. Jedna z velmi efektivnich metod je kruhova
inverze. Strucné zopakujme, Ze jde o geometrické zobrazeni, které je urceno stredem S a
tzv. polomérem inverze r > 0. V kruhové inverzi se X v roviné zobrazi na bod X’ v téze
roviné podle téchto pravidel

e X' lezi na polopiimece SX

SX'| = o

Obraz bodu § definujeme v nekonecnu a naopak.
Kruhovéa inverze ma zajimavé vlastnosti:
e Dvojim provedenim téze inverze dostaneme identitu.

e Kruznice se sttedem v S se zobrazi na kruznici se sttedem v S. Specialné kruznice
se stfedem v S a polomérem r je samodruzna.

e Vnitfek samodruzné kruznice se zobrazi na jeji vnéjsek a naopak.

e Piimka prochazejici stredem S je samodruzna.
e Primka neprochazejici stiedem S se zobrazi na kruznici prochézejici stiedem a

naopak.
e Kruznice neprochézejici stiedem S se zobrazi na kruznici neprochazejici stiedem.
e Uhel mezi kiivkami se zachovava, pokud prusecik téchto kiivek neni bod S.

Na prednasce jsem ukézal feseni, kde jsem zvolil bod A pocatkem kruhové inverze (na
poloméru ani moc nezélezi).

Pti zkoumani tdlohy pouzili studenti osobnich pocitacu a programu Cabri Geometrie.
Velmi rychle zjistili, ze hledany tihel je konstantni velikosti a nabyva hodnot

min {|£BAC

,180° — |ZBAC|} .

Priklad 6. V prostoru jsou dany koule k,l,m a to tak, Ze l,m lezi wonity k, dotykaji
se ji a dotykaji se navzdjem. Sestrojime kouli p, kterd se dotykd kouli k,l,m. Najdéte
mnozinu dotykouvijch bodii o a k.

Reseni. Tato tloha jde elegantné fesit pomoci tzv. kulové inverze — trojrozmérna analo-
gie kruhové inverze. Vlastnosti kulové inverze jsou velmi podobné kruhové inverzi —
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vechno je jen v dalsi dimenzi, takze mluvime napt. o kulové plose prochazejici stiedem
kulové inverze, ktera se zobrazi na rovinu neprochazejici sttedem a tak podobné.

Pti feSeni muzeme zvolit jako stied S bod dotyku kouli & a I. Pfi feSeni budeme
potiebovat jesté tento poznatek

e Kulova inverze je prosté zobrazeni, které zobrazuje kruznice neprochazejici stredem
opét na kruznice.
Diikaz takového tvrzeni muzeme provést s vyuzitim dvou kouli, které neprochazi stiedem
S a které se protinaji v puvodni vzorové kruznici. Dalsi ivahy pienechédme ctenafi.

Zavér a podékovani.

Na piednéasce jsem se zabyvali ilohami z délitelnosti, zakladnimi nerovnostmi a zakladnimi
vlastnostmi kruhové a kulové inverze. Nejvetsi pfinos vidim hlavné v aktivnim zapojent
studentu do prednasky.

R&d bych podékovat viem lidem, ktefi se podileli na piipravé Matematického Kempu
2014. Zvlasté bych chtél podékovat PaedDr. Nadézde Kubesové za pozvani a trpélivost.
V neposledni fadé dekuji studentum za skvélou atmosféru pii feseni loh a nematickych
kviz.

Literatura.

o Matematicky seminat PRASE, http://mks.mff.cuni.cz/.

e 46.rocnik Matematické olympiady.

Kontakt na autora.
Josef Kiigfan

email: kristan1@email.cz
tel.: 420777944564

86



LJ
*
** ** ﬁ._
. * * U] M
evropsky ™ II\. g A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE =~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP
KRUHOVA INVERZE, APOLLONIOVY ULOHY

Josef KUBES

1 Uvod
Tato oblast je nad ramec zakladnich osnov matematiky na stiedni Skole. Pfesto kruhova
inverze je velmi zajimavé zobrazeni, se kterym by se matematicky nadani zaci méli seznamit.

ey e

do jaké skupiny vlastn¢ patii. Naptiklad konstrukce kruznice opsané trojuhelniku.

2 Definice kruhové inverze

Je dan bod S a nenulové ¢islo k. Kruhova inverze je zobrazeni tzv. Mobiovy roviny na
Mébiovu rovinu, které kazdému bodu X 7S pritadi bod X', pro ktery |SX|-|SX'| = || a ktery pro
K > 0 lezi na polopiimce SX a pro k < 0 lezi na opa¢né poloptimce k polopiimce SX; bodu X =
S pfifazuje nevlastni bod; nevlastnimu bodu pfifazuje bod S.

V kruhové inverzi se stiedem S plati:

obrazem piimky prochézejici sttedem S je totozna piimka;

obrazem piimky neprochazejici sttedem S je kruznice prochazejici sttedem S;
obrazem kruZznice prochézejici sttedem S je pfimka neprochdzejici sttedem S;
obrazem kruZnice neprochazejici sttedem S je kruZnice.

YVVVY

3. Apolloniovy tlohy

Apolloniova uloha ma své jméno podle feckého geometra Apollonia z Pergy (262 — 200
pf. n. 1), ktery se touto tlohou zabyval a fesil ji v dile "O dotycich". Apollonios formuloval
ulohu nejprve pro tfi zadané kruznice, pozdéji byly tyto kruznice postupné nahrazeny bodem
(kruznice o nulovém poloméru) a ptimkou (kruznice o nekonecné velkém poloméru).
Originalni znéni se nezachovalo. Je v§ak znama reprodukce tlohy v dile "Mathématikai
synagogai" (dlleZity pramen historie matematiky obsahujici vynatky ze ztracenych
matematickych spisti) feckého matematika Pappose Alexandrijského (3. stol. n. 1.). Paposs
uvadi ulohu v nésledujicim znéni:

"Necht jsou dany tri predméty, z nichz kazdy muze byt bodem, primkou nebo kruhem; ma se
narysovat kruh, ktery prochazi kazdym z danych bodu (JSOu-li dany jen body) a dotyka se
danych primek ¢i kruhu.".

Z vyse uvedeného zadani je mozno vypozorovat pocet moznych variant ulohy. Hledame
vzdy skupiny tii objekti ze tfech druhti (Bodd, pfimek, kruznic), pfi¢emz potfadi danych
objektl neni podstatné. Tvoiime kombinace s opakovanim tieti tfidy z podminek K'(k,n )=
K'( 3,3 ) = 10. Je tedy 10 raznych pripada (novych devét jsou zvlastni ptipady ulohy
obecné), pficemz obecna uloha ma nejvyse 8 feSeni.
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Existuje tedy devét specidlnich ptfipadd obecné ulohy kkk, jsou to ulohy BBB, BBp,
BBk, Bpp, Bpk, BKK, ppp, ppk, pkk.

3.1 Reste tllohu Bpk

Stied fidici kruznice kruhové inverze volime v bodé B. Tim pfimku i kruznici
pfevedeme na dvé kruznice a hledame jejich spolecné tecny. Zpétnym pievodem ziskame
hledané kruznice.

3.2 Reste Glohu Bkk

Stied fidici kruznice kruhové inverze opét volime v bodé¢ B. Tim obé kruznice
pfevedeme na kruznice a hleddme jejich spolecné te¢ny. Zpétnym pievodem ziskdme hledané
kruznice.

3 Zavér

Uvedené téma sleduje splnéni dvou cili. Nejprve rozsifit obzor o dalsi zobrazeni a jeho
pouziti na ulohach. Druhy z cilii je propojeni matematickych poznatki s historickou dobou, ve
které se jimi védci zabyvali. Je evidentni, Ze rozvoj starovéké geometrie a formulované ulohy
jsou natolik obtizné, Ze jejich feSeni v dneSni dob¢ je dano pouze urCité nadané skupiné
studenttl.

4 Pouzita literatura
Patdkova, E. Apolloniovy tlohy. Diplomova prace. Dostupna na internetu
<http://geometrie.kma.zcu.cz/work/AU/apoll/apoll.htm|>

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes

Gymndazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP
DUKAZOVE TECHNIKY — NEROVNOSTI

Josef KUBES

1 Uvod

Znalost diikazovych technik patii k zdkladnimu vybaveni kazdého feSitele matematické
olympiady. Ovéfovani platnosti zadanych nerovnic vzdy vyzaduje originalni pfistup, urcity
nadhled a zkuSenost.

2 Nerovnosti a jejich ovérovani

Zakladnim stavebnim kamenem je nerovnost vyplyvajici zdruhé mocniny
dvojélenu (x — 1)%. Pro libovolné redlné ¢&islo plati, ze (x— 1)* = 0. Odtud plyne
x -|-$ =2,

Dalsi dtlezitd nerovnost je vztah mezi geometrickym a aritmetickym primérem. Pro

. .. ry P wr P S E— xyFxgto--txy

libovolnou n- tici redlnych kladnych &isel xy,%5, ..., %, plati: {25, o, = =——F,
Posledni nerovnosti, se kterou se budeme zabyvat je Cauchyova nerovnost. Pro

libovolné dve n- tice realnych Cisel x4, %q, cnr Xy, @ ¥y, Vo, s ¥y plati

(211 + %573 +"'+xn}’n]: = [xf—i—x% + .t xij(}’f +}’22 T ot }’nzj'

2.1 Dokazte, ze pro kazdy ostry thel a plati
tg a + cotg a > 2
Pouzijeme vztah mezi funkcemi tangens a kotangens a upravime na druhou mocninu
dvojc€lenu.

2.2 Dokazte, ze pro libovolnou trojici kladnych ¢isel a,b,c plati
(a+b)(b+c)(c+a) =8abc
Roznasobime a pouZijeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem.

2.3 Dokazte, ze pro libovolnou trojici kladnych ¢isel a,b,c plati
b+c c+a a+b/ 8

Upravime a pouZijeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem pro
Cleny a+b, b+c, c+a.

(1+

2.4 Dokazte, ze pro libovolné ptirozené ¢islo n > 1 plati:

n+ 1"
n!a‘:( )
2
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3

Vyuzijeme rovnost: Pro libovolné pfirozené ¢islo n vétsi nez jedna plati: 1+2+3 +
(n+1l , . v o, . . . , . ,
4+...+n= %} . Déle je potieba pouzit vztah mezi aritmetickym a geometrickym

pramérem.
2.5 Dokazte, ze pro vSechna Xy, X, ... , Xn € R* plati:

n 2 n
(Z xi-) <n Z x?
i=1 i=1
Dosadime do Cauchyovy nerovnosti za ¥y Va, ..., ¥, Cislo 1.

2.6 Dokazte, ze pro kazdé redlné ¢islo a plati:

3(1+a*+a*)=(1+a+a?)?

2.7 Necht' X, Y,z € R;. Dokazte, ze plati:
L E— = ] =
JxytyztzEzx £ (fx+y 4 z°

Obé nerovnosti dokazeme aplikaci Cauchyovy nerovnosti.

2.8 Dokazte, ze pro libovolnou trojici realnych ¢isel a, b, ¢ plati:
(a+b—c)+(b+c—a)+(c+ta—b) =ab+bc+ca

Upravime levou stranu a opét Sikovné pouzijeme Cauchyova nerovnost.

2.9 Dokazte, ze pro libovolnou trojici kladnych realnych ¢isel a, b, ¢ plati:
1 1 1 9
+ + = > I
b(a+b) c(b+c) alc+a) 2(a®+b*+c?)

Dtikaz nerovnosti je pomérné narocny. Vychozi nerovnosti je tentokrate vztah mezi
harmonickym a aritmetickym priimérem. V dalSim feSeni pochopitelné budeme pottebovat
Cauchyovu nerovnost.

3 Zavér

Uvedené ulohy zvelké casti piesahuji rozsah zékladniho stfedoSkolského uciva
matematiky. Pro feSeni ptikladti matematické olympiady jsou vSak zakladni a navazuje se na
né ve vyssich kolech. Resitele zdokonaluje ve strategii a diislednosti feseni. Diikazové ulohy
uvedeného typu také vyZzaduji precizni znalost v upravovani algebraickych vyrazu.

v4 POyiité literatura,
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. s r. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

KUFNER, A. Nerovnosti a odhady. 1. vyd. Praha: Mlad4 fronta 1975. 120 s. 508/21/82.6
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5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes

Gymnazium, Plzen, Mikulasské ndm. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP

CELA CAST REANEHO CiSLA:, ABSOLUTNI HODNOTA
REALNEHO CISLA

Josef KUBES

1 Uvod

Cela ¢ast realného ¢isla je partie, ktera se v klasickych hodinach matematiky neprobira.
Ovsem je to vdécné téma ke tvorbé netradi¢nich uloh, ve kterych je nutna individudlni
strategie. Nelze se naucit univerzalni postup, je nutné si predem dobfte zvazit postup feseni.

2 Definice celé ¢asti realného ¢isla a jeji graf
Vyraz [a] znamena celou ¢ast z realného ¢isla a. Je rovna nejbliz§imu niz8§imu celému

¢islu. Tedy [1] = 1, [3,5] = 3,[—6,2] = —7. Graf funkce y = [x] ma tvar:
Y

-4

2.1 Urcete vechna redln4 ¢&isla, kterd vyhovuji rovnici 4x — 2[x] = 5.
2.2 V oboru redlnych cisel feste rovnici
[3x—5]=5x—8

V obou ulohach vyuzijeme definici celé ¢asti, tedy [X] = x + k, kde 0 <k < 1.

2.3 Urcete vSechny dvojice realnych ¢isel, které vyhovuji soustave rovnic

lx + 1] + Iyl =2
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y+4 = |2x]|

3

Kli¢ k feseni je v diskuzi jednotlivych absolutnich hodnot. Stanovime podminky pro
jednotlivé proménné tak, abychom mohli jednoznacéné urcit jejich znaménko a pro kazdy
ptipad fesit zv1ast’ soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

Pro kontrolu Ize tlohu fesit graficky. Z obrazku je patrné feSeni: K = {[-1,-2],[_??, _?2]}

4
y

3

3 Zavér

Uvedené ulohy zvelké casti piesahuji rozsah zékladniho stfedoSkolského uciva
matematiky. Pro feSeni prikladii matematické olympiady jsou vSak zakladni a navazuje se na
n¢ ve vysSich kolech. Resitele zdokonaluje ve strategii a dislednosti fesSeni.

v4 Poyiité literatura,
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. s r. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes

Gymndazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP

Soustavy linearnich rovnic

Jaroslav HORA
1 Uvod
Je dobré se seznamit s nékterymi triky pouzivanymi pii feSeni ,,vétSich® soustav
linearnich rovnic. Je také uzitecné naucit se zapisovat event. nekonecnou mnozinu feseni
takovéto soustavy pomoci parametrii. Také budeme sméfovat k ukazce Gaussovy eliminace
a rozboru ptipadu, které mohu nastat s ohledem na feSitelnost, resp. na nefesitelnost soustavy
linearnich rovnic.

2 Jak se nam povedla Gaussova eliminace
Reste soustavu rovnic (Moskevska matematicka olympiada 1953)
X1+2Xo +2X3+ 2X4+ 2X%X5=1,
X1+ 3Xo+4Xs+ 44Xy +4X5=2,
X1+3Xo+ 5X3+ 6X4+6X5=3,
X1+3X2+5X3+ 7Xa+ 8X5 =4,

X1+3Xo+5X%X3+ 7X4 +9X%X5=5.

ReSeni: Opisme prvni rovnici, pod ni zapiSeme druhou rovnici, od které jsme ode&etli prvni,
dale napiSeme rovnici tieti, od které jsme odecetli druhou atd. Dostdvame soustavu
X1+2Xo+2X3+ 2Xq+ 2X%X5=1,
Xo+2X3+ 2X4 +2%X5=1,
X3+ 2Xs +2X%5=1,
Xa+ 2 X5 =1,

X5 = 1.

Nyni okamzit€ vidime, ze Xs =1, x4=-1, X3=1,x,=-1, x; = 1.
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3 Priklady:
Reste nasledujici soustavy rovnic:

a) b)

X—-3y +2z-t=3, X+2y + 32— 1t=0,
2x+4y —3z+ t=5, X—y + 2+ 21t=4,
4x-2y + 72+ t=3, X+ 5y + 52— 4t=-4,
3x+y + z- 2t=10, X+ 8y +7z2— 7t=-8,
c) d)

X+2y+3z=2, X+2y+3z-t=0,
X—y+2z2=0, X—Yy + z2+2t=4,
X+3y —z2=-2, X+5y+ 5z-4t=-4
33X +4y + 32=0, X+8y +7z2-7t=6.
ReSeni:

aP=1{[2,-1, -3, 4]},

b) dvé posledni rovnice vyplyvaji z prvnich dvou, proto ma soustava nekone¢né mnoho
feseni, k jejich vyjadieni potiebujeme dva parametry, napt. P={ [6+5u—7v,2u, 3v-3u,
2v ]},

¢) posledni rovnice je souctem ostatnich. Soustava ma jediné feSeni P = { [- 1, 0, 1]},

d) soustava nem4 feSeni.

4 Pouzita literatura

GALPERIN, G. A,, TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matematiCeskije olympiady,
Prosvescenije, Moskva, 1986.

Ulohy z http://problems.rul/.

5 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzen
horajar@kmt.zcu.cz
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI

MATEMATICKY KEMP

Rovnosti a nerovnosti v mezinarodnich
matematickych olympiadach

Petr TOMICZEK
Uvod
S rovnostmi a nerovnostmi se setkivame nejen pii feseni éstych matematickych problémn a
i v praktickém zivoté musime obéas pouiit nerovnost. Napfiklad kdyz cheeme dostat skiin
do patra, je lépe nejdiive poéitat a pak pracovat. Obsahem tohoto piispévku jsou proto
pitklady na rovnosti a nerovnosti, které se fedily v matematickych olympiadach po celém
sveta,

Prvni kapitola je vénovina rovnostem fegenym v oboru celveh észel. Ve druhé kapitole je
diskutovan vetah mezi aritmetickym a geometrickym promérem a jeho aplikacemi pfi feseni
nerovnostl. pro pochopeni nékterveh dikazi je vhodné se nejdfive seznamit s principem
matematické indukee.

1. Rovnosti

Priflad 1.7 : ({New York 1977)

Pro =,y € E feste rovnici 2 + 1 = ¢~
Regeni: 7 nerovnosti0D < 2 =y — lwvyplivipror,y €, 2e 2=y  — 1 >3 az > 1.

Tedy 2= + 1 je liché éislo i y je liché. Pak y = 2k + 1,k € Z a2 +1 = (2k + 1)?, odtud

2= 2 — (k + 1)k. Tato rovnost nastane pouze pro k=1, neboli = =3,y = 3.
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Prillad 1.2: (NDR 1973)
Pro r,y € Z feste rovnici z(r + 1)(x + 7){z + 8) = ¢~

Reseni: Substituci z = = + 4 piejdeme k (22 — 16)(z> —9) = 3. Pro z = 0 je y = £12,
proz = +3 r=2d jey =0, pro z = £5, je y = £12. Pro z = +1,+2 feseni v celich
gislech neexistuje. Zbyva uvazovat |z| = 6. Pak 2 — 2527 + 144 = ¢* = (2% — 12)? — 2% Tedy
(22 =12 2 ¢y* ay® = (22 — 13)% = 2% — 2527 + 144 — (2% — 25), nebof (z® — 25) = 0 pro

|z| = 6. Dalai fegent tudiz neexistuji.

Priklad 1.3: (Rumunsko 1981)

Pro =,y £ & feste rovnici

Reseni: Substituci z = »° prejdeme ke kvadratické rovnici 2 + 3z + 1 —y* = 0, pro jejiz
diskriminant musi platit D =5 + 4y = n®, n € M, abychom dostali feseni v celych éislech.
Polozime m = 2y%, pak n =m*+5an>m+ L tedy m®+5 = (m+ 1)  =m? + 2m + L.
Odtud plyne 2 = m = 297, tudiz 1 = |y|. Pro y = 0 feSeni neexistuje, pro y = £1 je r = 0.

Priklad 1.4 :  (Jugoslivie 1974)
Pro r,y € Z feste rovnici 2° + zy + y* = 2y

Reseni: Diky symetrii pitkladu mizeme bez fljm%' na obecnosti predpokladat, ze y
az, |a| = 1. Potom z*(1 + a + @®) = a’z" a z* = B2 < 3 tedy pro z = —1, jey = 1, pro
r=0,jey=0,prox=1,jey=—L

Priklad 1.5: (NDR 1974)
3

Pro r,y € Z feste rovnici (zr+ 2)% — rf = 3%

Reseni: Vipoctem dostaneme 8(z* + 2(z + 12 + %) = °, tudiz y je sudé y = 2k, k € E,
tedy 23+ 2(z+1)2+ 22 = Fa(z+1P+(z+1) = k. Odtud proz = —1 vyplyva, ze k = =+ 1.
Pro k = r + 1 dostaneme = = —1, y = 0. Pro k > = + 2 musi platit =% + 2{z + 1)* + =*
> ¥+ 622+ 122+ 8, neboli 0 = 32% + 8x + 6, coz nikdy nenastane. Pror < —ljer+1 =k,
tedy zr =kar" > (r+1)*+ (z+1). Odtud 0 > 32 + 3z + 1, coz opét nenastane.
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2. Nerovnosti

Vzdilenost dvou &sel a, b na redlné ose se rovnd |a — b = +/(a — b)2. Zfejmé (a — b)? = 0,
co? je ekvivalentni se zdkladni nerovnosti

. . 2+ a+ b s
2ab < a® + b*, popiipade ab < — nebo  vab < 5— proa, b=0, (N1)
kterou lze zobecnit do nasledujici podoby.
Véta2.l: (o pramérech)
Necht a; > 0,i=1,2,...n, pak plati
m ay + - laf+-.- 4+ a2 .
1 1 = ay-...m g = 1 ﬂq{_:\ll'll : =, [."IQI
— 4 = n m
L 5] Ay

Definice 2.1: Nechf a,. 4., ....a, € E . aritmeticky primér se nazyva éislo

a t+az+---+a,

n
Nechf a; > 0,i=1,2....n. geometricky priimér se nazyvi éislo

TR L

- C . .
Necht a; = 0,1=1,2,...n, harmonicky prumér se nazyva éislo
n
T 1 -
ategtta

Nechf a;,as,....a, € B, kvadraticky pramér se nazyva éislo

Il,la.?}&;fi---iai
- .

Dhikaz vaty 2.1: Nejdfive dokdfeme vatah meni geometrickym a aritmetickim primérem

e SRR o )
v ... i, — (GA)
n
. PP Ayt e--ta ) i )
Upravime (GA) do tvaru n < ——= apolozime r; = ———— i=1,..., .
gay - -ay oy ... a,
Potom =y -7+ ...- 2, | a pomoci matematické indukee budeme dokazovat, ze n <
T+ T+ ...+ .. Promn I tvrzeni ziejmé plati. 7 wvyuzitim indukéniho predpokladu
1 2 n .
n % r + 73+ ...+, cheeme dokdzat, 2e n+ 1 < =y + 72+ ... + 7 + Tpyp, pokud
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Ty+Tg-...-Tn+Toe1 = 1. Bez djmy na obecnosti mazeme predpokladat, ze v = 1 a 7p < 1,
potom (zy — 1){z2 — 1) < 0, tedy 1 + 7172 < 17 + 72 a také

I+ttt T Sttt o, gy,
Pro n éisel xyx0, 73, ..., 7pp plati myze - - ... - 7ppp = | a podle indukéniho predpokladu
n<rrstryt ...+ g+ T - Odiud jiz dostaneme
l+n=l4+mretrst.. . trgd s +ret. ...+ 20t T,

co? jsme méli dokazat,

) o 1 : et . . of 1 1
Pokud polozime a; = -, i = 1,...,n v nerovnosti (GA), pak dostaneme pf5--...- ;- <

1
L . . . . .
24— = Odtud jiz snadno plyne nerovnost mezi harmonickym a geometrickym primérem

%5 Vb b, (HC)

W A

by

Nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym praomérem dokazeme také pomoci mate-
matické indukce. Cheeme tedy dokdzat

—_—m

._-1]{1”13“‘__ E,?{-.”{-ﬂi
n ;1‘:'/ :

(AK)

Tt

coZ pro n = 1 zfejmé plati.
Za indukéntho predpokladu (a; + --- + a,)* < n(af + --- + a2}, dokdzeme platnost

(ay+-tantapn)? <(n+1)(al+---+ad+al,).

Plati (N1)

|:,|3_] boane 4 (. b ﬂn11]3 |:¢_'|:] boene gn]z 4 2(&,1 -+ a'n.::lﬂn11 { (ﬂn.l]g E i'il::&:f e 4

as)+aitas,,+---+aitastap, = (n+1)(ai+---+ai+al, ), coi jsme méli dokizat.
Poznamenejme, #e rovnost v (N2) nastane pouze pro a; = a2 = ... = a, .

5 nerovnostmi z predchozi véty se éasto sethdme v idlohdch = matematickych olympiad.

Prildad 2.1 :  (2roénik MO kat. A)

Dokazte, ze pro a; = 0,i=1,2, .. _n, plati nerovnost
1 1 1 .
(@ +az+...4 anj(— t—+---4 —) Zn.

ay  agz n

Rezeni: Jednoduchou dpravou dostaneme
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mlaz}...}nn} m
T _L}L
aq @3

co? je nerovnost mezi harmonickym a aritmetickym promérem, viz (N2).
Reseni viak miizeme dostat i jinym postupem s vyuzitim zakladni nerovnosti (N1).

1 1 1 - 1 - 1
R TR A ) DL D

1 ij
i=1

(HA)

-
oot

l<i<i<m
~

Priklad 2.2: {1T.roénik MO kat. A)

Dokazte, #e pro trojici nezdpornych éisel a,b, ¢, plati nerovnost

ala — v'be) + b(b — vac) + clc — vab) = 0.

Reseni: Podle (GA) nerovnosti je Vab < "—E: tudiz
a(a — vbe) + b(b — \/ac) + clc — vab) = a(a — 5=) + b(b — %) + e — =L
(b—ec +(a—c)?) = 0.

) = 2((a —b)* 4

Priklad 2.3 :

Dokaizte, ze pro libovolné prirozend éslo o, plati nerovnost

ol < (n& l)"
< 5 .

Regeni: Plati 1424 ... +n "“’2' - pak (22)" = (ltiietn)

n p—

Poznamka: Lze to dokdzat i matematickon indukef a binomickou vétou.

n (G2)
= nl.

Prilklad 2.4 ©  (22.roénik MO kat. A)
Mame posloupnost (a, ) realnych éisel, ktera splavje a, 1 +a,.1 = 2a,, pron > 1. Oznaéime

a +...+a L .
A, = ————— " dokazte ze pak plati nerovnost

n
Apg + Apeq =24,
Regeni: Nerovnost A,y + A, = 24, piepfseme do tvaru A, , — A, > A, — A, a
dosadime z definice A,,. Tedy
ﬂ]i...lﬂnu_ml...iﬂ-n ay+ ...+ a, ay+ ...+ ag;

= —
n+1 T - n n—1
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Piechodem na spoleéného jmenovatele dostaneme postupné

Mdgs) — 0] —...—dy _ n—1)a,—a; — ... —ag
(n+ 1n - nin—1)
(n—1)nap —ay—...—ap| 2 (n+1)[(n—1)ag —a; — ... —ap41],

n—1l)n(tn — ) 22(n—1)a, —2a; —... —28,_,,
w[an.: —ay) = |n—1){an —ap1) +(n —2)(an1 —8n2) + ...+ (82 —a1]],
((n=1)+ ...+ 1){@ns1 —an) = [(n — 1){0n — 1) +...+ (82 —a1)].

4 predpokladu a,— + ane1 = 2a, plyne ap — @ = Gn — Gpoy 1 Gpp1 — Gn = dpo1 —
Ope2yeee s Bpal —n = gz —ay . Odtud jiz zfejmé dostaneme platnost dokazované nerovnosti.

Priklad 2.5: (NewYork 73)
Dokazte, ze pro dvé libovolna rizna kladna éisla a, b plati nerovnosti

—B?®  a+h
vab < (e < .
S St ap) 2

N I a+h i [ {a—k)? (a+5)* —dab
Rezent:  Oznadéime A > a (7 = +/ab, pak S VAl B A-C) AT
Z 2 .
A7 Al # a zfejmeé G < %F < A.

BA—G)

Priklad 2.6 : (Jugoslivie 75)
Dokazte, ze pro tii libovolna éisla a, b, c vétal nez 1 plati nerovnost

5 (1051, a log. b log, c) - o

a+b b4+ec c+al Ta+btc
) (GA) (ZA)
Resent: Plati odhady 2( 'S+ +255) > 63/ ppeirts T 2

18
oo (b+c)+ | cta) *

Priklad 2.7:  (Jugoslavie 1976)

Necht souéin tfech &sel se rovna jedné a jejich souéet je vétal nez soudet jejich prevracenych

hodnot. Dokaite, ze pak privé jedno z téchto éisel je vétsi nei jedna.
Reseni: Plati abe=1 a a+bte>14+3+1. Potom atbte>

at+bte—(betactab)tabc—1=>0=a—1+Hl—-a)+befa—1)+ec(l—a)=0=
fa—1)1—-b+be—c)=(a—1)(b—1){c— 1} = 0. Odtud jiz plyne pozadované tvrzeni.

4 abc=1
botactab =

101



L ]
*
** ** ﬁ..
y * * L] ;
evropsky Y o ﬁ i /,..—\

socialni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP VzaSlavani - % 2
[ fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro knnkummeaol'i‘opnost PLZENSKY KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

2.1 Bernoulliova nerovnost
Mime doksazat, 2 YrelM, Ve e R, r = -2 plati:
(Il+z)" =1+4+nz.
1. Pro n =1 nastane rovnost 1 +r=1+=x.
2. Ukazeme, ze plati: (1+2)""! = 14+ (n+1)z . Upravime uvedenou nerovnost a dostaneme

(1+z™1+z) = l+nzr+x,
l+z"+(l+z)"r > l+nzr+=z.

Podle indukéniho predpokladu je (14 =)™ = 1 4 nr a stadi tedy dokazat, 7e
(1+z)"r==zx.
Pro r = 0 nerovnost ziejmé plati.

Pokud < 0 danon nerovnost vydélime r a dostaneme {1+ z|™ < 1. Tato nerovnost
plati pro —2 < r < 0. Coz jsme méli dokdzat.

Véta2.2: (Bernoulliova nerovnost)
Necht = > —1, = # 0, pak

(l+z)*<l4+ar, pro O<a<l (BN)
(1+z)*>1+azx, pro a|0l] ’

Priklad 2.8: (Kanada 19582)
Dokaite, ze pro 2 =0, 5 1, a < 1 plati

1 -z .
< (1+x)* L.

l —=
Reseni: Nejdfive budeme pfedpokladat, #e = £ (0, 1), potom
(I+zPp -2 =0 (1-x)(l+z)* ' —(1-2%) =0.

I
i

. {BN) . .
Nyni vyuzijeme Bernoulliovu nerovnost: (1 —z}{1+z)e 1 —(1—2%) = (l—=z)(1+(a—
Lz) — 1+ z° ]}[u:[—l]_r—r—[a—]!r?—]}.r" (@ — 1)z — %) + z(z® ! — 1)

(BN} . \
a—1)z—)+x((1—(z—-1)1-1) > (a—1)z—2)+zx(1+(a-1){x—1)-1)=0.
Pro r = 1 polozime ¢ = 1, pak t € (0, 1) a vyuzijeme dokdzanou nerovnost:
11—z 1—(1)° tr — 1 . la1 .
e —— 'l = (14 - 1+ ).
1 - 1 -1 t—1 (1+1) |: }E] Wtz
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Laver

Piiklady pougité v tomto textu se jii vyskytly v nekteré narodni & mezinarodni matematicke
olvmpiadé. Véfim, ze budou dobrou pfipravou nasim talentovanym matematikim. Néektera
feseni jsou originilni a nejsou prejatd @ dostupné literatury. Preji étenafim, aby se jim dafilo
nachdzet jesté jednodussi a elegantnéjal fesend.
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