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DIOFANTOVSKE ROVNICE

Jaroslav HORA

1 Uvod

Diofantovské rovnice jsou pozoruhodné rozmanitosti postuptl, které vyuzivame pii jejich
feSeni. Uvedeme né€kolik ukazek.

2 Resené piiklady

Piiklad: Reste diofantovskou rovnici X +y = x2— Xy +y? |

Reseni: Pisme x>~ Xy +y>—x —y =0, vynasobme dvéma:

2x2—2 Xy +2y?—2x—2y =0 a snazme se doplnit na &tverec:

X—2XYy + Y +x2-2x+1+y?-2y+1=2,
(x=y)"+ (x-1)"+(y-1) =2
Jak zaridit, aby soucet ti ¢tverci celych ¢isel byl roven dvéma?

a) (x—y)' =1 (x-1) =1 (y-1)'=0, P.={[0], [21]}
b) (x—y)2:1 /\(x—l)Z:O/\(y—l)2=1, Pp = {[1,0], [1,2]}

) (x=y)'=0n(x-1)=1a(y-1) =1, Pc={[0,0], [2.2]},

P = Pa ) Pb ) Pc_
Ptiklad: Dokazte, ze vyraz v =X+ 3 x*y - 5x3y* —~ 15 x> y® + 4 x y* + 12 y° neni roven 33
pro zadna cela Cisla x, Y.
Reseni: Vyraz v se po (mozna delsim) premysleni podaii rozloZit na souéin péti ¢initeld:
V=(X=2Yy) (x=y) (x+ y) (x+2Yy) (x+3Y).
Cislo 33 ale nelze rozlozit na vice nez étyfi riizné &initele (kupt. uzijme &isel — 1, 1, 3, — 11).
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3

Jde tedy o ptiklad diofantovské rovnice patého stupné, ktera nema feseni.

Piiklad: Dokazte, Ze rovnost X2 +y? + 72 = 2 X y z platna pro cela &isla X, y, z nastava pouze pro

x=y=z=0.

Reseni: (Navod) Budeme se snazit dokdzat, Ze prava strana rovnice je vzdy délitelna vyssi
mocninou ¢isla 2, nez strana leva.

Piiklad: Reste v celych &islech rovnici X*—2y3 —4 2% =0.

Reseni: Predpokladejme, Ze trojice piirozenych Ccisel [X, y,z] je feSenim dané rovnice,

pfi¢emz pfirozené Cislo X je nejmensi v feSenich dané rovnice se vyskytujici. Podafi se ndm
ale zkonstruovat ,,mensi* trojici pfirozenych ¢isel a tim ziskdme spor.

Z vyjadieni x® = 2 y® + 4 7% nahlizime, Ze &islo X°je sudé a tedy i X je sudé. Obdobné zjistime,
7e 1y a Z jsou suda Cisla. Pak ale trojice [X, Y, Z] neni nejmensim feSenim v oboru pfirozenych

¢isel. Dospivame k zavéru, ze jedinym feSenim ptivodni rovnice je trojice [0, 0, 0] .

3 Linearni diofantovskou rovnici o dvou neznamych X, y nazyvame rovnici
ax+by=c, kdea, b, cjsou cela ¢isla. Hledame opét celoCiselna feseni této rovnice.

Postup: Necht d = D(a, b) dé&li c. Euklidiv algoritmus pro urCeni nejvétsiho spole¢ného
délitele d celych cisel a, b a rozsifeny Euklidiiv algoritmus umoznujici nalezeni celych Cisel
Xo, Yo takovych, ze a Xo + b yo = d. Nalezeni jednoho feSeni rovnice a X + b 'y = ¢ a zapis
nekonecné mnoha feSeni této rovnice pomoci parametru.

Pokud d = D(a, b) nedg¢li ¢, nema rovnice a X + b y = ¢ feSeni.

4 Pouzita literatura

GALPERIN, G. A., TOLYPO, Moskovskije matematiceskije olympiady, Prosves€enije,
Moskva, 1986

5 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.
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FAKTORIZACE POLYNOMU
Jaroslav HORA

1 Uvod

V fad¢ uloh Skolské matematiky a samoziejmé i v mnohych ulohdch matematické
olympiady se hodi znalost vzorcti umoziujicich rozlozit jisty vyraz (napt. vyrazy typu a? — b2,
a® - b3 a®+ b% a" - b" atd). S nalézanim obdobnych faktorizaci polynomi s celo¢iselnymi
koeficienty dnes mohou pomoci i nékteré¢ kalkulacky, napt. TI-92. Povime si i o jednom
algoritmu pro hledani takovychto rozkladii a pfitom se seznamime s interpolacnimi
polynomy.

1 Fzr Faw _ F4™ FE FEr
[f, E AlashralCalc Dther*TF'r*ngDTEleah LI|:-| |

® factorx? - 8] [:-::—E:I-[:{E+2-}:+4]
® factor[x - 21) [}:-3]-[:{+3]-[:{2+9]
u +'“.Eu:’r,-:-r'~|::-=:5 T R R R R A T Rpvgrt 5]

[}:E +3-x+ 1]-[::-:3 +2oul - +5]
w oL ™ I+ A2+ 1 A+ 5

HMAlH EAD EXACT FUMC =/z0

Obr. 1

2 Rozlozte polynom a'° + a° + 1!
Navod: Rozlozte dvéma zplisoby vyraz a®® —1. Nakonec vyjde al®+ a> + 1 = (a®+ a + 1)
(®-a’'+a*-a*+a-a+1).

3 Algoritmus pro rozklad polynomu s celo¢iselnymi koeficienty

Zde bude Vas text. Rozlozme polynom f(x) = x>+ 5 x*+ 6 x> + 4 x> + 14 x + 5. Hledame
faktor g(x) € Z[x] takovy, ze g(x) déli f(x). Mtizeme piedpokladat, Ze st g(x) < 2. Kvadraticky
polynom g(x) je uréen hodnotami ve tiech bodech, kupt. pro X =0, 1, 2. Pfitom musi funkéni
hodnota g(0) délit f(0), g(1) délit f(1), g(2) delit f(2). Vypoétéme nejprve funkéni hodnoty f(0)
=5, f(1) =35, f(2) =209 =11.19 a vytvoime mnoziny

Dt = {1, -1, 5, -5},
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Dty = {1,-1,5,-5,7, -7, 35, =35},

Drp) = {1, -1, 11, -11, 19, -19, 209, —209}.

Nyni mame pro vybér g(0) € Do) Ctyfi moznosti, pro g(1) osm a g(2) téz osm.
V nejhorsim piipadé tedy bude nutné nalézt 4.8.8 = 256 interpolaénich polynomi g(X) a vzdy
testovat, zda g(x) deli f(x) v Z[x]. Pokud toto nastane, nalezneme rozklad f(x) = g(x). h(x),
Vv opaéném piipad¢ je f(X) ireducibilni.

I.  Kupft. pro trojici g(0) = -5, g(1) = 7, g(2) = 19 dostaneme interpolacni polynom g(x)
=12 x — 5, ktery zjevné neni dé¢litelem f(x).

I1. Pro g(0) = g(1) = 9(2)) = -1 mame ovsem g(x) = —1.

Interpolacni polynom nemusi mit pravé stupen pravé 2, ale mize mit i stupen nizsi
(v daném ptipadé jde dokonce o konstantu). V této ukdzce jsme ovSem nalezli trividlni délitel
g(x) = -1 polynomu f(x), takze je nutné v testovani pokracovat.

11. Pro trojici g(0) = 1, g(1) = 5, g(2) = 11 dostaneme g(x) = x* + 3 x + 1, tento polynom
déli f(x) a privadi nas k rozkladu

f(x) = (x2 + 3x + 1)(x3+ 2 x2 = x + 5), coZ je ve shodé s vysledkem na obr. 1.

Je patrné, jak bychom zapsali algoritmus pro obecny pfipad, kdy stupeni polynomu
fx) e Z[x] je n a kdy pro stupen Seventudlniho délitele g(x) e Z[x] plati
s < {2] kde symbol [2} znali tzv. celou Cast Cisla % Zasadni nevyhodou popsaného
algoritmu vsak je, Ze vobecném piipadé s rostoucim stupném polynomu f(x) bude
exponencialné rist 1 pocet S + 1 — tic, které bude nutné probrat a tim 1 naroky na pamét’ a na
dobu pottebnou k vypoctu.

4 Zavér
pro faktorizaci polynomil s celoCiselnymi koeficienty. Ty vyuzivaji mezikroku, nachazeji
rozklady polynomi nad kone¢nymi télesy a pak se ,,vraceji* k rozkladu v Z[x].

5 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzen
horajar@kmt.zcu.cz
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RACIONALNI KORENY POLYNOMU
Jaroslav HORA

1 Uvod

Seznamime se s né¢kterymi zédkladnimi tvrzenimi o kotfenech celociselnych polynomi a
metodami, jak nalézt jejich celoCiselné, resp. racionalni kofeny. Déleni polynomu polynomem
nepochybné zname, ale dost dilezité je zamyslet se nad tim, jak dopadne déleni polynomu
f(X) linearnim polynomem X — c. Je

f(x) = (x—c) g(x) + r, kde r je bud’ nenulova konstanta nebo nulovy polynom.

Poznamenejme, Ze proces déleni polynomem X — ¢ lze vyhodné zapsat ve tvaru tzv.
Hornerova schématu.

Dosad'me do toho vztahu x = ¢. Mame r = f (c). Je —li f (c) = 0, je polynom f(x)
délitelny vyrazem X — ¢ beze zbytku. Ma —li na druhou stranu byt polynom f(x) byt délitelny
X — ¢, musi byt f (c) = 0.

Véta: Polynom f(x) alespon prvniho stupné je délitelny dvojc¢lenem X — ¢ pravé tehdy,
kdyze ¢islo ¢ kofenem rovnice f (X) = 0.

2 Priklady
Piiklad: Naleznéte zbytek pfi déleni polynomu P(x) = x°— 17 x + 1 polynomem x + 2.
Reseni: Podle pfedchozi véty postadi spoéitat P(— 2) = 3.

Piiklad: Naleznéte zbytek pfi déleni polynomu P(x) = x*3 + x8 + x?" + x® + x3 + x
polynomem x — 1.

Reseni: Se znalosti shora uvedené véty postaéi spoéitat P(1) = 6. Jiny zpisob feseni
tkvi v tom, ze u kazdé mocniny proménné X bude vhodné odecist 1, tj. piejit k zapisu

PO)=x 1+ X3 1+x7—1+x—1+x-1+x-1+6

a nahlédnout, e kazdy z dvojélenii X' — 1, i = 243, 81, 27, 9, 3, 1 je délitelny vyrazem x — 1
beze zbytku, takze zbytek pti déleni polynomu P(X) vyrazem X — 1 je 6.

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



LJ
*
** ** ﬁ._
. * * U] M
evropsky ™ II\. g A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP VzaBlavani - »
™ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkurenceschopnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
Piiklad: Pro kterd o je polynom P(x) = X1+ o x? + 9 délitelny vyrazem X + 1 beze zbytku?

Redeni: Zadné zdlouhavé déleni polynomu P linearnim dvojélenem nemusime provadét,
zname —li vySe uvedenou vétu. Je P(— 1) =a + 10, tj. o= —10.

2.1 Vicenasobné koreny polynomu, celo¢iselné a racionalni kofeny
Lze —li z polynomu f(x) vytknout vyraz X — ¢ pravé v nejvyssi mocniné r, tj. psat f(x) =
(x—=0)" g(x), g(c) # 0, fekneme, ze rovnice f(X) = 0 ma kofen ¢ jako r — nasobny kofen.

Ptiklad: Napiste jednu rovnici, ktera ma trojnasobny koten 3, dvojnasobny kofen 2 a
jednoduchy koten 1.

Reseni: (x — 3)° (x — 2)? (x — 1) = 0, piip. lze tuto rovnici vynasobit nenulovou
konstantou.

Véta: Necht' algebraickd rovnice n — tého stupné, n > 1, ma celociselné koeficienty.
Potom kazdy celociselny kotfen této rovnice je délitelem absolutniho ¢lenu.

Veéta: Necht rovnice s celo¢iselnymi koeficienty
aX"+arX"t+ .. +anax+an=0,a%0

ma racionalni koten p/q, kde p, g jsou nesoud¢€lna cela Cisla. Potom koeficient p déli an
a q deli koeficient ao.

3 Zavér
Priklady na nalezeni racionalnich, resp. celo¢iselnych kotfenli polynomu s celociselnymi
koeficienty.

4 Pouzita literatura

GALPERIN, G. A., TOLYPO, Moskovskije matematic¢eskije olympiady, Prosvescenije,
Moskva, 1986 )
SCHWARZ, S., Zaklady nauky o rieSeni rovnic, nakladatelstvi CSAV, Praha 1958.
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ULOHY O NEROVNOSTECH
Jaroslav HORA
1 Uvod

Asi nejznaméjsi nerovnosti je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem.
Vyuzijeme ji k vyfeSeni jednoho praktického problému.

2 Lemma
Pro v8echna kladna realna ¢isla a, b, ¢ plati

a+b+c
> 3/abc |,

pficemz rovnost plati jediné pro a = b = c.

3 Priklad
a+3b

Dokazte, e pro viechna kladna realnd a, b plati 4/ab < . Navod: je tieba napsat

nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem pro Ctyfi prvky a, b, ¢, d a posledni
téi polozit rovny b.

4 Kdy dosahneme nejmensich vyrobnich nikladi na oby¢ejnou krabic¢ku od sirek?

Bézna krabicka od sirek je vyrabéna ze dvou dilt. Jeden z nich, do néhoz se posléze
nasypou zépalky, nemé horni obdélnikovou sténu, zatimco druhy dil, ktery krabicku uzavira,
zase nema dvé boéni stény. Ukolem je najit mezi viemi krabi¢kami daného objemu V tu,
ktera ma takovy tvar (dany pomérem délek hran X, y, z krabicky), Ze na jeji vyrobu je tifeba
nejméné materidlu. (To znamend, Ze povrch krabicky by mél byt co nejmensi).

5 ReSeni

Necht’ rozméry krabicky jsou X, Y, z. Povrch prvniho dilu pak je P1 =Xy +2Xxz+ 2y z,
povrch druhého diluje P> =2 xy + 2 x z a celkovy povrch P pak je P=P1 + P, =3 xy+4xz
+2yL

Vyjadiime P=xy z (E +§+£J a jestlize oznac¢ime V = X y z = konst., je
X z Yy
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_ 2 3 4 ;o o . y “ o o . .
P = V|=+=+—|.Nyni si povS§imnéme, ze i soufin vSech s¢itancti v zavorce je
X z

konstantni a je roven % Podle lemmatu z oddilu 2 je povrch P krabi¢ky nejmensi, pravé

. C o o . , 2 g .
kdyz jsou si vSichni tfi s¢itanci rovni, tj. kdyz plati — = = = —. To nastava, pravé kdyz je
X

pomeér X 1y :z=2:4:3. Pokud tedy délka, Sitka a vyska krabicky budou v poméru 4 : 2 : 3,
budou vyrobni nédklady nejmensi.

V ¢lanku uvedeném niZze muze Ctenai nalézt 1 ditkaz lemmatu z oddilu 2 a vyobrazeni
popisovanych objekta.

6 Pouzita literagura
DANELIA, P. S. Spicecnyj korobok i extremum. Kvant, 1984, ¢. 4., str. 51.

7 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovské 51, Plzen
horajar@kmt.zcu.cz
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INDUKTIVNI POSTUPY V ULOHACH MO

Martina KASPAROVA

1 Uvod

Zejména v pocatecni fazi feSeni ulohy se snazime zadany problém pochopit a udélat si
0 ném néjakou predstavu. Toho dosahujeme kreslenim obrazki, zjednodusovanim problému,
feSenim tUlohy pro specidlni ptfipady apod. V ptipadé, ze je problém zformulovan pro
libovolné pfirozené Cislo n, zkousime ho vyfeSit pro nékolik prvnich pfirozenych cisel,
nasledn¢ analyzujeme a zobeciiujeme pouzity postup feseni pro libovolné piirozené Ccislo,
zformulujeme hypotézu a matematickou indukci ji dokdzeme, ptipadné upravime hypotézu.
Pravé takovym typem uloh se zabyvali u¢astnici kempu.

2 Ulohy
Priklad I: Jsou dany dv¢ rekurentni posloupnosti
an+1 = 5an + 2bn
bn+1 =— 2an + bn
ar=12, by =-3.
Najdéte n-ty ¢len obou posloupnosti. (Zadani ulohy pievzato z 42. MO, 2002, s. 50.)

Z rekurentnich ptedpisti vypocteme nékolik prvnich ¢lent kazdé z posloupnosti:

a1 =12, b1 =-3,

ax =54, b, = -27,

az = 8.27, bz =-5.27,
as = 30.27, bs = -21.27,
as = 108.27, bs = -81.27,

Snazime se najit souvislost mezi pfirozenym ¢islem, které udava poradi clenu

V posloupnosti, a Clenem posloupnosti. Pro uréeni n-tého ¢lenu se zda byt jednodussi
posloupnost (bn)n=1*. Pozorujeme-li jeji ¢leny, odhalime, ze jde o nasobky mocniny ¢isla 3.
Exponent této mocniny odpovida potadi clenu posloupnosti. Nasobky tvoii po sob¢ jdouci
posloupnost lichych ¢isel, n-ty ¢len ma proto hypoteticky tvar b, = —(2n + 1).3". Dosazenim
do rekurentniho pfedpisu pro an+1 ziskame rekurentni piedpis, ktery zavisi pouze na ¢lenech
posloupnosti (an)n=1".

ar =12

an+1 =5an—2.(2n-1).3"
Z n¢j je patrné, Ze ¢leny posloupnosti jsou délitelné néjakou mocninou €isla 3. Upravime tedy
nékolik prvnich ¢lent posloupnosti an tak, aby byly nasobkem néjaké mocniny ti:

a=12=34, a=23% a3=83% a=103% as=123°
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Ziejme je tedy an nasobkem n-t€ mocniny cisla 3. Nasobek je vzdy sudé Cislo a z upravenych
¢lent je patrné, Ze jde o posloupnost po sobé jdoucich sudych ¢isel zacinajicich Cislem 4. Je
tedy an = 2(n + 1).3". Matematickou indukci lze dokazat, ze nalezené ptedpisy pro n-ty ¢len
vyhovuji. (Jiny postup feseni viz 42. MO, 2002, s. 55-56.)

Priklad 2: Je dano n bodl Az, Ao, ..., An Vroving, z nichz zadné tfi nelezi v pfimce. Kazda
pfimka, ktera neprochazi zddnym z danych bodi, urcuje rozklad danych bodi na dvé
disjunktni podmnoziny. Kolik riznych rozkladi 1ze takto dostat? Rozklady porovnavame jako
neusporadané dvojice mnozin. (Pfevzato z 38. MO, 1991, s. 73.)

Zjistime pocet an rozkladi pro nékolik prvnich pfirozenych cisel n: (V ptipade Ctyt a
vice bodi je nutné uvazovat i situace, v nichZ body netvoii konvexni n-helnik.)

ar=1 a=2, az=4, a=7, as=11

Pravdépodobné nds nenapadne vyraz vn, ktery udava pocet rozkladh pro n
nekolinedrnich bodl v roving, ale je mozné, ze budeme schopni najit dalsi ¢len posloupnosti
pomoci piedchoziho. VSimnéme si, Ze

ar=1 a=2=1+1=a1+1, az=4=a+2, as=7=az3+3, as=11l=as+4.

Ziejmé lze pocet rozkladl vyjadfit posloupnosti danou rekurentné predpisy ai = 1,
an+1 = an *+ N. Pfedpis pro n-ty ¢len ziskame sectenim N rovnosti a1 =1, a; =a; +1,az3 = ax + 2,
v, @ =an1+n:

artax+...tan=1+1+2+3+.. . tn+ar+ax+... tana

an:l+nn__1
2

Dtkaz matematickou indukci viz 38. MO, 1991, s. 93 — 96.

Priklad 3: Mnozina M ma pravé n prvki. Kolik existuje dvojic mnozin (B, C) takovych, Ze
B c C ¢ M? Prazdnd mnozina a mnozina X jsou podmnoziny mnoziny X. (Pfevzato z 38.
MO, 1991, str. 72.)

Sestavime dvojice mnozin (B, C) pro n € {0, 1, 2, 3}. Jejich pocet odpovida
posloupnosti 1, 3, 9, 27. Snadno zformulujeme hypotézu, ze dvojic mnozin pozadovanych
vlastnosti pro libovolné pfirozené ¢islo n je 3".

V dikazu matematickou indukci je nejobtiznéjsi Casti zjisténi, kolik dvojic mnozin
(B, C) ptibude, ptidame-li ke k prvkiim mnoziny* M k + 1-ni prvek, nebot’ podle induké&niho
piedpokladu umime spogitat, Ze k-prvkova mnozina M poskytne 3% dvojic.

V tomto okamZiku bude vhodné si uvédomit, Ze k podmnoZindm C vytvafenym
z mnoziny M = {1, 2, 3, ..., k} pfibudou podmnoziny C obsahujici prvek k + 1 a také, jak tyto

! Vime-li, Ze mnoZina M m4 K prvki, miiZeme je bez (jmy na obecnosti oznacit pfirozenymi &isly, tj. miiZzeme
uvazovat, ze M= {1,2,3, ..., k}.
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podmnoziny vytvaret, aby se na zddnou nezapomnélo a dal se zjistit jejich pocet. Na zaklad¢
konkrétnich ptipadi n € {0, 1, 2, 3} Ize zjistit, Ze podmnoziny obsahujici prvek ptidany do M
se ziskaji pfidanim tohoto prvku k podmnozindm vytvofenym z mnoziny M pied piidanim
prvku. (Napt. {}, {1}, {2}, {1, 2} jsou vSechny podmnoziny mnoziny M = {1, 2}. Pfidame-li
do M prvek 3, ptibudou k nim podmnoziny {3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}, tj. mnoziny vzniklé
sjednocenim plvodnich podmnoZzin s mnozZinou {3}.) Pocet podmnozin C, kter¢ obsahuji
pouze k prvkd, je proto stejny jako pocet podmnozin, které obsahuji ptidany prvek.

Podobnou tivahu provedeme i s podmnozinami podmnozin K prvkové mnoziny M a jim
odpovidajicimi podmnoZinami podmnoZin obsahujicich pfidany prvek. Je evidentni, Ze
vytvafené podmnoziny C s prvkem k + 1 maji o jeden prvek vice nez podmnoziny, z nichz
byly vytvofeny. Pfidanim jednoho prvku do mnoziny se pocet jejich podmnoZin zdvojnésobi.
(Napf. {} ma pouze jednu podmnozinu, {1} ma dvé podmnoziny, {1, 2} ma ¢tyfi podmnoziny
atd.) Jedné dvojici (B, C), kde B, C neobsahuje ptidany prvek, proto odpovidaji dvé dvojice
podmnozin obsahujicich ptidany prvek. Celkovy poéet dvojic (B, C) je tedy 3% + 2.3k = 31,

Postup vyuzivajici kombinatorické znalosti (ureni poctu vSech podmnozin n-prvkové
mnoziny, binomickou vétu) je uveden v rocence 38. MO, 1991, s. 86.

Priklad 4: Najdéte takova pfirozena Cisla n a ai, @z, ..., an, abyar + a2 + ... + a, = 1000 a
soudin a;az...an byl co nejvétsi. (Prevzato z Larson 1990, s. 18. Uloha odpovida 4. problému
mezinarodni matematické olympiady z roku 1976.)

Neni snadné odhadnout maximalni soucin Cisel, které maji mit zadany, pomérné velky,
soucet. Je vhodné proniknout do ulohy volbou malych pfirozenych ¢isel misto ¢isla 1 000.
Tak lze dojit k nékolika podstatnym zavérim. Cislo 1 nemiZe byt mezi hledanymi
pfirozenymi Cisly, nebot’ neméni hodnotu soucinu. Pfi¢tenim 1 k jinému scitanci se soucin
vzdy zvysi. Z rozkladd? &isla 10 neobsahujicich 1 je zfejmé, Ze s¢itanec 4 lze nahradit
souétem 2 + 2. Rozklady obsahujici soucet 2 + 2 + 2 je vhodné nahradit soué¢tem 3 + 3, nebot’
2.2.2 <3.3. Souclty obsahujici 5 + 5 vedou k mensimu soucinu nez rozklady s 2+2 + 2 + 2 + 2,
protoze 5% < 2°. Cislo 1 000 rozlozime na sou¢et maximéalniho sudého poétu &isel 3 a dvou
¢isel 2, souéin je roven 333222,

3 Zavér
V tlohach si studenti procvicili formulovani hypotéz, zobeciiovani a dikaz
matematickou indukci.

4 Pouzita literatura 5

42. ro¢nik matematické olympiady na stiednich skolach. Praha: JCMF, 2002. ISBN 80-7015-
888-3.

38. ro¢nik matematické olympiady na stfednich Skolach. Praha: SPN, 1991. ISBN 80-04-
25644-9.

2 Rozklady &isla 10 a soudiny s¢itancti: 8 +2 — 16, 7+3 > 21,6 +4 > 24,5+5 5256 +2+2 > 24,5+3 +
+2-530,4+4+2 >32,4+3+3536;4+2+2+2>32,3+3+2+2>36;2+2+2+2+2—>32.
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EXTREMALNI PRINCIP V ULOHACH
Martina KASPAROVA

1 Uvod

Principy jsou velmi uZziteCna tvrzeni v matematice, nebot’ zajiStuji existenci jistych
objekt. Extremalni princip lze pouzit ve vSech tlohach, kde lze vysledovat uspotadanou
mnozinu prvkl (napf. mnoZzina pfirozenych ¢isel) nebo mnozinu, kterou lze uspotradat (napf.
kone¢na mnozina bodl v roving), a ma tedy smysl hovofit o jejim nejmenSim ¢i nejvetsim
prvku. Zkoumani vlastnosti extrémniho prvku mnoziny Casto vede k rozporu v dikazovych
ulohach tesenych dikazem sporem. Neni obtizné princip pochopit, nadro¢néjsi je zvladnout
jeho vhodné pouziti na vhodnou mnozinu. (Napf. v kone€né mnoziné€ bodu v roviné¢ mize byt
nékdy uzitecné vysetfovat extrém vzhledem k poloze bodu, jindy je vhodné nalezeni nejkratsi
nebo nejdelsi usecky urcené témito body, v dalSich tlohach je nezbytné zkoumat thly atd.)

2 Ulohy

Priklad 1. Na ptimce je dana mnozina M bodut takovych, ze kazdy bod mnoziny M je stiedem
usecky spojujici dva dalsi body mnoziny M. Dokazte, ze mnozina M je nekone¢na. (Pfevzato
z Rozental 1988, s. 53.)

Predpokladejme naopak, ze bodi na ptimce je konecny pocet. Lze tedy urcit bod
mnoziny M, ktery je na ptimce nejvice vlevo nebo vpravo. V obou ptipadech jde o krajni bod
n¢jaké usecky vytvarené z bodi mnoziny M. Krajni bod tisecky nemtize byt vnitinim bodem
(sttedem) usecky, proto ,.extrémni bod“ nepatii do mnoziny M, ¢imz jsme v rozporu
s ptredpokladem.

Priklad 2: Na kazdé z 15 planet, které maji od sebe navzajem riznou vzdalenost, je astronom,
ktery pozoruje k nému nejblizsi planetu. DokaZte, Ze né€jakou planetu nikdo nepozoruje.
(Pfevzato ze Zadaci, tloha 34936.)

Misto 15 planet uvazujme nejprve 3, 4, 5, ... planet. Tak zjistime, ze (1) astronomové ze
dvou nejblizSich planet se pozoruji navzajem, (2) pokud je pocet planet n sudé Cislo, tvrzeni
obecné neplati, (3) je-li n liché ¢islo, Ize dalsi tvahy rozdélit na ptipad, kdy a) druha nejkratsi
vzdalenost je mezi néjakou planetou ze skupiny n — 2 planet a jednou z dvojice nejblizsich
planet, b) druha nejkratsi vzdalenost je mezi n&jakymi dvéma planetami ve skupiné n — 2
planet. V piipadé¢ a) je zfejmé, ze dvé planety jsou pozorovany tfemi astronomy, na
zbyvajicich 13 planet je jen 12 astronomti-pozorovatelli, proto je mezi nimi aspon jedna,
kterou nikdo nepozoruje. Vzhledem K odlisnym vzdalenostem mezi planetami, nemuze
astronom pozorovat dvé planety. V pfipad¢ b) je tloha zadand pro n planet pfevedena na
ulohu pro n — 2 planet. Piipad b) nemtize vzhledem k situaci pro tfi planety nastavat do
nekonecna.
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Priklad 3. V polich nekone¢né Sachovnice jsou zapsana ptirozena cCisla tak, ze kazdé Cislo je
rovno aritmetickému primeéru ¢tyf sousednich ¢isel — horniho, dolniho, pravého a levého.
Dokazte, ze vSechna ¢isla na Sachovnici jsou si rovna. (Pievzato z Rozental 1988, s. 54.)

Napt. pétice ¢isel 1, 2, 3, 4, 5 s Cislem 3 uprostied splituje podminku aritmetického
praméru. V takovém piipad€ musi byt ¢islo 1 aritmetickym primérem c¢isla 3 a dalSich tii
¢isel. Uzname-li 0 jako ptirozené ¢islo, jsou tftemi Cisly 0, 0, 1. Nyni bude potieba 0 vyjadrit
jako aritmeticky primér Cisla 1 a dalSich tfi Cisel (pfipadné jako aritmeticky primér 1,
jednoho z nenulovych ¢isel 2, 4, 5 a dalSich dvou ¢isel), coz ziejmé nelze, a tedy Sachovnici,
na niz je pétice cisel 1, 2, 3,4, 5, ... vyplnit nelze. Pfedpokladejme, Ze m je nejmensi Cislo na
Sachovnici. Pro ¢isla a, b, ¢, d v sousednich polich plati 4m = a + b + ¢ +d. Vzhledem k volbé
mjea>m,b>mc>md>m,atedy a+ b+ c+d>4m. Pokud by kterékoli ze Etyf
sousednich ¢isel bylo vétsi nez m, byl by soucet ostfe vétsi nez 4m, proto je nutné¢ a = m,
b =m,c=m,d=m. Pole, vnichz je ¢islo m, maji v sousednich polich opét ¢islo m. Ziejmée
Ize vyplnit na $achovnici fadu tvofenou jen &islem m. Cislo m je i ve viech polich sloupce,
kde je aspon jedno pole s ¢islem m. Sachovnice je cela vyplnéna &islem m, protoze fada Gisel
m zasahuje do vSech sloupct Sachovnice.

Priklad 4: V roviné je n€kolik bodli obarveno modie a nékolik ¢ervené tak, ze zadné tii body
jedné barvy nelezi na jedné ptimce (boda kazdé barvy je vic nez 3). Dokazte, ze néjaké tii
body jedné barvy tvofi trojuhelnik, na jehoz tiech strandch lezi dohromady nejvyse dva body
druh¢ barvy. (Pfevzato ze Zadaci, uloha 35135.)

Zkousime kreslit cervené a modré body, vyhledavat rtizné ,,jednobarevné trojuhelniky*
(vrcholy maji stejnou barvu) a uvazovat mozny pocet bodl na jejich stranach. Z kone¢ného
poctu bodl lze utvofit koneény pocet ,,jednobarevnych trojihelnik“. Mezi nimi existuje
trojuhelnik nejmensiho obsahu. Necht’ je napt. modry a predpokladejme pro spor, Ze na jeho
stranach jsou aspon tfi ¢ervené body. Nemohou byt na jedné strané¢ vzhledem k podmince
V zadani. Pfi jiném umisténi ziskame jednobarevny Cerveny trojuhelnik, ktery ma mensi obsah
nez modry trojuhelnik, coz je v rozporu s vybérem nejmensiho trojuhelniku.

Priklad 5: Dokazte, ze neexistuje Ctvefice piirozenych cisel X, Y, z, U vyhovujici rovnosti
X2 +y? = 3(z2 + u?). (Pievzato z Rozental 1988, s. 56.)

Piedpokladejme naopak, Ze Gtvefice a, b, ¢, d rovnosti vyhovuje, tj. a2 + b? = 3(c? + d?).
Vzhledem k jednozna¢nosti rozkladu pfirozenych ¢isel na sou¢in mocnin prvoc¢isel musi byt
soucet a% + b? délitelny 3. Cisla a, b mohou davat pii déleni tfemi zbytek 0, 1, 2. Zvazime-li
vSechny moznosti, zjistime, Zze soudet a2 + b? je délitelny tiemi pouze v piipadé, Ze a, b jsou
¢isla délitelna tiemi, tj. a = 3k, b = 3l. Po dosazeni a jednoduché tipravé dostaneme ¢? + d? =
= 3(k? + 1). Nyni by se cely postup opakoval pro ¢ = 3m, d = 3n. Extremalnim principem lze
snadno vysvétlit, ze doslo ke sporu. V uvodu vezmeme takovou c¢tvetici a, b, ¢, d, Ze soucet
a + b? je nejmensi ze viech &tvefic vyhovujicich rovnosti. Ctvefice ¢, d, k, | vyhovuje stejné
rovnosti a navic ¢2 + d* < a? + b to je ovSem v rozporu s vybérem Ctveftice a, b, ¢, d.
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Priklad 6: V né&jaké zemi lezi 100 letist’ v jedné roving€. Vzdalenosti mezi nimi se navzajem
lisi. Z kazdého letiste vyléta letadlo a leti na k nému nejblizsi letisté. Dokazte, Ze na zadné
leti$t€ nemize piiletét vice nez pét letadel. (Pievzato ze Zadaci, uloha 58048.)

Opét dokazujme sporem, tj. predpokladejme, Ze existuje asponl jedno letisté L, na které
muze pristat aspon Sest letadel. Pro Sest letiSt Ai, ..., As je L nejblizsi letiste, a tedy
vzdalenosti mezi témito letisti jsou vétsi nez vzdalenosti do L. Uvazujme letisté Aj, Aj takova,
ze jejich vzdalenost je nejmensi moznad ze vSech vzdalenosti mezi letiSti A1, ..., As.
V trojuhelniku AjLA;j je nejdelsi stranou strana AjA|, lezi proti ni nejvétsi thel. Tento uhel je
ziejme& vetsi nez 60°. Letisté Ai, ..., As urcuji konvexni Sestithelnik s vnitinim bodem L a
proti kazdé jeho strang je tihel pfi vrcholu L vétsi nez 60°. Soucet vSech Sesti thli pii vrcholu
L je vétsi nez 360°, coz neni mozné, kdyz vSech 100 letist’ lezi v roving.

Piiklad 7: Sedm houbai naslo celkem 100 hub. Zadni dva nenasli stejny pocet hub. Dokazte,
ze existuji tfi houbafi, ktefi nasli aspont 50 hub. (Pfevzato z Rozental 1988, s. 56 — 57.)

Rozlozeni hub mezi houbarte Ize provést mnoha zplisoby. Samoziejmé jsou ptipady, kdy
nejslabsi houbaii najdou malo, pak se mezi nejlepSimi houbafi snadno vyberou tfi, kteti
dohromady nasli aspoil 50 hub. Nejzajimavéjsi bude piipad, kdy slabsi houbafi nasli hodné.
Dokazeme, Ze 1 presto tii nejlepsi houbati nasli aspont 50 hub. Zjistime nejvétsi mozny pocet
az nalezenych hub nejslab§im houbafem. Necht a; = 0, pak as > 1,as > 2, ...,a1 >6aar +
+a, + ... +az>21. Pocet hub kazdého houbaie lze zvysit o (100 — 21):7 = 11 kusu. Pak je
az=11,86> 12, ..., a1 217, a1 + a2 + ... + a7 > 98. (Nejslabsi houbat nemohl nasbirat 12
hub, nejmensi mozny soucet poctu ulovka vSech houbaiii by byl totiz 105.) NavySeni poctu
hub o jednu u i-tého nejlepsiho houbate vede ke zvySeni poétu nalezenych hub aspon o jednu
u vSech houbait, ktefi byli jeste¢ lepsi. PoCet hub proto nelze zvySovat u péti nejhorsich
houbafti. Je tedy a7 + ag + as + as = 11 + 12 + 13 + 14 = 50 nejvetsi mozny pocet hub
nalezenych nejhorsimi ¢tyimi houbafi. Proto nejlepsi tfi houbaii nasbirali aspon 100 — 50 =50
hub, coz se mélo dokazat.

3 Zavér
Prostfednictvim nékolika jednoduchych 1uloh se ucastnici kempu seznamili
S extremdlnim principem a jeho uzitim v tlohach s geometrickym i aritmetickym namétem.

4 Pouzita literatura

ROZENTAL, A. L. Pravilo krajnégo. Kvant. 1988, ro¢. 19, ¢. 9, s. 53 — 57. Dostupné na
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DUKAZOVE TECHNIKY V GEOMETRII A TEORII CISEL A
POSLOUPNOSTI

Josef KRISTAN

Uvod

I tento rok predkléddm strucné shrouti prednssky, jez byla tvofena tremi tematick¥mi ¢dstmi:
e O podobnosti v geometrii.
e Teorie &izel a kongruence,
e Posloupnesti a fady

Jako kazZdy rok, pro atrakiivitu pfedndsky jsem uspotadal soutéZz, kde mezi sebou soutézily jednotlivé
skupiny, slozené vesmes ze dvojice studentii. Na zacatku soutéze si studenti zvoli jméno svého tymu, coz
vyusti v kuriézni jména a zaroven to odlehéi formalni zacatek prednasky. Po tematickém bloku nasledoval
kviz, ktery se sestival ze s€rie ryze nematematickyeh otdzek a po stanoveném dasovém limitu se odpovédi
obodovaly. Body slo ale hlavne z{skdvat za aktivitu a fedeni loh. Na konei predndsek jsem vyhldsil visledky
a rozdal sladké odmeény.

V nasledujicich éastech uvedeme nékolik dloh fesenveh béhem prednasky.

1 O podobnosti v geometrii

V sekei O podobnosti v geometrii jsme se zabyvali zakladnimi vlastnostmi primek, kruznic a trojihelniku.
Vyslovili jsme nekolik zakladnich vet z geometrie trojihelnika a snazili se tyto poznatky vyuzit pri reseni

iloh.

Piiklad 1. Oznaéme S stred kruinice vepsané v trajihelnikuy ABC a A', B’ a (' postupné obrazy bodu S
1 osove soumérnosti podle primek BC, C'A a AB. Dokaste, ze tropihelniky ABC a A'B'C" jsou podobné
prave tehdy, kdyz e ABC rovnostranny tropthelndk.

Reseni. Volme klasické oznacen( stran a dhli. Jak zndmo, bod S lez{ na osdch vnitinich Ghli tro Jibelniku
ABC, takze snadna dopacitdme |ZC'SB| =7 — a.

Na druhé strané, bod S je pro trojihelnik A'B'C” stfed kruznice opsané. To lze snadno nahlédnout 2
toho, Ze napf. |A'S| = 2r, kde » je polomér kruZnice vepsané trojiuhelniku ABC. V trojihelnfku A'B'C’
plyne z vlastnosti obvadovych a stfedovych dhli: |£ZB'SCY| = 2| ZB'A'CY|. Za predpokladu, Ze trojihelniky
ABC a A'B'C" jsou podobné mus( byt |£B'SC'| = 2a. Z dvojiho vyjidieni velikosti thlu £B'SC’ plyne
podminka # — & = 2a, @ = 7/3. Podobné dostaneme 3 = = = w/3, tj. musi trojihelnik ABC je

rovnostranny.
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Naopak, pokud je trojuhelnik ABC rovnostranny, je iiloha trividini a radi prenechame tuto cast

laskavému ctendri.

Na prednasce jsme se dale zabyvali zakladnimi vlastnostmi pricek v trojuhelniku. Velmi me potesilo
zjistent, Ze studenti majf velmi dobré znalosti z geometrie a neboji se prezentovat {po krdtkém premlonvani

=) } pred tabuli,

Obrazek 1: zdkladni viastnogti trajihelniku.

Na predndsce jsme zminili tvrzeni o Cévove a Meneleaove véts, Jednim z praktickych ikold byle
naptiklad odvozeni délky téznice. Studenti pouZili pfi odvozeni kosinovou vétu (sledujme Obrazek 1).

Z dvojiho vyjadteni délky téznice ¢, vylouéime cosa: z trojihelniki AC{C' a ABC postupné uréime

B l 5 a
tg = ¢ +b°—beeos a,
4
a® = c* + b* — 2bceosa,
odkud
o= VIE T &
(ol ? -

Pak je jiz snadné dokdzat nasledujicl rovnost
o e oa den a9
&+ = .)'\._tu | o
kters plati pro kaZdy trojihelnik. Stewartiv vzorec umoZiiuje vyjadrit délku obecné piicky v trojihelnfku.
Predpoklddejme. Ze na strané AH je bod ). Oznacme
p=|AD|fe, q=|BD|fe, p+gq=1.

Potom pre délku |C | lze {stejné snadne jako pro délku teznice} dokdzat

|CDP? = pa®+ gb® — pge®.
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Vezoreo pro deélku téznice ziskame volbou p =g %

Dalgimi jednoduchymi priklady byle urdeni délky visky CCh a délky cey ihlu. Dale jeme ukazali, ze
bod € je stfedem oblouku AR (obsahujici bod C°). Dikaz lze provést snadno pomoci obvodovych dhla
nad tétivami ACY a BCY. Totiz, pifmka €0 je osadhln ACE, tj. | ACCY| = [£BOCY
podminee |AC"| = |BCY|. Dkaz je hotov,

Dile jsme zminili orticky trojdbelnik A,BqCy a nekteré jeho vlastnosti. Napfiklad jsme ulkdzali, Ze
trojuhelniky ABEC a A By json podobne.

Pripomnéli jsme =i také zdkladni vlastnoeti kruznice vepeané a opsané trojihelniku ABC. Je snadné

, o je ekvivalentni

ukdzat, #e | LAOB| = 2|£ACE| a |£ZASB| = 7 — 7. Podobnych jednoduchych tvrzeni bylo na pfednasce

ukdzdino mnoho a dikazy provedli vetdinon sami studenti.

Piiklad 2. 1 estrodhdém trojihelnibe ABC aznaime V' jeho ovtocentrum a 8 stied AB. Bud [T bod
gowmndrnd sdrufeny bodu V' podle stfedu 5. Dokafle, fe |ZACV| = |ZBCT.

Reseni.

:"J.-m

Obrdgel 2 naért It pifldadn 2

Ve stfedové soumérnosti, ve které piejde bod V' na bod U7 piejde trojihelnik AV B na BU A, a proto

ZAUB| = |ZAVE|,
| AU BV (1)

Velikost | £ AV B| dopotitame 2 trojihelniku AV E. Plati |£VAB| =7/2 — 3 a | £V EBA| = /2 — o, pak
|£AVE| =a+ @ =7 — . Proto také |ZAUE| = m — -y, 2 éehoZ plyne, e &yfihelnik AVEC jo tétivovy
A opsanda kruZnice tornutoe étyiahelnika je totofnd s opsanon kruZnicl trojihelnikn ABC.

Cznacme V' obraz bodu ¥ v osové soumérnesti podle piimky AH. V této soumérncsti pfejde trojihelnik
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AV B na trojihelnik AV'E, takze
|ZAV'E| = |ZAVE|=m7—,
BY!| = |BV|=|AU|, (viz (1}} (2)
Jak vidime, bod V' leZi také na kruZnici opsané trojihelniku ABC, viz ohrdzek 2.

Nyni jiz vime, Ze body I7 a V' leZl na kruZnici opsané trojibelnikn ABC. Protoze |AU| = |BV7|,
= |£ZBCV"|. Pak

obvodové idhly nad témito tétivami jsou shodné: | ZACTT

|ZACV| = |ZACV| = |ZACU| + |ZUCV'|
— |ZBCV!| + |ZV'OU| = | £BCH|,

coZ jame méli dokdzat.

2 Teorie ¢isel a kongruence

Jednou ze zikladnich metod v teorii fisel je matematickd indukes. Aplikujeme ji na nédsledujici, na prvni

pohled geometrickou, dlohu.

Priklad 3. Dokaste, fe n pfimek roedfli rovinu na nejogde tnln +1) + 1 &dsti.

Regeni, Pro prvni édst matematické indukee staci ukdzat, 2o vaorec plati pro n = 1. A skuteéné, jedna
piimka rozdéli rovinn na dvé éasti. Tvrzeni pro n = 1 plati.

Vodruhém kraku indukee pradpokladejme, ze mame rovinn rozdélenon n primkami maximalne na é__n.{ﬂ-l—
1} + 1 easti. Pridame-li {n + 1}-ni primku, je rozdélena prioseciky s ostatnimi primkami ne nejvyse n + 1
sekn & kazdy 2 nich oddali novou édst roviny,

Rovina bude rozdeélena n + 1 pfimkami na maximalné na ‘,—.'J-.'r.l,'m— D+14+{nt+1= %ﬁn.— Iin+2)+1

éasti, oo jame chieli dokazat

Piiklad 4. Dokaite, ze neemistuje zddnd ftveFice z,u, z,u prirozenych écel splitufict rovmost 1@ + y° =

32 +ub.

Reseni. Na téta tiloze budeme demonstrovat tzv. metodu extrémn, konkrétné metodu nekeneéného klesdni.
Pro spor piedpokladejme, Ze takova Stvefice existuje. Mezi vEemi takovymi étveficemi vybereme fu s
nejmengi hodnotou z* + v* (pokud je jich vice, vezmeme libovelnou z nich) & cznaéme ji {a,b,c,d}. 2
rovnosti o + 0% = 3(c® + &%) plyne 3|a? + &7, & to je mo¥né jen v piipads 3|a a soudasng 3|b {podle mald
Fermatovy véty: je-li Zizlo 2 nesoudélng s 3, pak davd 22 zbytek 1 po déleni 3. V fefi kongruenef: 2% = 1
{mod 3} pokud ned{x,3) = 1.} Existuji proto ag, b, 8 a = 3aq, b = 3by. Dosazenim do plvodni rovnice:
2 d? = 3fad +52). Nagli jsme tedy dalsf dtveticl, ktera spliinje zadanou rovnicl. Je jf étvetice {c, d, aq, bg ),
plicemi
a+bE =3+ >+

Jak je vidét z pfedchozi nerovnosti, nové nalezend Gtvefice (o, d, ap, by} mé mensi souéet kvadratd prvnich
dvou slozek nez ndmi zvolena ttvefice (o, b, ¢, d). To je ale ve sporu 5 predpokladem, ie ctvefice (a, b, c,d)
mela takovy soucet nejmensi. A to je hledany spor. Proto 2adna ctvetice, ktera spliuje rovnost ze zadani,

neexistije.
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[Mofantickou rovnicl gpravidla cenacujeme rovnici, kterou resime na oboru celych nebo prirczenych cisel

a neznamych je vice nei podet rovnic.

Priklad 5. Nejdete viechna fefend z,y € & rovmice
Ta® + 5y + 15 =0
Reseni, Rada prvni zni: pokod se v rovnici vyskytuji prvogisla, skoumejme zbytky po déleni ngjakym
vhodnym prvotislem. V' nagem piipads gkoumejme délitelnost cislem 5. Leva strana modulo 5 dava
L=7a"+ 5y +15=22"+4 {(mod 5).
Kvadrdt pirozeného cisla ddva pouze zbyiky 0,14 po délenf @islem 5. Vyraz 25? + 4 mide ddvat tim

padem jen zbytky 1,4 po déleni 5, nikdy v&ak zhbvtek 0 jako prava strana rovnice. Thm jsme dokézali, Ze
rovnice nema v ohoru celych fisel tedeni.

Priklad 6. Fro pfirozené éislo k oanadme g souéin pronich & proodisel. Napf. ns = 2.3.5 = 30, Zpistéte,
pro kterd &sla k& je moino slomek
3me — 1
g

kratit fislem vétsim nei 2.
Reseni. Pii dlohdch tohoto tvpu se snazim studenty presvadeit v prvnd fadé k pokusim, aby zjistili, jak
zaddni funguje.

Prok=1,n=282déli3*-1=8 Prok=2,n=2-3nopét pouze 2 dél{3°- 1. Pro k =3
zkusime, zda 5 déli 3*%° — 1, Budeme poéitat modulo 5,

P =" -1 =P L= - 1=8 medA

Takze cislem § zlomek kratit nejde. Pro d =4, ng = 2-3-5- 7, potitdme module 7,

FP—1=0 modT.

[3’1}3'5'.’ = ey 235--— s 7 T _

Z tohoto postupu vidime, 2e 3% dava zbyvtek | po déleni 7. Tento poznatel potvrzuje takdé Eulerova veta,

kterd abeend tvrdi: pro nesoudélnd pfirozend disla a, n plati
g™t =1 modn,

kde win) je Eulerova funkee uddvajicl poéet nescoudélnyeh prirozenyeh &fsel, kierd jsou mensi nez n. Je-li
i prvoéislo, pin) =n — 1.

o Zkuste najit explicitn vyjddieni funkee @{n) pouze na zakladé prvocizelného rozkladu n.
W nasem piipadé jsou 3 a 7 nesoudélnd a @(7) = &, proto 7|3° — 1. Vyuzijeme-li poznatku, Ze z délitelnosti
el vypliva také (a™ — 1)|{a™ — 1} pro ka#dé celé a > 1, je dloha vyfefena. Vidime totiZ, fe pro k = 4 je
Glng, 7lng a také (3% — 1)((3™ — 1) a 7|3° — L.

Zaveér: pro k=1, 2,3 lze plvedni zlomek krdtit pouze 2, pro k > 4 ho lze kritit 7.

Nisledujicl dloha nés zavede k metodés, kterou lze nazvat metoda po sobé jdoucich moenin. Plati totiz

tvrzeni, kieré Fika, Ze neexistujl celd &isla a,b a pFirczenéd n, aby platilo

a® < 5 < {a—+ 1)".
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Pro n = 2 to enamena, ze mezi dvéma po sobé jdoucimi kvadraty nemnze byt kvadrat prirozeného oisla.

Piiklad 7. V oboru celiich cisel reste rovmici
r* = wly + 2).

Redend. Protoze 22 > 0, musf byt y{y +2) > 0, tj. v tvahu ptipadd ¥ < —2 a neboy > 0, Pokud y — —2
nebo y = 0, musi byt & = 0, Pokud v > 0, plati nerovnosti

I I . B
v suly+2) =u + 2y < (v + 1)*

a podle nagi vity nemiife bt @ celd, Musi totiz spliiovat ¢? < o2 < {y + 1)2
Pokud v < —2, plat] nerovnosti

a fislo o opét nemige byt celé. Tim jsme ukézali, Ze rovnice md pouze dvé fefeni: (=,w) = {(0, D}, (0, —2)}.

3  Posloupnosti a Fady

Na nasledujici funkeionalni rovnici ukazeme jak jeji feseni prevedeme na feseni rekurentniho vetahu
Piiklad 8. Najdéte viechny funkee f: BY — BV spltugied rovndcd f{ f{2)) + aflx) = ba + b, kde a, b

geou piirozend fsle parametry.

Reseni. Pro libovolng xg £ BEY definujme posloupnost xq, @y, ..., kde x, = fla,_ 1] pro keidé piirozens

cislo n. Funkeionalni rovnici jde tak prepsat do tvaru
Tpyn = @Fuq + 0la + 6z,

Hledejme fefeni ve tvaru &, = A" pro nenulavé X, Tento tvar dosad{me do predchozi rovnice a po vykrdceni
A2 dojdeme k charakteristické rovnici

M =aX+bla+h

& koteny A = —a — b, Az = D, Hledané x, hleddme jako linedrni kombinaci AT = (—a — B)" a AT = &™,

neholi

Tp = ey —a — B)™ + oo™,

kde @y a oz jsou realna Sisla, kterd se obvwkle urél z potatednich podminek, napt. z hodnot , o Aby
bvlo z,, = 0 pro kazdé n, mus1 bvt aq = 0. Totiz, jak snadno vidime, pokud o > 0, pak staci najit licha
1 pro ktera o, < 0, tj.

ceab™ < —o{—a — B)™ = g (@ + B

Pokud o <2 0, je tato nerovnost splnéna automaticky (pfedpokliddme totiZ ap = 0 a a, b jsou piirozend).

Pokud ap = 0, stadi, aby
log{agfaq)
—= s =y < n.
log (1 +a/b) e
V tomto pfipads bude pro lichd n = ry vEdy o, < 0. Tim jsme zdivednili, pro? musi bt o = 0. &
otdtednich podminek pak plyne zo = oo, flze) = 1 = oab = by, A protede byvlo o zeela libovolng, je
P P k P K P .

fiz) = bx pro libovolné éislo x. Zkoufkou snadno ovéfime, Ze je to jediné fefeni.
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Piiklad 9. Necht xy,13,...,Tn jsou redimd éisla splinficd |21 + 30 + -+ + T I, o |z = i}_—l P
g = L35« it
Ukaste, e existuje permutace ¥y ta, . ... U & &el 21, 20,000, £y tokouvd Ze
) _m+1
B+ 22+ | = :

2

Redeni. Pro kagdou permutaci = (3. 0a, . o« o Ul 2 {21,809, ..+, ) 0Z0adme S{7) sumn i +2ya+- - Rk,
Pro ditkaz sporem pfedpoklddejme |Sir)| = % pro kaidon permutaci «.

Vezméme permutaci ', kterd se od « ligi jen viménon dvon sosednich &leni, napt. y; a wp. Pak S{m)
a S{(7') se lisl |wy + w1 | = 7+ 1 (podle druhého piedpokladu ze zaddni), coZ oviem znamena, ze S(7) a
Sy maji stejné gnaménko.

Uvazujme nyni identickou permutaci mg (&1, ... 0n) 8 jil Teverznl Ty = (Tn,-.. .61} Je ziejme, 2e
existuje posloupnost permutaci g, T, ..., 3y = Ty takova, Ze permutaci m;y ziskame z permutace m;

vymenou pouze dvou sousednich dleni. To zgnamend, e postupnymi vymeénami migeme z, umistit na

prvoi misto, x,_ 4 na druhé a tek dile. Jak vime, viechny sousty S{mg), S{m), ..., S{7m) = S(7) maji
stejné znaménko. Pak soudet |S(m) + S{m )| = (n+ 1{xy + - - -+ 2,) = n+ 1, implikuje, e jedna z 5{m)

a F{#a) je mensi nez

1
2

v abesolutni hodnoté, cof je spor a8 piedpokladem

Zavér a podékovani.

Na piednasce jsem se zabyvali dlchami z geometrie, teorie disel a posloupnosti. Nejvétsi piinos vidim
hlavng v aktivnim zapojeni studenti do pfednasky.

Réd bych podékovat wiem lidem, kteti se podileli na pfiprave Kempu 2016, Zvldste bych chté] podékovat
PaedDr. Nadezded Kubefioveé za pozvani a trpélivest. V neposledni fadé dékuji studentam za skvélou at-
mosférn pfi fedeni dloh a nematickych kvizn,

Literatura.
+ Matematicky semindi PRASE, hitp://mks mfF cuni. ez
& http:/ /mowebeentrum. muni.cz
« Dgan Djurki® a kol., The IMO Compendinm. A Collection of Problems Suggested for the Inferns-

ticnal

Kontakt na autora,

Josef Krigtan
email: kristanl@email.cz
tel.: +420777 944564
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CELA CAST REALNEHO CISLA, ABSOLUTNI HODNOTA
REALNEHO CiSLA

Josef KUBES

1 Uvod

Cela cast realného cCisla je partie, kterd se v klasickych hodinach matematiky neprobira.
Ovsem je to vdécné téma ke tvorbé netradi¢nich uloh, ve kterych je nutna individudlni
strategie. Nelze se naucit univerzalni postup, je nutné si predem dobie zvazit postup feseni.

2 Definice celé ¢asti realného ¢isla a jeji graf
Vyraz [a] znamena celou ¢ast z realného ¢isla a. Je rovna nejbliz§imu niz§imu celému
Cislu. Tedy [1] =1, [3,5] = 3,[—6,2] = —7. Graf funkce y = [x] ma tvar:

Y

-4

2.1 Urcete vSechna realna ¢isla, ktera vyhovuji rovnici 4x — 2[x] = 5.
2.2 V oboru redlnych cisel feste rovnici
[3x —5] = 5x — 8

V obou ulohach vyuzijeme definici celé ¢asti, tedy [X] =X + k, kde 0 <k < 1.

2.3 Zjistéte, kolik feSeni ma v oboru realnych ¢isel rovnice
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Opét 1ze vyuzit definici celé ¢asti, tedy [X] = X + k, kde 0 <k < 1. Ulohu mizeme fesit
pomoci jiné vlastnosti celé ¢asti - [X] < x < [x] +1. Dojdeme ke zjisténi, ze 0 < x < 2016. Cislo
x spliujici uvedenou nerovnici bude fesenim rovnice, pravé kdyz x — —— bude celo¢iselna.

2016
0.2016 20142016
lze najit feSeni -
Odtud lze najit feSe o015 ' 2015

2.4 Urcete vsechna dvojice realnych cCisel x, y, které vyhovuji soustaveé rovnic
[x +y] = 2016
[x]-y=p
a) prop=2,b)prop=3.

Je tfeba si dobfe prohlédnout druhou rovnici. Z ni je patrné, ze y musi byt z oboru
celych ¢isel a tim [x + y] = [x] + y. Dél je uloha jednoducha.

3 Zavér

Uvedené ulohy zvelké casti piesahuji rozsah zdkladniho stfedoSkolského uciva
matematiky. Pro feSeni ptikladii matematické olympiddy jsou vSak zdkladni a navazuje se na
n¢ ve vyssich kolech. Resitele zdokonaluje ve strategii a daslednosti feseni.

fl Poyiitz’l literatura,
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradicnich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. s r. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kube$

Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz

DUKAZOVE TECHNIKY - NEROVNOSTI

Josef KUBES

1 Uvod

Znalost dikazovych technik patii k zakladnimu vybaveni kazdého fesitele matematické
olympiady. Ovétovani platnosti zadanych nerovnic vzdy vyzaduje originalni pfistup, urcity
nadhled a zkuSenost.
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2 Nerovnosti a jejich ovérovani

Zakladnim stavebnim kamenem je nerovnost vyplyvajici zdruhé mocniny
dvoj¢lenu (x — 1)2. Pro libovolné redlné ¢&islo plati, ze (x — 1)2 =0. Odtud plyne
X —I—i = 2.

Dalsi dulezitd nerovnost je vztah mezi geometrickym a aritmetickym primérem. Pro
libovolnou n- tici realnych kladnych &isel x4, x5, ..., X, plati: \/x1.X9. . Xy = %LJ

2.1 Dokazte, ze pro kazdy ostry uhel a plati
tga+cotga >2
Pouzijeme vztah mezi funkcemi tangens a kotangens a upravime na druhou mocninu
dvoj¢lenu.

2.2 Pro libovolna redlna ¢isla X, y, z takova, ze x <y < z, dokaZte nerovnost
X—y?+ 72 >(x—-y+12)>%.
Umocnime a vhodnou tpravou dospéjeme k pravdivé nerovnosti. Je tfeba vyuzit

zadané uspotadani neznamych.

2.3 Dokazte, ze pro libovolna realna Cisla a, b vétsi nebo rovna 1 plati nerovnost:
(@+1DB*+1) - (a—1D*b-1?* =4
Roznasobime a vhodnym vytknutim s vyuzitim podminky ze zadani dospéjeme

k pravdivé nerovnosti.

2.4 Dokazte, ze pro libovolnou trojici kladnych ¢isel a,b,c plati
(a+ b)(b+c)(c +a) = 8abc
Roznéasobime a pouZzijeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem.

2.5 Dokazte, ze pro libovolnou trojici kladnych ¢isel a,b,c plati
1 a (1 b ) (1 c ) - 27
1+ b+c * c+a * a+b/ 8

Upravime a pouzijeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem pro
Cleny a+b, b+c, c+a.

2.6 Dokazte, ze pro libovolné pfirozené ¢islo n > 1 plati:

n! < (n * 1)“
2
VyuZzijeme rovnost: Pro libovolné pfirozené ¢islo n vétsi nez jedna plati: 1+2+3 +
4+...+n= @ . Déle je potieba pouzit vztah mezi aritmetickym a geometrickym
pramérem.
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3 Zavér

Uvedené ulohy zvelké casti piesahuji rozsah zdkladniho stfedoSkolského uciva
matematiky. Pro feSeni ptikladii matematické olympiady jsou vSak zdkladni a navazuje se na
né ve vyssich kolech. Resitele zdokonaluje ve strategii a diislednosti feseni. Diikazové tulohy
uvedeného typu také vyzaduji precizni znalost v upravovani algebraickych vyraza.

évl Pouviité literatura )
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. s r. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

KUFNER, A. Nerovnosti a odhady. 1. vyd. Praha: Mlada fronta 1975. 120 s. 508/21/82.6

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes

Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz

PLANIMETRIE

Josef KUBES

1 Uvod

Planimetrie, tedy rovinnd geometrie, je velmi stard disciplina, ktera svou ndroc¢nosti
potrapi fadu studentli. Vyzaduje piedstavivost a urcitou schopnost si zadanou situaci dobie
nacrtnout. Kazda uloha je vlastné origindlni, a proto jeji feSeni vyzaduje zna¢nou miru
kreativity. Znalost planimetrie je vyuzitelnd v bézném Zivoté€ i v profesni kariéte u fady oborti.
Obvykle si skolské postupy nepamatujeme, zlstavaji vV nasem podvédomi a ptifazujeme si je
k dal$im Zivotnim zkuSenostem.

2 Diikazové ulohy v planimetrii

Dtikazové ulohy jsou velkym balikem uloh. Pomahaji k ujasnéni vzajemnych vztahu a
geometrickych poucek. Aplikujeme kromé geometrickych znalosti také poznatky
matematické logiky. Pro snazsi vyjadifovani vyuzijeme poznatky z teorie mnozin.

2.1 Je dana kruznice k(S, r) a jeji priméry AB a CD, které jsou navzajem kolmé. Sestrojte
tétivu KN kruznice k, ktera je rovnobézna s AC tak, aby protinala Gse¢ky SA, SC po fadé ve
vnitinich bodech L, M, pro néz plati |[KL| = |LM| = |MN|.
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Vedeme piimku AC. Za bod A i C na piimku AC naneseme usecky stejné délky jakou
ma usecka AC. Nové krajni body spojime se sttedem kruznice. Kde protnou tyto spojnice
kruznici, ziskdme body K a N.

2.2 V roviné je dan étyfuhelnik ABCD. Uhlopticka BD je kolma ke strané AD a strana BC je
rovnob&zna se stranou AD. Ozna¢me M (M # A) prisecik piimky AC s kruznici o praméru
AD. Dokazte, ze osa useCka BM prochazi stfedem strany CD.

Je tieba si uvédomit, Ze body M a B leZi na Thaletové kruZnici sestrojené nad
primérem CD. Osa usecky MB je vlastné osa tétivy uvedené kruznice, tedy prochazi jejim
sttedem. Tim je uloha dokazéna.

2.3 Na kruznici K jsou dany dva rizné body X a Y tak, ze ptimka XY neprochazi sttedem
kruznice k. Usecka XY je primérem kruznice |. Na vétsim oblouku XY kruznice k lezi bod P a
na kruznici | bod Q tak, ze ¢tyfuhelnik PXQY je konvexni a ptitom PX || QY. Dokazte, ze
velikost uhlu PYQ nezavisi na poloze bodu P (za podminky existence bodu Q).

UkéaZeme, Ze uhly PXQ a XQY jsou vzdy pravé a thel XPY nezélezi na poloze bodu P
(obvodovy thel).

2.4 Oznacme K, L, M, N stfedy stran AB, BC, CD a DA konvexniho ¢tyiithelniku ABCD.
Dokazte, ze z isecek KL, KM a KN lze sestrojit trojuhelnik a vyjadiete jeho obsah pomoci
obsahu ¢tyfuhelniku ABCD.

Uloha neni slozita, staéi pouzit podobnost trojuhelnikil a vlastnosti stéedni pticky. Pi
feSeni pouzijeme uhlopficky ¢tyfuhelniku.

3 Zavér

Planimetrické Glohy véetné ditkazovych jsou vdéénym tématem matematickych soutézi
a obvykle patii k tém, které odd€luji uspésné fesitele od neuspéSnych. Uvedené priklady
reprezentuji vzdy velkou skupinu tloh, proto kazda je feSena jinym zptisobem.

4 PouZita literatura
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. s r. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7
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PaedDr. Josef Kube$
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ZLATY REZ - MATEMATICKY DIAMANT

Josef KUBES

1 Uvod

Zlaty tez definuje jiz Eukleidés v 6. knize Zdkladii. Muizeme se snim setkat
V matematice 1 fad¢ dalSich oborti. Lze jej vypozorovat v rostlinné i zivo¢isné fisi. Se zlatym
fezem pracovala fada maliid, architektl, fotografii a v dnesni dobé jej 1ze také nalézt v oblasti
tvorby webovych stranek a designu.

2 Definice zlatého Fezu
Je dana Usecka AB a jeji vnitini bod C, ktery lezi tak, ze délka delSiho tiseku v poméru
k délce kratsiho useku se rovna poméru délky celé usecky a délky delsiho jejiho useku.

Jestlize tento vztah vyjaddiime algebraicky, ziskdme rovnici:

|AB| |AC| ,
m = E po dosazeni za |AB| = a, |AC| = x, [BC| = a-X, dostaneme vztah:

a_ X

Pomér celé tsecky a jeji veétsi ééstixozngéin%e jako ¢, vyjadiime a pomoci ¢ a
pokracujeme v Upravach az ke kvadratické rovnici, kterou vypocteme (za vysledek mizeme
prohlésit jen ten vétsi nule, protoze hledame pomér mezi délkami usecek).

Hledany vysledek je vyjadfeny hodnotou 1,618033988728.

2.1 Konstrukce zlatého iezu

Je déna isecka AB a jeji stted S. V bod¢ B narysujeme kolmici na tiseCku AB. Na tuto
kolmici naneseme délku usecky AS, tak vznikne bod X, ktery spojime s bodem A. V bod¢ X
opiSeme kruznici o poloméru |AS|, v prisec¢iku s useckou AX vznikd bod Y. Timto bodem
vedeme kruZznici se sttedem v bodé A. Tato kruznice protina tisecku AB v bod¢ C, ktery déli
usecku AB ve zlatém fezu.
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A S fc B
2.2 Zlaty obdélnik
Zlaty obdélnik je takovy obdélnik, pro ktery plati, Ze pomér jeho délky a Sitky
odpovida Cislu @, tedy zlatému poméru.

Obdélnik, jehoz strany jsou vzijemné¢ ve zlatém poméru je povazovan za
nejestetictéjsi obdélnik.

Jestlize zlaty obdélnik vepiSeme do ctverce, rozdéli jeho vrcholy strany Ctverce ve
zlatém poméru.

Oddélime-li z pavodniho zlatého obdélniku ctverec, zbude nam obdélnik, ktery je
opét zlatym. Koeficient podobnosti mezi ptiivodnim a noveé vzniklym mensim obdélnikem je
¢. Tento postup miizeme opakovat v podstaté do nekonecna, stile ndm budou vznikat
podobné zlaté obdélniky s rozméry nasobkt o.
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3

Spojenim ptednich rohti, popt. stfedl ctvercli hladkou nepterusenou kiivkou ziskame
zlatou spiralu, ktera je velmi podobna spirale logaritmické.

A B F

S

D c G

2.3 Zlaty trojihelnik

Zlatym trojuhelnikem nazyvame takovy rovnoramenny trojuhelnik, pro ktery plati, ze
pomér délky ramene a zdkladny se rovna Cislu ¢, thly lezici pfi zakladn€ maji velikost 72° a
uhel pfi vrcholu ma velikost 36°.

2.4 Fibonacciho posloupnost
Uvazujme nasledujici posloupnost: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,...
Snadno zjistime, Ze pocinaje tfetim c¢lenem, je kazdy nésledujici €len souctem dvou
piedchézejicich. Tato posloupnost byla prvni zndmou rekurzivni posloupnosti v Evropé.
Posloupnost nazval francouzsky matematik Edouard Lucas Fibonacciho posloupnosti. V roce
1634 byl pro Fibonacciho posloupnost matematikem Albertem Girardem zaveden zapis:
Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Jedna ze zajimavych vlastnosti Fibonacciho posloupnosti, kterou objevil Johannes
Kepler, se tyka druhych mocnin Cisel nalezejicich posloupnosti. Druha mocnina kteréhokoli
jejiho ¢lenu se lisi nanejvys o jedni¢ku od soucinu dvou ¢lent, které sousedi s umocniovanym
¢islem. Vezmeme-li naptiklad Sesty Clen posloupnosti — ¢islo 8 — potom jeho druhd mocnina
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je rovna 64; 82 = 64. Soucin jeho okolnich ¢lenti je 5*13 = 65. Tento postup bychom mohli
opakovat pro libovolny ¢len Fibonacciho posloupnosti se stejnym vysledkem.

3

Proslulost Fibonacciho posloupnosti tkvi ve skutecnosti, ze jeji stopy mizeme nalézt i
v dalSich pfirodnich ukazech. Napftiklad svételné paprsky se pii prichodu sklenénymi
deskami v podstat¢ fidi Fibonacciho posloupnosti. Nejznamé&jsim piikladem piirodniho tikazu,
ktery Ize Fibonacciho €isly popsat, je zplisob ristu listd na rostlinach. Piechod od jednoho
listu ke druhému ma charakter Sroubovitého vystupu a jejich rozmisténé odpovida prave
¢islim Fibonacciho posloupnosti. Totéz plati 1 pro uspofaddani Supin borové Sisky, seminek
slune¢nic a Supin ananasu, ty vyrastaji ve spirdlach po sméru a proti sméru hodinovych
rucicek, jejich pocty odpovidaji vySe uvedenym ¢islim. DalSim velmi zndmym piikladem
jsou ulity meékkysi, napt. lodénky. Jestlize porovname primér dvou sousednich spiral (které
kopiruji zlatou spiralu), dostaneme opét Fibonacciho ¢isla a primér mezi nimi blizici se ¢islu
1,618.

3 Zavér

Na zavér ukazme na jednom piikladu uvZziti zlatého fezu v malifstvi. NejznaméjSim
dilem Leonarda da Vinci dilem je portrét Mona Lisa. O tom, ze portrét je umistén do
trojuhelnikové (nebo pyramidové) kompozice neni sporu. Kolem postavy lze sestrojit zlaty
trojuhelnik. Dale lze nakreslit zlaty obdé€lnik, ktery ohrani¢i oblast od vrcholku hlavy az po
zivitek, a v jeho horni ¢asti vytvorit ¢tverec. Pokud se podivame na obraz poprvé, ziejmeé
utkvime pohledem v levém oku modelu. Toto oko nazyvame ,,dominantnim okem* a lezi
v pruseciku uhlopticek ctverce vzniklého ve vySe popsaném zlatém obdélniku. VSechny
piedchozi konstrukce ukazuje nasledujici obrazek.
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4 Ppuiii;é liter,atura 5
VRATNIKOVA, K. Krasa skryta v ¢islech. Prace SOC 2008
http:/www.volny.cz/zlaty.rez/

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes

Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje


http://www.root.cz/clanky/obsah-jednotlivych-casti-serialu-a-galerie-fraktalu-ii/
http://www.root.cz/clanky/obsah-jednotlivych-casti-serialu-a-galerie-fraktalu-ii/
mailto:Josef.Kubes@mikulasske.cz

x*x r."‘g,
* * K
y * * L] §
eVrngSky *e * ** LE A ———
sociaini & i :
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro knnkummeaol'i‘opnost PLZENSKY KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

EXKURZE CENTRUM STAVITELSKEHO DEDICTVI V PLASICH

Nadézda KUBESOVA

1 Uvod

Areal byvalého cistercidckého klastera v Plasich je mistem realizace ojedin€lého
projektu nazvaného Centrum stavitelského dédictvi. V byvalém pivovaru se nachazi expozice
se sbirkou stavebnich prvkl ptredstavujici tradi¢ni (leckdy jiz pozapomenutd) stavebni
femesla.

2 Nazev kapitoly

Cilem expozice je atraktivné a piehledné prezentovat problematiku historického vyvoje
stavebnich prvkl, materialti a konstrukei. Navstévnik ma tak ptilezitost seznamit se s riznymi
stavebnimi materialy (dfevo, kdmen, hlina) a jejich zpracovanim pro pouziti na stavbach. Na
jednotlivych podlazich si miize prohlédnout typy stavebnich konstrukei od zdkladii a hrubé
stavby pfes Upravu povrcht, typy vyplni otvort a ptislusnou technickou vybavu budov az po
sttechy tvofené krovem a krytinami. V aredlu pivovaru je rovnéz ¢ast expozice vénovana
principtim statiky. Samostatnou ¢asti je expozice a ,,kabinet™ architekta Jana Kaplického.

NARODNI TECHNICKE MUZEU

NARODNi

kil CENTRUM STAVITELSKEHO DE/
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3 Zavér

Centrum stavitelského dédictvi s expozicemi stavebnich femesel je mistem pouceni a
inspirace z krasy starého femeslného umu. Vzhledem k tomu, Ze ucastnici exkurze byli
studenti se zajmem o matematiku a fyziku, budou se moznd nekteii ve své budouci profesi
stavitelstvim zabyvat.

4 Pouzita literatura
http://www.do-muzea.cz
http://muzeum-plasy.cz

5 Kontakt na autora

PaedDr. Nadézda Kubesova

Gymnazium L. Pika Plzen, Opavska 21, 312 00 Plzen
kubesova@gop.pilsedu.cz
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GAUSSOVA PRVOCISLA

Petr NECESAL

1 Uvod

Tento prispévek je vénovan Gaussovym celym éislhim (komplexnim éislim s celoéiselnou
realnon a imagindrni ¢asti) a Gaussovym prvocislum. Ukazeme si, jak je definovana prvo-
¢iselnost na mnoziné Gaussovych celych éisel. Déle se podivame na to, ktera prvoéisla v ¥
Jsou zaroven Gaussovymi prvocisly.

2 Gaussova cela cisla
Oznacme Z[i] mnozinu vsech komplexnich ¢isel s celociselnon redlnon a imaginarni ¢asti
Z[i):={a+1ib: a,be Z},
kazdému prvkn u = a + ib z této mnoziny Z[i] budeme fikat Gaussovo celé éislo. Obrazy
viech Gaussovych celych éisel tvoii v komplexni roviné étvercovou miizku (viz obrazek 1).
Na mnoziné Gaussovych celych éisel dale definuyme zobrazeni

N(a+ib) := a® + b*,

ktere kazdému Gassovu celému ¢islu pritazuje kvadrat vzdalenosti jeho obrazu v komplexni
roviné od poéatku. Hodnoty N jsou na obrazku 1 vyznaceny u kazdého obrazu Gaussova
celého éisla.

Déle piipomenme, 7e i = —1 a pro soucin dvou Gaussovych celych éisel u = a +ib a
v=c+1d, kde a,b, c,d € Z, plati

(1) w-v = (a+ib)(c+id) = ac + iad + ibe + i°bd = ac — bd + i(ad + be).
Redlna ¢ast komplexniho ¢isla u - v je Re(u - v) = ac — bd, coz je éislo celé. Imaginarni
¢ast komplexniho éisla v - v je Im(u - v) = ad + be, coi je také ¢islo celé. Sonéinem dvou
Gaussovych celych éisel tedy dostavame opét Gaussovo celé cislo.
Véta 1. Pro kazdé Gaussovo celé cislo u € Z[i] plati
Nu)=1 & we{-11,-ii}

Diikaz. Snadno ovérime, ze N(—1) = N(1) = N(—1) = N(i) = 1. Mé&jme nyni u = a + ib,
kde a,b € Z. Poknd N(u) = 1, potom a® + b = 1, a tedy

(a=+1 azarovehn b=0) nebo (a=0 azaroven b= +1).

Co7 znamena, 7e u = +1 nebo u = +1. [ |

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78

Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



LJ
*
** ** ﬁ..
. * * U] M
evropsky ™ II\. g /,_.——\
= P—__‘

socialni & i .
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkur:nceacl'i‘npnost PLZENS KY KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Imu
-1 0 1 2 3 4 5 [
T T T T T T T
37 36 a7 40 45 52 B 72
(1= . ] L] L] L] &
26 25 26 20 34 A 50 &
5F = L ] ] [ | L ] L ] L ] 5
7 & 7 20 25 32 4 52
drF = L ] L ] [ ] -, [ ] &4
1 19 R
.l .:I ":I -:I -J .5 .24 34 .1_1 B
5 4 5 8 3 20 29 40
2t » . . . . . 2
2 2 5 10 7 26 7
i » ' . . . . . o {1
1 0 1 4 ] 16 25 36
o—e * . . - . +—o Heu
2 2 5 10 7 26 7
-1 = L ] [ ] [ ] [ | - L ] [ ] -1
1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 [

Obréazek 1: Gaussova cel4 éisla u = Rewu +ilmu a hodnoty N(u) = (Reu)? + (Imu)>.

Véta 2. Pro kazdé dvé Gaussova cela ¢isla u, v € Z[i] plati:
(2) N(u-v) = N(u)- N(v).

Diikaz. Mé&yme w = a +1b a v = ¢+ id, kde a,b,c,d € Z. Upravme nejprve pravou stranu
rovnice (2)

(3) N(u)- N(v) = (a® + 1) (* + d%) = (ac)® + (ad)® + (be)? + (bd)>.
S vyuzitim (1) upravme i levou stranu rovnice (2)

N(u-v) = N(ac—bd+ i(ad+ be))

(ac — bd)* + (ad + be)?

(ac)? — 2abed 4 (bd)? + (ad)? + 2abed 4 (be)?
(4) = (ac)® + (bd)? + (ad)? + (bc)™.

Porovnanim vyjadfeni (3) a (4) zjistime, ze N(u-v) = N(u) - N(v).
| |
Definice 1. Mé&me dvé Gaussova celd &isla u, v € Z[i]. Rekneme, ze v déli u, pokud existuje
w € Z[i] takové, ze plati
u=uv-w.

Skuteénost, ze v déli u budeme zapisovat jako v | u.
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Véta 3. Pro kazda dvé Gaussova cela éisla u, v € Z[1] plati:
v|iu = N(v)| N(u)

Diikaz. Pokud v déli u, potom existuje w € Z[i] tak, ze plati u = v - w. Uzitim (3) thned
dostavame

N(u) = N(v) - N(w),

coz znamena, ze N(v) | N(u).

Véta 4. Pro kazdé Gaussovo celé cislo u € Z[i] plati:
N(u)=1 = (+1|u, Hi|u, tu|luv a +iu|u).

Viech osm éisel £1, H1, £u a 1w oznaéime za tzv. trividing délitele u.

Diikaz. Méjme u € Z[i] s N(u) > 1. S vyuzitim vztahu i = —1 snadno ovéiime, 7e plati

W= (H)-(hu), w = (D)-(cw), o= (H) (), w = (=) ()
u = (+u)-(+1), u = (—u)-(-1), uw = (—iu)- (+1), w = (+1u)-(—1),

coz znamena, ze +1 | u, +1 | w, Tu | v a +iu | u.
|

Véta 5. Pro kazda dveé Gaussova cela ¢isla u,v € Z[i] plati:
(N{u) >1, v|u a v nent trividlnim délitelem u) = 1< N(v) < N(u).

Diikaz. Méyme u, v € Z1] takova, ze N(u) > 1, v | u a v neni trivialnim délitelem u. Jelikoz
v déli u, existuje w € Z[i] tak, ze plati u = v - w. Uzitim (3) dostavame

(5) N(u) = N(v) - N(w).

Cislo N(v) je piirozené ¢islo, které je vétsi nez 1. Pokud by N(v) = 1, potom dle véty 1 by
v = 41 nebo v = i, coz neni mozné, protoze v neni trivialnim deélitelem u. Cislo N(w) je
také piirozené éislo, které je véts nez 1. Pokud by N(w) = 1, potom dle véty 1 by w = +1
nebo w = 41, a tedy u = £v nebo u = £iv, éli v = *u nebo v = Fiu. To ale nent mozné,
protoze v neni trividlnim délitelem u. Celkem tedy vime, Ze viechna tii éisla N(u), N(v)
a N(w) jsou pfirozena éisla vétsi nez 1. S prihlédnutim k platnosti vztahu (5) tedy thned
dostavame, ze N(v) < N(u).

|
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Obrazek 2: Gaussova prvoéisla.

3 Gaussova prvocisla

Definice 2. Mé&me Gaussovo celé &islo u € Z[i] s N(u) > 1. Rekneme, ze u je Gaussovo
prvodislo, pokud ma pouze trivalni délitele.

Piiklad. Cislo 2 je prvoéislo v N, ale neni Gaussovym prvoéislem v Z[i], nebof mé ne-
trividlni délitele, a to (1 +1) a (1 —1):

2=(1+i)(1—1).

Obdobné i &slo 5 neni Gaussovym prvocislem v Z[i], prestoze je prvoéislem v M. Cislo 5
lze totiz zapsat jako

5=(1+21)(1— 21),
a tedy ma také netrividlni délitele.
Nasledujici tvrzeni nam umoznuje najit Gaussova cela ¢isla, ktera nemohou byt Gaus-
sovymi prvocisly. Pokud pro n&jaké Gaussovo celé éislo u € Z[i] zjistime, ze N(u) je sudé
¢islo, potom u nemuze byt Gaussovym prvoéislem. V takovém pfipadé totiz bude mit
netrividlntho délitele (1 +1).

Véta 6. Pro kazdé Gaussovo celé ¢islo u € Z[i] plati:
N(u) jesudé <= (1+1)|u
Diikaz. Méjme u € Z[1] takové, ze (1 +1) déli u. Potom podle véty 3 mame, ze N(1+1) =2

déeli N(u), coz znamena, ze N(u) je sudé.
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Naopak méjme u = a + 1ib, a,b € Z, takové, ze N(u) je sudé. Jelikoz N(u) = a® + b?,
vime, ze ¢islo a® + b? je sudé, coz muze nastat tehdy a jen tehdy, pokud

(6) (a je sudé a b je sudé) nebo (a je liché a b je liché).
Nyni upravme

U _-:1-+ib 1—i_a+ib—ia—|—b_a+b b—a

") T+i 1+i 1-i > 2 T

S piihléduntim k (6) vime, Zze obé celd éisla (a + b) a (b — a) jsou sud4, a tedy obé ¢isla
+b b

- a ? jsou ¢isla celd. A podle (7) tak dostavame, ze ¢islo (1 +1) déli w.

2 2

[ |

Nasledujici tvrzeni predstavuje postacéujici podminku, aby Gaussovo celé éislo u € Z[1] bylo
Gaussovym prvoécislem.

Véta 7. Pro kazdé Gaussovo celé ¢islo u € Z[1] plati:

N(u) je prvocislo = u je Gaussovo prvoéislo.
Diikaz. Méjme u € Z[1] takové, ze N(u) je prvocislo. Dale méjme libovolnd dvé Gaussova
cela ¢isla v, w € Z[1] takova, ze plati u = v - w. Dle véty 2 vime, ze N(u) = N(v) - N(w).

Jelikoz N(u) je prvocislo, je nutné N(u) > 1 a zdarovei N(v) = 1 nebo N(w) = 1, coz
podle véty 1 znamen4, ze

v==]lnebov =21 nebo w = =1 nebo w = +1.

To ale znamena, ze u ma pouze trividlni délitele, a tedy u je Gaussovo prvoéislo.

[ |
Pomoeci nasledujictho tvrzeni, dokdzeme vybrat néktera prvocisla v N, ktera jsou zaroven
Ganssovymi prvocisly v Zli].

Véta 8. Plati
(pjeprvocislo a p=3(mod4)) = pje Gaussovo prvocislo.

Diikaz. Méyme prvocislo p € N takové, ze p = 3 (mod 4). Dale méme libovolna dve
Gaussova cela ¢isla v, w € Z[l] takovd, ze plati p = v - w. Dle véty 2 vime, 7e

p> = N(p) = N(v) - N(w).

Jelikoz p je prvoéislo dostavame odtud, Ze nutné N(v) = 1 nebo N(v) = p nebo N(v) = p?.
Ovsem piipad N(v) = p nastat nemuze. Pokud by N(v) = p, potom N(v) je liché éislo
(p je prvoéislo), a tedy existuje liché éislo a a sudé éislo b takové, ze plati

N(v) = A+, a=2m+1, b=2m, mneZ.
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A tedy
p=N{w)=2n+ 1)+ (2m)? =4n® +4n + 1 +4m* = 4(n® + n+m?) + 1,

tj. p=1 (mod 4). coz je ve sporu s tim, ze p = 3 (mod 4).

Mohou tedy nastat pouze dva piipady, a to N(v) = 1 nebo N(v) = p°. Pokud N(v) =1,
potom podle véty 1 mame, ze v = £1 nebo v = £1, a tedy w = £p nebo w = Fip, t). w
je trividlnim délitelem p. Pokud N{v) = p”, potom N(w) = 1 a obdobné ziskime, ze v je
trivialnim délitelem p. Celkem tedy mame, ze N(p) = p* > 1 (p je prvocislo) a ¢islo p ma
pouze trivialni délitele. Cislo p je tedy Gaussovo prvoéislo.

[ |

Bez ditkazu uved me nasledujici tvrzeni, které nam dovoluje vybrat nékterd prvoéisla
v N, kterd nejsou Gaussovymi prvoéisly v Zli].

Veéta 9. Plati
(pjeprvoéislo a p=1(mod4)) = pneni Gaussovo prvoéislo.

Na obrazku 2 jsou vyobrazena vsechna Gaussova prvocisla v = a + 1b, pro ktera plati
—1<ab<é.

4 Zaver

Seznamili jJsme se moznym rozsireni prvociselnosti na mnozinu komplexnich ¢isel, ktera
maji celo¢iselnou redlnou 1 imaginarni ¢ast (na mnozinu Gaussovych celych éisel). Ukazalo
se, ze ne kazdé prvocislo v N je 1 Gaussovym prvocislem. K dalsimu ¢teni doporucujeme
¢tenari knihu [1] nebo élanky [2] a [3].
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RETEZOVE ZLOMKY
Petr NECESAL
1 Uvod
V tomto prispévku se budeme zabyvat koneénymi fetezovym zlomky, které reprezentuji
racionalni éisla. Naptiklad éisla % T}j I—} a % lze vyjadiit pomoci koneénych retézovych
zlomku jako
) 11 1 11 1 11 1 11 1
1 — =24+ — — =24, — =14+ —" - =14 —
O3 D 506 T L
"3 5 A
1+ 5

3

Nekonecné tetézové zlomky naopak reprezentuji ¢isla iracionalni. Jako priklad uved me
reprezentace odmocniny ze dvou a zlatého fezu ¢
. 1 VB 1
V2=1+ . d=—e— =14+
. 1 2 1
24— 1+
24— 1+
24 1+

Poznamenejme, Ze obé tvrzeni v tomto prispévku (véta 1 a véta 2) véetné jejich dukazu
lze nalézt v [1].

2 Konecny retézovy zlomek a jeho sblizené zlomky

Definice 1. Méme ¢, € Z, go. q3. - . ., gn € N, n € N. Retézovjm zlomkem budeme nazyvat
vyraz tvaru
1
g1+
! 1
G2 +
gs +
1
qﬂ
a budeme jej znacit zkracené jako (g, o, g3, - . ., Gn). Cislim gy, qo, qa, . . ., gn Tikdme proky

retézoveho zlomlu.
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Raciondlni éisla '—11 g '—71 lze tedy zapsat zkracené pomoci fetézovych zlomkiu (porovne)

: 3
s (1))

[ 5]

%:(2,1,3). U_ a5, 1—(:11:{1,1._5}._ 113

- =
I3 i

[—
[y

Definice 2. Mé&jme fetézovy zlomek (gy. g2, ga. . . ., qn), n € M. Potom k tomuto fetézovému
zlomku definujeme n sbliZengjch zlomki

Py
Py
P
Qs

= (q1),
= (q1,q2),

= (q1,q2,93),

Qn

Piiklad K retézovému zlomku (1,2,3.4) = % jsou definovany celkem 4 sblizené zlomky,
a to
P 1 P, 3 Py 1 Py 43

—(1) = -, 2 _(1,2) = 2, =(1,2,3) ==, 1=(1,2,34)=_.
O 1)=1 Qg[*)z' Q;-;{' )= Q.t{-"'}au

= [Glﬁ&@:‘;au-f%]-

L

Foe® - " - 2 oo - s
Viimnéme si, 7e viechny zlomky £t 22 B 5 P 3oy v zdkladnich tvarech.
B YO Qa7 G T g
Nasledujict véta nam poskytne rekurentni vzorce pro vypoget sblizenych zlomku, coz bude
pro nas znamenat efektivni zpusob uréeni viech sblizenych zlomkn k zadanému fetézovému
zlomku.

Véta 1. Méjme retézovy zlomek (g1, ga, g3, ... .qgn), n € N. Pro ¢itatele P, a jmenovatele
i jeho sblizeného zlomku plati

Po= q, Q1 = 1,
(2) B = qp+l], Q2 = qo,
P, = P11+ FPea prok=3, Qr = Qi1+ k2 prok=3.
Diikaz provedeme matematickou indukei. Sblizené zlomky %._ % a % nejprve upravime
Py 01 B I qp+1
@—{QIJ—T: @-(@hq&j_qﬁ'%—T:
Py L g3 1923 + @1 +qa
— = q1,92,93) = q1 + =q+ = :
Q3 (. 3) = 4 @+ o N g 1 q2q3 + 1
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Snadno nyni provéfime platnost obou rekurentnich vztahn ve (2) pro & =3

Py = P+ P =glaige+ 1)+ g1 = qigags + q1 + qs.
Q1 = Qo+ Ch = qaqa + 1.

Déle predpokladejme, #e plati oba rekurentni vztahy ve (2) prok = m. kdem € {3,... ,n—
1}, tj. predpokladejme, ze plati

[U}j Fon = gmPm-1+ Pna, m = gmBm-1+ Qmo-
Ukézeme, ze oba rekurentni vztahy ve (2) plati 1 pro k = m + 1. S vyuzitim (3) upravme
P 1
(m = (q1,92,---, Q'm—l-.Q‘.'rz-Q'm+1) =q +
‘gm+1
G+
: 1
_|_
1
Gm—1 T 1
r £
I Gm+1

= (@@ gm 1, m + o)

. 1 _
(Um + '5-'-"‘1) P'm—l * Pm—} — (mem—]P:'n—l + ‘Pm—l +'Q'm—1}jm—2
(qm + ﬁ) (Jm—l + C;,;'m—Q @m@m—]ﬂgm—] + '-?m—l + q:m+1{?m—2

Gm+1 (Qm Pm—l + -Pm—‘l) + -Pm—l . Qm—l-n.rr?, + -Pm—l
Gm+1 {QmCQm—] + ‘Qm—?] + l:'?m—l Q'm—lcgm + (Qm—l )

Odtud 1thned dostavame, ze Py = g1 P + P18 Qo = g 1@m + @1

[ |
e e . A S . ; . .
Vypocet sblizenych zlomku 7= retézového zlomku (g1, g, gs. .. .. gn) pomoci rekurentnich
vztahu ve (2) lze sestavit do nasledujici tabulky:

% e @ B @ - G
Folgn qu+1 F Py ... F
Q| 1 go Qs Qs ... @y

Priklad Pro tetézovy zlomek (1,1,1, 1,1, 1) uréete viechny jeho sblizené zlomky. S vyuzitim
rekurentnich vztahn ve (2) postupné sestavime nasledujici tabulku:

g |1 1 1 1 1 1
P |1 2 3 5 8 13
Qxl1 1 2 3 5 8

K retézovéemu zlomku (1, 1,1, 1, 1, 1) jsou hodnoty jeho shlizenych zlomkn tedy nasledujict

Ixl { E_g P 3 Py 5 58 s 13
Q7 Qs Qs 20 @y 3 Qs 5 Qs 8
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Navic jsme uréili 1 hodnotu samotného fetézového zlomku (1,1,1,1,1, 1), nebot
1 Fg 13
1 =(1,1,1,1,1,1) = —= —.
o A Zi
1+
1+ :
1+ !
{ 1
1

Na zavér této casti dokazme nasledujici tvrzeni, které vyuzijeme ve ¢tvrté ¢asti tohoto
prispévku k nalezeni reseni diofantické rovnice.

Véta 2. Méjme tetézovy zlomek (g1.g0. qa. .. ., gn), €M, n > 2 Pro 2 <k < n plati
(4) PeQr1 — PiaQr = (1),
Diikaz provedeme matematickon indukei. Vztah (4) plati pro k& = 2, nebot

Pyt — Pi@Qa = qugp + 1 — qige = L.

Predpokladejme, ze vztah (4) plati pro k = m, kdem € {2,3,... , n—1}, {]. predpokladejme,
ze plati

Pmtgm—l - pm—lcr-;)m — (_l}m-
Ukazeme, 7e vztah (4) plati i pro & = m + 1. Upravme tedy levou stranu vztahu (4) pro
E=m+1

Ji'jm+1Q'r:': - Ji':"r:':(\??'r.-&l = (Qm+lpm + pm—l)@m - Pm[@'m+1(’2m + Qm—l)
= Q’m+1PQO + Pm—l(t?m - Qm—i—lpm(p}m - Pmtgm—l
= J.[Dr:l':—lt:r,}m - pm('r,)m—l
— _(_I\Jm
— l:—1:|m+1._

kde jsme vyuzili rekurentni vztahy ve (2) pro k = m + 1. Tedy vztah (4) plati 1 pro
E=m+ 1. ]

3 Eukliduv algoritmus

V této casti s1 ukazeme, jak lze k zadanému racionalnimu éislu nalézt jeho vyjadient
pomocl fetézového zlomku. Cely postup je zalozen na Euklidové algoritmu (viz [1]) a
ukazme si ho na nasledujicim prikladu. Mé&me raciondlni ¢islo 2 a hledejme postupné
prvky jeho fetézového zlomku. Provedme celociselné déléni 5 : 8. Dostévame 5 : 8 = 0 se
zbytkem 5. Timto zbytkem 5 opét délime puvodniho délitele 8 a dostavame 8 : 5 = 1 se
zbytkem 3. Opét timto zbytkem 3 délime predchoziho délitele 5. A mame tedy 5:3 =1 se
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zbytkem 2. Jesté jednou délime éislem 2 predchoziho délitele 3 a dostavame 3 : 2 = 1 se
zbytkem 1. Nakonec pri délent 2 : 1 = 2 mame zbytek 0 a proces celociselného deélent tak
konél. Vse lze schematicky zapsat nasledovné

—

) se zbytkem 5,

I
b = =

se zbytkem 3,
se zbytkem 2,

se zbytkem 1,

S Lo UT GO OE
— bo L T oo
Il

se zbytkem 0.

Vysledky celociselného déleni 0, 1, 1, 1, 2 jsou postupné hodnoty prvkin hledaného retézového
zlomku g1, g2, g3, g4, g5. Snadno se presvédéime, ze plati

, . 1 5
(5) ((},1.1.1.2):0+—:§.

4 Diofanticka rovnice

Méjme déna cela €isla a, b, ¢ € Z, pficemz a a b jsou éisla nesoudélna. Nasim 1kolem je
najit alespon néjaka cela ¢isla =,y € Z tak, ze plati

(6) ar + by = c.

a
Pomoci Euklidova algoritmu nejprve vyjadiime racionalni ¢islo 7 Ve tvaru fetézového

zlomku
o a
ﬁ,"] E :{_QI-.Q‘LQ'Bw---.Qn:“.
P a - -
kde n € M. Poznamenejme, 7e 0 =3 le n-ty shlizeny zlomek fetézového zlomku (7). Déle
T
definujme
(8) o = (1" Qn1-c,
. o 1
(9) Yo = ()" Pag-e
Pa-1 . ; p ,. . . . o . .
kde je (n — 1)-ni sblizeny zlomek fetézového zlomku (7). Takto definovana éisla xp a

n—1
yo Jsou ¢isla cela a jsou jednim z fesent rovnice (6). Snadno se o tom presvedéime s vyuzitim
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vztahu (4) pro k = n
azo+by = Po-(—1)" - Qu-1-c+Qu-(—1)""-Poy-c
— {_.l}n “C (Pﬂfgn—l - Q’nﬂi—l}
(=) (=17,

= C

Priklad Urcete vsechna cela éisla =,y € Z tak, aby platilo

(10) S5r+ 8y = 2.

Nejprve najdeme alespon néjaka cela éisla xo, yo € Z, ktera jsou feSenim diofantické rovnice
: : : : . L
(10). Pomoci Euklidova algoritmu najdeme retézovy zlomek raciondlniho éisla 7=3% (viz
(5))

) 5

(1) 5= (0,1,1,1,2)

Mame tedy n = 5 a k fetézovému zlomku v (11) dale uréime vsechny jeho sblizené zlomky:

g |01 1 1 2
F {0 1 1 2 5
|1 1 2 3 8

irjn—l irjn

Uréili jsme tak hodnoty sblizenych zlomku — a —
' ) ) {:Jn—l (Jn

Definiéni vztahy (8) a (9) pro zp a yp maji v nasem piipadé tvar

g = (—=1)°-3-2=—6,

yo = (-1)°-2.2=41
Snadno se presvédéime, ze 5xg+8yy = 2. Podafilo se nam tedy najit jedno reseni diofantické
rovnice (10): g = —6, yo = 4. Diky znalosti jednoho feSeni rovnice (10) (zg = —6, yp = 4)

se nam jiz podafl najit vsechna feseni této rovnice. Rovnici (10) nejprve upravme

Sr+8y = 2,

S5z +8y = 5(—6)+8-4,
Srz+6)+8y—4) = 0,
(12) Sz +6) = —8(y—4).
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Leva strana rovnice (12) je délitelnd péti, a tedy i prava strana této rovnice je délitelna
péeti. Odtud dostavame, ze 5 déli (y — 4), a tedy existuje t € Z takové, ze plati

(13) y—4=5t
(14) y =5t +4.

Dosazenim (13) do (12) dostavame

r+6 = -8t
(15) r = —8t—6.

Vztahy (14) a (15) uréuji jiz vsechna feseni diofantické rovnice (10):

r = —8t—06,
y = bt+4, teZ.

5 Zaver

Ukdzali jsme, jak lze uzit koneéné tetézové zlomky k nalezeni feseni diofantické rov-
nice. K dalsimu éteni doporucujeme étenai knihu [1], ktera je dobie ¢itelnda pro studenty
strednich skol a lze se v ni seznamit 1 s nekoneénymi fetézovym zlomky. Pro ptipadné
dalsi rozsifovani znalosti a dovednosti s retézovymi zlomky odkazujeme ¢tenare na mono-

grafii [2].
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,PRIKLADY TAHNOU“ + MATEMATIKA HROU
(Vybrané slozité&jsi slovni ulohy soutézni a zabavnou formou)

Jana SOUKUPOVA

1. Uvod - ulohy do vlaku — prostorova predstavivost
1. V nazornem promitani je zobrazen prostorovy objelat.
Plnou ¢aron jsou narysovany viditelné éary, édrkovanon neviditelné

Sipky s pismeny P, N, B oznacuyi smér pohledu na objekt.

Pidorys objekiu je pravoihly priom#@t objekon do roviny (zg), 1) ve smém Sipky P
Niérys objektu je pravoihly primeét ebjektu do rovimy (i, 2), t3. ve smeéra sipky N
Bokorvs -h‘""k'll je pravonihly primeét ..".Jnknz do roviny (y.2) tj. ve smém ﬂ}rnl:‘\' B

Ve tiech ndsledujicich dlahidch zakrouzkujie plsmeno odpovedi, ke

Ol povaZujete za spriaviou
(3% 1 bhed)

z 1.1 Uréete pudorys objektu.
I 2

P
\\ / -
\, . -~
\ >
N\ / -
\
.\\ /’ e Y reerd 1 zadnen ivedenyoh
\ \ o /,/ a) o na zZadiein Z uveaenyon
\\ ’ = % 1 :
\ N4 /A/ (8] HJ‘/". I
\\. L
A /
“A‘ 7
A
a4
/,/' ) -~
= \ i &
U | ~~
- \ - B
-~ \ oo ~—
Yy~ - \ ey
- P & —
” —
\ = )
\ ~
\ ~
\ ~
Y
A\ %

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



L ]
*
** ** ﬁ..
y * * L] ;
evropsky Y o ﬁ i /,_..—\

socialni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP VzaSlavani - % 2
[ fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro knnkummeaol'i‘opnost PLZENSKY KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

2. Jo ddn padorys P, nirys N a bokorys B prostorového objektu, ktor? je nmisten v kryechli. (Viditelnd
2 neviditelné hrany jsou rozliseny plnou a edrkovanou carou.) Zobrazte dany objekt v ndzorném
promftani, které jo urceno obrazom zminené kryehle. Dodrzie rozmeory objektu i rozliste viditolné
2 noviditelnd hrany. Pokud pouzijete hramn pomoené kryehle nebo jejf edst. pak o zdaraznew
obtdhinutim
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Krychlke je pouze pomocnd,
pri zobrazeni objoktu
ji poklddejte za prahlednou
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2. Zivot a dilo vvznamného ¢eského architekta, stavitele a mecenase Josefa Hlavky

Luzany - navitéva Hlavkova sidla. zakladni informace o zivoté. technické praci a
nejvyznamnéjsich stavbach.

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



* Kk
* *
. * *
evropsky ™

socialni MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP VzaBlavani

3

r—-_‘

= fondvCR EVROPSKA UNIE =~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENS K\? KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3. Zajimave slovni ulohy

1.

| ]

5.

Studenti fesili v ramei pohybovych her nasledujiei tlohy:

Na zelezniéni trati z A do B je tunel dlouhy 192 m a ve vzdéalenosti 933 m od tunelu je
most délky 350 m . Osobni vlak jede z A do B a od okamziku, kdy jeho lokomotiva
vjede do tunelu. az do okamziku. kdy jeho posledni vagén opusti tunel. uplyne 15
sekund. ZB do A jede po druhé koleji nakladni vlak a pfitom od okamziku. kdy
lokomotiva nakladniho vlaku vjede na most, az do okamziku. kdy jeho posledni vagén
opusti most, uplyne 34 sekund, Posledni vagény obou vlakn opouété)i most nebo tunel
ve stemny okamzik a od tohoto okamziku uplyne prave 19 sekund. kdy se lokomotivy
setkaji. Misto setkani je vzdaleno 488m od tunelu. Uréete délky 1 rychlosti obou vlaku.
[os v1. 108 m. rychlost 72 km/h. nakl. vl. 160 m. rychlost 54 km/h ]

Vlak projizdi tunelem dlouhym 220 m. Od okamziku, kdy vjede do tunelu lokomotiva.
az do okamziku. kdy posledni vagdén opusti tunel. uplyne 19 sekund. Od tohoto
okamziku uplyne dalgich 42 sekund. nez lokomotiva pitjede k navésti, kterd je 1 km
od tunelu. Vlak jede stalou rychlosti. Uréete tuto rychlost a délku vlaku. [ 72 km/h .
160 m |

Z mista A do mista B. vzdaleného 9 km. vyiel chodec. Po étvrt hodiné byl za nim
z mista A vyslan posel se vzkazem. Posel dohonil chodee a vratil se zpét do mista A
v okamziku, kdy chodec piisel do mista B. Uréete rychlost pohybu chodee a dobu. za
kterou posel dohoni chodee. vite-li, ze se oba pohybuji stalou rychlosti a rychlost

pohybu posla je 5 kmv'h . Piitom dobu potiebnou k piedani vzkazu zanedbavame.
[4km/h . dohoni hoza 1 h]

Ti1 vojact - porucik Zamiiil, major Vystielil a general Strefil - stiileli do ter¢e. Kdyz
skonéili. spoéitali své zasahy. Kazdy z nich rekl ti1 véty:

Poruéik Zamiiil: "Nastilel jsem 180." a "Nastiilel jsem o 40 méné nez major." a
"Nastiilel jsem o 20 vic nez general.”

Major Vystielil: "Nenastiilel jsem neyméné." a "Rozdil mezi mnou a generalem je 60."
a "General nastfilel 240."

General Strefil: "Nastiilel jsem méné nez poruéik.” a "Poruéik nastiilel 200." a "Major
nastiilel o 60 vic nez poruéik.”

Kazdy z mich jedenkrat nemluvil pravdu. Kolik kazdy z nich nastiilel bodi?

Naleznéte 10.mistné ¢islo. kde prvni éislice vyjadiuje kolik nul je v éisliei, druha
¢islice uréuje, kolik je zde jedmiéek atd. az do desaté éislice, ktera uréuje kolik je zde
devitek.
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4. Ptolemaiova véta, jeji dukaz a jednoduché uziti

3

Ptolemaiova véta: V tétivovém étyimihelniku. jehoz strany maji délky &0, 6 d a
uhlopiicky maji délky & plati:
gf = ac+ bd

Priklad 1. Na kratsim oblouku BC kruznice opsané ostrothlému rovnoramennému (|AB|
= |AC|) trojihelniku ABC lezi bod X. Dokazte, ze plati

| 44] _ 144
IEXT+ ICAT — 15C]
Priklad 2. Na kratéim oblouku BC kruznice opsané ¢tvercit ABCD lezi bod X. Ukazte. ze
podil

|EX] + |CX]

|£X] + | DX]

nezévisi na volbé bodu X.

Priklad 3. Na kratéim oblouku BC kruznice opsané ¢tverc1 ABCD lezi bod X. Ukazte. ze
plati

|4%] + €2l _ | D]

B+ 105 |27
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5. Uloha. tentokrat z teorie ¢isel

Uréete viechna piirozena éisla n, pro ktera je ¥71— 20124+ vn + 2012 g&jslo celé.
Reseni:

Vyraz se ma rovnat celému ¢éislu
v —2012 4 ¥n+ 2012 =k e Z podm.n—201220 ;tedvih = 2012,

také

| —TY f ENE 3_'-2 1.2 ’ rowr
{sn 2012 +vn+2012) =&* 43 je také celé ¢islo

Upravou najdeme viechny mozné souéiny levé strany:

Rovnici umocnime (bude nutna zkouska) THRI* — 2012%) = k* - 4kin + 4nd
4n% -4 2012% = k¥ - 4k%n + 4nt
—{2.2012)% = &% - (k3 - 4n)
€2:4-50308 =k3-(dn—k%)
Podminky : k*=2n 20  k*z2n k%2 22012 ..k 2.¥1006
Mame étyii moznosti, jak zvolit & .
a. k=503
DULICUISKU S1UZCL dSKUIldALLL, I'1£C1L, LddLKkuvad /0
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3

n neni pirozend

b, k=2-503
41— (2. 503)% = 44
n =4 4 303°

. k=2.503

2 =4&n—i4.]S031"

m=14+4-303°
d k=2-4-503
1l =4n—2% 44 .5034

n neni piirozené
Na zavér je nutné provést zkougky, které pro obé ¢éisla vychaze;ji

6. Zavér
Den straveny prohlidkou zamku a v lesnim prostiedi byl pro uéastniky piijemnym
zpestienim kempu. Aktivné se zapojovali nejen pii hrach, ale také v prednaskach.
Vyklad byl stiidan s pohybovymi aktivitami

7. Pouzita literatura

SVRCEK I. CALABEK P. Sbhirka netradiénich matematickych tuloh 1. wvyd.
Prometheus, 2007.. ISBN 978-80-7196-341-7.

POLAK J., Stiedoskolské matematika v tlohach

HERMAN J.CHRAPAVA V.. JANCOVICOVA E.. SIMSA 1. MATEMATIKA
Rovnice a jejich soustavy, ISBN 978-80-247-1821-7

Casopis ROZHLEDY - matematicko-fyzikalni roénik 87 (2012) &.1.
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8. Kontakt na autora
RNDry. Jana Soukupova

Gymnazium Mikulasské nameésti 23 Plzen
E-mail jana.soukupova@mikulasske.cz
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ROVNICE A NEROVNICE V PRjKLADECH MEZINARODNiCH
MATEMATICKYCH OLYMPIAD

Petr TOMICZEK

Uvod

Jednim z nejvétsich pokroku v mysleni hdi bylo zavedeni proménnych (pismen) pi1 popisu
reahty. Takovy popis skutecnosti pak vede k algebraickym vyrazum, rovnicim a nerovnicim.
Umeét vyresit algebraické rovnice a nerovnice je jednim ze zakladnich predpokladu poro-
zumeni soucasnych technickych problému. Obsahem tohoto prispévku jsou proto priklady s
touto tématikou, které se resily v uplynulych roénicich matematickych olympiad po celém
svete,

Prvni kapitola je vénovana rovnicim fesenym v oboru celyeh a racionalnich ¢isel. Ve druhé
kapitole je diskutovan vztah mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem a jeho aplika-
cemi pi1 feseni nerovnic. Pro pochopeni nékterych dukazu je vhodné se nejdiive seznamit s
principem matematické mdukee.

1. Rovnice

Priklad 1.1: (NDR 1974)
Pro x,y € Z teste rovnici (x + 2)* — z* = 3%

Reseni: Vypoétem dostaneme 8(x? +2(x+1)?+2?) = y*, tudiz y je sudé y = 2k, k €
4+ 2(x+1)?+2? = k% Odtud vyplyvd, ze k > x+1. Prok = +1 plati 2* +2(z+1)* +x
 + 32 +3x+ 1, tedy z = —1,y = 0. Pro k > = + 2 musi platit z° + 2(z + 1)> + =
> 2% + 622 + 12z + 8, neboli 0 > 3z? + 8z + 6, coz nikdy nenastane.

Za
a

b
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Priklad 1.2: (Bulharsko 1981)
Dokazte nasledujici tvrzeni. Jestlize n € N je liché, pak rovnice % + % =
feseni prave tehdy, kdyz n = m(4k — 1), kde m, k € N.

4 P e
o ma v Innozine N

Reseni: Diitkaz ekvivalence rozdélime do dvou kroku.

Nejdrive " = 7: Z rovnice % +1- % dostaneme n(r + y) = 4dzy a pouzijeme, ze n je liché.
Tedy a) x,y jsou obé suda nebo b) obé licha éisla. V piipadé a) plati = = 22,y = 2y, kde
r1,y € M. Odtud n(x1 +y1) = 8z1y1 = 2|(z1 + 1) a opét obé éisla x1, 11 jsou sudd nebo
licha. Proto existuje p € N U {0} takové, ze 1 = 2P,y = 2Pyp, kde zp,yp € N jsou licha
¢isla (pokud p = 0, tak dostavame piipad b)). Po dosazeni do puvodni rovnice dostaneme
n2P(zp +yp) = 4 - XPxpy,. Odtud 4|(zp +yp) a 2p = 4k — 1,yp = 41 — 3, kde k,l € N. Po
dosazeni n(dk — 1+ 41 —3) =4 - 27(4k — 1)(4] — 3), tudiz n(k +1 — 1) = 27(4k — 1)(4] — 3).
Jesthze (k+1—1)-a=4k -1, kde o € N, pahE_M h+1a43—3_(4k—1)(——1)
Tedy n(k+1—-1)=2°(k+1—-1)-a- (4k — 1}(— —1)=n =24k — 1)(a — 4), cbd.

Obracené " < ": nyni n = m(4k — 1) a hledame éisla =,y € N tak, aby fesila rovnici

% —l—% = El = m(T'_“ Reseni zkusime najit vetvaruxr =a-m, y =b-(4k — 1), kde a,b € M.
1 1 z+y _ am+b{dk-1) i . -
Potom 3 +, = IIyy = bl — m(”t 5y, odtud 4ab = am + b(4k — 1), tedy a = k.

b=am = km. Neboli x = km.y = km(4k — 1), cbd.

Pidklad 1.3: (NDR 1973)
Pro = € Z feste rovnici z(x + 1)(z + 7)(z + 8) = y°.

Regeni: Substituci z = x + 4 prejdeme k (22 — 16)(z* —9) = y?. Pro z =0 je y = +12,

= :I:l? Pro z = =1, £2 feseni v LC]}(‘h
sle K15 ) — 252 +1=14—y = (22 —12)% — 22 Tedy
(2 —122 >y ay’ > (2 —13)% = 2" + 144 — (2* — 25), nebot (2% — 25) = 0 pro

151 feseni tudiz nccxistu_]l.

proz::tS._r::j:4jey:D,p1‘02—j:5j ey

Priklad 1.4 : (Rumunsko 1981)
Pro x,y € Z feste rovnici 2% + 3% + 1 = 4.

Reseni: Substituci z = x° pfejdeme ke kvadratické rovnici z2 +3z+1 —y* = 0, pro jejiz
diskriminant musi platit D =5 + 4y* = n®, n € N, abychom dostali feseni v celych éislech.
Polozime m = 2y%, pak "> = m* + 5an>m+ 1, tedy m> + 5 > (m + 1) = m® + 2m + 1.
Odtud plyne 2 > m = 2y, tudiz 1 > |y|. Pro y = 0 fedeni neexistuje, pro y = =1 je = = 0.
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Priklad 1.5: (New York 1977)
Pro z,y € Z feste rovnici 2° 4+ 1 = 3>,

Regeni: Z nerovnosti 0 < 2* =y*> — 1 vyplyvaproz,y € Z, e 2 =y* —1 >3 az > 1.
Tedy 2% + 1 je liché &islo i y je liché. Pak y = 2k + 1,k € Z a 2* + 1 = (2k + 1)%, odtud
972 _ = (k + 1)k. Tato rovnost nastane pouze pro k = 1, neboli =z =3,y =3.

Priklad 1.6 : (Jugoslavie 1974)
Pro z,y € Z feste rovnici z° + zy + y° = o2y°.

Reseni: Diky symetrii piikladu muzeme bez ujmy na obecnosti predpokladat, ze y =
ar, la| > 1. Potom 2%(1 + a + a®) = a®z* a 2% = lﬂ;'i < 3, tedy pro r = —1, je y = 1, pro
r=0,jey=0,prox=1,jey=—1.

Priklad 1.7: (NDR 1970)

- - . ) _ . o P -
Dokazte, ze pro licha éisla a, b, ¢ € Z rovnice az” + br + ¢ = 0 nema feseni v (.

Reseni: Aby kofeny kw.dra,tir_ké rovnice byly racionélni éisla, tak pro jeji diskriminant
musi platit D = b — dac = n®, n € NU {0}. Z lichosti &isel a, b, ¢ a rovnosti > — dac = n’
plyne, ze 1 n je hché éislo. PD]D/H‘HL a=2a;+1,b=2b+1,c =21+ 1,n = 2n; + 1, potom
4b3+4by+1—4(4aye1+2a1+201+1) = Anf+4ny+1 a bi+b;—(dajc;+2a1+2e+1) = ni+ny.
Jelikoz b} + by i n? + ny jsou sud4 éisla, tak ¢islo na levé strané posledni rovnosti je liché a
vpravo sudé, coz je spor s predpokladem, ze kofeny rovnice jsou racionalni ¢isla.

Priklad 1.8 : (Bulharsko 1983)

Dokazte, Ze rovnice x° + 3y® + 92° — Oryz = 0 ma v Q pouze trividlni Fedeni.

Regeni: Nejdiive budeme piedpokladat, ze ¢isla x,y, z jsou celd, nenulovi a nemaji
spoleéného délitele d (jinak timto éislem muzeme rm nici vydelit). Dokazeme, ze viechna éisla
x, 1, z jsou délitelna tiemi, coz bude spor. Plati x* = —3(y* +32° — 3ayz) = o = 3z, 1, €
Z =3 -92% =30921yz —32° —¢*) = y = 3y, y1 € Z = 92} = 2Tz — 32° — 2Ty} =
z = 3z, 21 € L, coz e spor N» ni budeme pfodpokladat .fo x,y,z lze zapsat ve tvaru

zlomku = = ﬁ—f Yy = %E._ z = q . Potom plati (‘;‘) +3( ) + Q(E_:)ﬂ B Q—quiﬁyg: =0=

(o) + 3+ (et — pty Pttt )? = 0 = 34 337+ 95 0 =
kde r = prgyq: atd. a .y, z Jsou cela ¢isla, coz opét povede ke sporu, stejné jako v prvni
casti dukazu.

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



L ]
*
** ** ﬁ..
y * * L] ;
evropsky Y o ﬁ i /,_..—\

socialni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP VzaSlavani

™ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE =~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENSK\? KRA]
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Priklad 1.9: (Anglie 1970)

Pro z,y € Q) feste rovnici V23 -3 =113 — V3.

Reseni: Po umocnéni dostaneme 24/3 — 3 = 2/3 — 2/Ty3 + yv’g , vydélenime V3. pak
2—V3=1x— 2/ty+y a 2—r—y= V3 — 2,/Ty. Opét umocnime, potom (2 —z —y)? =
3—4y/zy3+4ry. Odtud plyne, ze /Ty3 € Q. V prvni rovnosti 2¢/3—3 = 2v/3-2/2y3+ 33
vytkneme v/3, pak V3(2—z—y) =3- 2@6 Q. Nutné tedy 2—x—y = 0a 3—2/xy3 = 0.

Odtud jiz dostaneme fefeni r = 5,y = 5

Priklad 1.10:

Reste rovnici 2*¥ = (x + y)¥ v kladnych raciondlnich éislech.

z = 2. Potom z = (1 + %]: v,z EQazxz=2z

S # v - . k-3 -
Reseni: Rovnici 2*Y = (z + y) upravime z* = (1 4+ 2)Y = 2" = (1 + 2)= a polozime
_p
! - g

kde m,n a p,q jsou nesoudélna
w o - B

piirozena ¢isla. Po dosazeni dostaneme & = (14 p] 1 am?-¢” = n?-(g+p)*. Z nesoudélnosti

m,n a p,q+ p plyne ¢g°|n? a n|¢, tudl.f qp =n? = qq = n. Rozlozime g na sou¢in prvoéisel

q=qi' - qa*---q~,m € N. Potom qp qp T .- p_ = n. Z nesoudélnosti p, g plyne, ze q|r;,
tedy i, > qaqg=qi' g - qF = ¢* :>q—1:>-n.:1.Tudi:7{ .'::p.:c:{l-i—%]pa
y = p(l+ %}p, kde p € N.

V dalsich prikladech pouzijeme nasledujici jednoduché tvrzeni.

Vétal.l: (modulo 4)

Necht x € Z, pak pii déleni 22 éislem 4 jsou zbytky pouze 0, kdyz z je sudé, a 1, kdyz x
je liché. Piseme 12| poq4 = 0 (z sudé), 72| mogs = 1 (x liché). Podobné 22| p0q16 = 0 (x
sudé), 2| mod 16 = 1 (x liché).

Priklad 1.11: (CSSR 19"6]
Pro x,y. z € 7 feste rovnici ° + y° = 322

Reseni: Trivialni feseni z = 0,y = 0, z = 0 je ziejmé. Bez 1ijmy na obecnosti muzeme
tedy predpokladat, ze z, y, z jsou nesoudélna ¢isla a alespon jedno je nenulové. Podle predcho-
ztho trzeni 1.1 plati (z® + 4°)| mea4 = 0 nebo 1 nebo 2 a  32°| poas = 0 nebo 3. Tudiz
[;1‘.9 +y2)| mod 4 = 0 a 3.’:‘3| mod 4 = 0, coz nastane pouze v pripadé, ze viechna ¢isla z, y, z jsou
suda. Dostali jsme spor s predpokladem nesoudélnosti. Uloha tedy nema netrivialni reseni.
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Priklad 1.12: (USA 1976)
2,2

. ] 9
Pro z,y. z € Z feste rovnici z° + y* + 2% = 2%”.

3

Reseni: Opét 1iloha mé trividlni feseni # = 0,y = 0,z = 0. Podle tvrzeni 1.1 bud a)
2% mod4 =1 nebo b) 2%y?| mea s = 0.

ad a) Tedy z,y jsou liché, pak i z je liché a 2® + 3 + 2| moa 14 = 3 # %% mod s = 1.
Tedy moznost a) nenastane.

ad b) Necht x je sudé, y je liché, pak z je téz liché a I2+?j2+,12| mod 4 = 2 # :rgyg| mod 4 = 0.
(Analogicky y je sudé, x je liché.) Zbyva moznost r je sudé, y je sudé, pak i z je sudé. Potom
r=2r,y=2y,z=22 a4 :r?+,i,:';"+ .’;f = 4;11?3,:'?. Odtud J?%+yf+z$| mod 4 = -—'L:r?yﬂ mod 4 = 0.
coz nastane pouze v piipadeé, ze xy, yy, 7y jsou sudd éisla atd. Cisla x,y, z jsou tedy délitelnd
libovolnou mocninou éisla 2, tato situace nastane pouze pro z =0,y =0, z = 0.

Priklad 1.13: (USA 1979)

V celych ¢islech reste rovnici of + 28 + ... + 2}, = 1599.

Reseni: Plati 2| 00 16 = 0 nebo 24| pog 16 = 1. Tedy (2] + 23 + ... + 2],) moa 16 < 14
a 1599 .44 = 15. Proto 1iloha nema feeni.

2. Nerovnice

T - - - - - 7 P - " . &
Vzdalenost dvou éisel a, b na realné ose se rovna |a — b| = +/(a — b)?. Ziejmé (a — b)* > 0,
coz Je ekvivalentni se zakladni nerovnosti

a? + b? a-+b

nebo  Vab < 5

2ab < a® + b, popifpadée ab <

proa,b >0, (N1)

kterou lze zobecmt do nasledujici podoby.

Véta2.2: (o primérech)
Necht a; >0,i=1,2,...n, pak plati
1+etan aj + -+ a2

a
< gapc...ap <

(N2)
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Definice2.1: Necht ay,as,...,a, € R, aritmeticky prameér se nazyva éislo
] +as+---+ay
- .

Necht a; > 0,i=1.2,...n, geometricky priumeér se nazyva éislo

vy -ag - ... Qp.

Necht a; = 0,i=1,2,...n, harmonicky priumér se nazjvi éislo

n
TR
Necht ay,as,....a, € R, kvadraticky pramér se nazyva &islo
\/a?—l—a%—l—---—l—aﬂ
- :

Dukaz vety 2.1: Nejdrive dokazeme vztah mez geometrickym a aritmetickym prumérem

ap + -+ +ap
Yayp- ... < ————— (GA)
n

i o cay e+ ay » a; .

Upravime (GA) do tvarn n < ————, a polozime 1, = —,i=1,...,n.
) v S ™ S SRR/ Y
Potom @y -x9-... -z, = 1 a pomocl matematické indukce budeme dokazovat, ze n <
Ty + T+ ...+ x,. Pro n = 1 tvrzeni ziejmé plati. Z vyuzitim indukéniho predpokladu
n < xy+x9 + ... + 7, checeme dokazat, ze n+ 1 < 1+ x99 + ... + T, + 541, pokud
Ty Tg*... Ty Tpy1 = 1. Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, 7e 2y > 1 a xy < 1,
potom (z; — 1)(xs — 1) <0, tedy 1 + z179 < 71 + 79 a také

l+mme+xg+ ... 4Ty +Tpey S T1+To+Ta+ ... +Tp+ Tnat.

Pro n ¢isel xyxa, x3,. .., 241 plati z1x2 - 23 - ... - 201 = 1 a podle indukéntho predpokladu

n<riras+ T3 +...+ Tn + Tper . Odtud jiz dostaneme
l4n<l4+romtay+... +r, 4+ <31 +20+ . 70+ Thq,

coz jsme meéeli dokazat.

Pokud polozime a; = bl ,i=1,...,n v nerovnosti (GA), pak dostaneme {‘}f b]_1 e hl <
i ’ n

1 1

ittt [l . . -y . . . s L

———= . Odtud jiz snadno plyne nerovnost mez harmonickym a geometrickym prumérem

n N e

- ] E{fbl""'bﬂ' (HG}
—_— + - + —_ .
bl b.":

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



3

* Kk
* *
. * *
evropsky ™

" S ———
socialni & i .
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkur:nceacl'i‘npnost PLZENS KY KRA]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym prumérem dokazeme také pomoci mate-
matické indukce. Cheeme tedy dokazat

at-tan ai+---+al

mn Ll

(AK)

coz pro n = 1 ziejmé plati.

Za indukéniho piedpokladu (a; + --- + a,)? < n(af + --- + a2), dokézeme platnost
(a1 +-+an+an)’ < (n+1)(af+---+a2 +a2,,).
Plati (N1)
(a1 + -+ an+an1) = (a1 + -+ an)? + 2(a1 + -+ + an)anst + (ans1)? < nfad +--- +
al)+aitaz, +---+arital  +ai,y = (n+1)(aid---+ai +a,,), coz jsme méli dokazat.

Poznamenejme, ze rovnost v (N2) nastane pouze pro a; —as = ... = a,.

S nerovnostmi z predchozi véty se ¢asto setkame v ulohach z matematickych olympiad.

Priklad 2.1: (2roénik MO kat. A)
Dokazte, ze pro a; > 0, ¢=1,2,...n, plati nerovnost

. 1 1 1 5
{a]+ag+...+a-n)(—+—+---+—) Zn .
i L15)] [

Reseni: Jednoduchou npravou dostaneme
a] +as + ...+ dn Tl

= 1 1 1
Lo . " . - 21 +- 2 +- ,+ On o ; -
coz Je nerovnost mezi harmonickym a aritmetickym prumérem, viz (N2).

Reseni véak muzeme dostat i jinym postupem s vyuzitim zakladni nerovnosti (N1).

{al+a.3+...+au](a—ll+i+---+i) =iu;-$+ia;-$:
. : . ;

(HA)

s ap

i= i#j
i.g=1
mn
i L T
n+ E —+—T_3’n—|—(2)-2:n2.
ai
1<i<j<n.J ¢
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Priklad 2.2 :

Dokazte, ze pro trojici kladnych éisel a, b, ¢, plati nerovnost
(a+b)(a+e)(b+c) = Babe.
Kdy nastane rovnost?

Reseni: Podle (GA) nerovnosti je a + b > 2v/ab, odtud plyne (a + b)(a + ¢)(b +¢) >
2v/ab2\/ac2vbe = Sabc, coz jsem meli dokézat. Rovnost nastane pouze v pripadé, kdy

a=b=rc.

Priklad 2.3 : (17.roénik MO kat. A)

Dokazte, ze pro trojici nezapornych ¢isel a, b, ¢, plati nerovnost

ala — Vbe) + b(b — ac) + c(c — Vab) > 0.

Reseni: Podle (GA) nerovnosti je vab < 22 tudiz

2
ala — m]+bﬂb—ﬁ}+c.(c—f) > a{fi—b—]+b{z‘)——]+r{ a—;rb) :%((a—b)g-i—
(b—c)?+(a—c)?) =0.

Priklad 2.4 :

Dokazte, ze pro hibovolné prirozené ¢islo n, plati nerovnost n! < (

n+ l)“
2
(GA)

s * { 1) ) I n o
Resenf: Plati 1+2+ ... +n =282 pak (ZH)" = (L2Letm)™ > g,
Poznamka: Lze to doka./at 1 111&t(*rrlat1ckou 1r1duhc1 a binomickou vetou.

Priklad 2.5: (NewYork 75)

Dokazte, ze pro dvé libovolna rizna kladna ¢isla a,b plati nerovnosti

(a —b)? a+b
Vab < — .' .
! 8(Z2 — \/ab) =72

et (Vs A _ a+bh _ ) {a—b)? _ (a—b?* _ (atb)P-dab _
Reseni: Oznacime A = 4 a G = vab, pak REE Vah  BA-C) — 8@A0) =

442462 A+G et - . A+G _ )

SAsG) — 9 adejme G5~ <Al
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Priklad 2.6 :  (Jugoslavie 75)
Dokazte, ze pro ti1 libovolna éisla a,b, ¢ vétsi nez 1 plati nerovnost

Q(I(ng a log.b log, t’.‘) - 9

a+b b+c c+a/ " a+b+c’
Regeni: Plati odhady 2("’“““1 4 loe, E'—l—]of‘r"c) (;‘-, 62/ logsalog, blog,c 6 @
o bt+e c+a 1\/ l:d+b:lfﬁ+c"]{(‘+ﬂj {"{a+b){b+c]{c+&}
18
(a+b)+(b+c)+cta) *

Priklad 2.7: (Jugoslavie 1976)
Necht souéin trech c¢isel se rovna jedné a jejich soucet je vetsi nez soucet jejich prevracenych
hodnot. Dokazte, ze pak pravée jedno z téchto éisel je vétsi nez jedna.

Reseni: Plati abe=1 a a+b+ec>21+1+1. Potom a+b+ > betgcted R
a+b+c—(bet+ac+ab)+abc—1>0=a—-1+b1l—-a)+bcla—1)+¢c(l—a)>0=
(a—1)1—-b+bc—c)= (a—1)(b—1){c—1) = 0. Odtud jiz plyne pozadované tvrzeni.
Priklad 2.8 : (Bulharsko 1984)

Dokazte, ze pro vsechna m,n € N a viechna z;,y; € [0,1], splnjici z; +y; = 1,i =1,....n
plati:

(L= vmn)™ + (L —yf") o - (L—gp) > 1.

Resgeni: Ditkaz povedeme pomoci Matematické indukee ve dvou krocich. Nejdiive pro n
(s pevnym m) a pak pro m.

1. Prvni krok, pro n = 1, m € N nerovnost
(I—z)"+(1—y") =y + (1 —y") = 1

plati.

V druhém kroce Matematické indukee predpokladame, ze plati
(I—zi- e rznt)" + (L =g") - oo - (L —ypty) 2 1
a pro levou stranu dokazované nerovnosti dostaneme odhad
(I=zy-zn)™ + (=) - (L—yp) 2

“ — I "'-]Tﬂ—l{,]- - yﬂ]]m + “ - {1 — I In-1 ] ][1 _Jn]
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Pro jednoduchost oznacime a = 1 — x; --- x, | a b = y,, pak cheeme dokazat pro
kazdé m € N platnost nerovnosti

fa+(1—a)p)™+({1—a™)(1-0b")>1.
2. Opét v proim kroce MI pro m = 1 nerovnost
(a+(1—a))+(1—a)(l1—-5b) =1
ziejmé plati.
V druhém kroce predpokliaddme platnost nerovnosti pro m — 1
(a+(1—a)p)™ ' —a™ ' =" a2 0
a muzeme odhadnout
(a+(1—a)b)™+(1—a™)(1—b") = (a+b—ab)™ Ya+b—ab) —a™ —b™ + a™b™ ‘g
(@™ '™ —a™ B Y a+ b —ab) —a™ — V" + ™" =
a™4+ab™ ! —a™b™ 4 ba™ 4 B — @™ ™ — a™h — ab™ 4 a™h™ — a™ — b 4+ a™h" =
a(b™ " — B — @™ (B — B 4 b(a™ ! — a™) — b (@™ — a™) =
(a—a™)(E™ "t —B") + (b~ B")(@™ ! — a™),

coz jsme méli dokazat.

2.1 Bernoulliova nerovnost
Mame dokazat, ze ¥Yn e MNvr e R, > —2 plat:
(1+z)">1+n=z.
1. Pro n =1 nastane rovnost 1 +z =1+ .
2. Ukazeme, ze plati: (1+x)"*! > 1+(n+1)z . Upravime uvedenou nerovnost a dostaneme
(I1+z)"(1+z) > 1+nr+z,
I+z)"+(1+z)"z > l4+nzr+zx.
Podle indukéniho predpokladu je (14 z)" > 1+ nz a staci tedy dokézat, ze
(1+x)"z>x.

Pro = = 0 nerovnost zfeymé plati. Pokud = < 0 danou nerovnost vydélime z a dosta-
neme (1 + x)" < 1. Tato nerovnost plati pro —2 < z < 0. Coz jsme méli dokazat.
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Poznamka: Dukaz nerovnosti (1+ z)® > 1+ nz pro z > —1 podal dvycarsky matematik
Jacob 1. Bernoulli (1654-1705). Jeji dalsi zobecnéni nasleduje.

Véta2.3: (Bernoulliova nerovnost)

Necht = > —1,x #0, pak

(l+z)*<l+ar, pro D<a<l (BN)
(l1+z)*>1+az, pro a¢[0,1] '

Priklad 2.9: (Kanada 1982)
Dokazte, ze pro x >0,z # 1, a < 1 plati

i1

T < (1+z)*t,
T

1 —
Reseni: Nejdiive budeme predpokladat, ze = € (0, 1), potom
(14 )1 — % >0 (1-a)(1+z) ! —(1—2% >0.

BN)

Nyni vyuzijeme Bernoulliovu nerovnost: (1 —z)(1+z)* 1 — (1 —z9) E 5! (1—z)(1+(a—

D) -1+ =1+(a—Dr—z—(a—1z?-1+z2*=(a—1)(z—2*) +z(z*1 - 1) =
(BN

(a—1)(z—z)+z((1 - (xz—1))*1—1) ':>)(a—l][aﬁ—xz]+r(1+{a-—1)(_3:—1]—1} =0.

Pro =z > 1 polozime t = % pak t € (0,1) a vyuzijeme dokdzanou nerovnost:

-z 1—(H" -1 1,01
= =t ) = (14 2) =11 a b
T~z 11 -1 L+ = (1+3)" =(+2)

Priklad 2.10: (SSSR 1982)
Dokazte, Zepro 1 2 x> 29> ... Zx, > ... >0, a <1 plati

(l+xp ot +x)? <1419 108 207108 4 po1g2

Reseni: K dikazu pouzijeme matematickou indukei.
Proa < 0 ziegmeé (1 + 11 + 72 + ... +1,)% < 1, tedy plati 1 nade tvrzeni.
Pron=1 (z; € (0,1]), pak proa € [0, 1] plati (1 +z)* <1+ x < 1+ 2.
V druhém kroku chceme dokazat, ze (1 + 1 + Ta 4+ ... + Tp + Tpag)® < 14+ 197128 +
20718 4 n% x4 (n 1) 18,
Odhadneme (14 zy4 ...+ Zp+Tnp1)* — (Lt o+ .4 3)" = (L4 2 +. .+ 3,)* (1L +

+ i _ —
Tt ) 1) S (b e b m) " gy < (k1)

Diky indukénimu predpokladu dostaneme
A+z+Ta+.. .+ T+ Tn1)* S (L+z 4. +2) +(n+ 1) 122 <1+ 197 127 +
227 lx8 4+ n 2t (n 1) e
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Zaver

Piiklady pouzité v tomto textu se jiz vyskytly v nékteré narodni ¢ mezinarodni matematické
olympiadé. Veéfim, ze budou dobrou pripravou nasim talentovanym matematikum. Néktera
feseni jsou originalni a nejsou prejata z dostupné hiteratury. Preji étenafum, aby se jim dafilo
nachazet jesté jednodussi a elegantné)si reseni.
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POKUSY S ASTRONOMICKOU TEMATIKOU

Marek CESAL

1 Uvod

Astronomické pokusy slouzi k jednoduché demonstraci né¢eho tak nekonecného jako je
vesmir. Pomoci jednoduchych a nenaro¢nych experimentl, lze nasimulovat spoustu ukazi
probihajicich ve vesmiru.

2 Popisy pokust

Jednotlivé pokusy maji jasny chemikalni nebo fyzikalni zaklad, ale astronomickymi je
¢ini pak spojeni se stejnymi jevy ve vesmiru. Proto je zdkladem vSech téchto pokust i
astronomické porovnani se skutecnosti. Doplnénim pokusii o ukazky prace s tekutym dusikem
pak jen zvysuje efektivitu ukazek.

2.1 Simulace sopky

Nejenom na Zemi, ale i na jinych télesech slune¢ni soustavy nalezneme sopecnou
¢innost, napf. na Jupiterovo mésici IO. Simulace lavy vytékajici z jicnu se da vytvofit pomoci
malé lahvicky a modelu sopky z plasteliny (mize se pouzit i sidra nebo dokonce obycejna
zem). Do lahvicky se nasype jedla soda. Pak se ve vicku od PET lahve rozmicha ocet
s Cervenym potravinarskym barvivem a nalije se do lahvicky. Pfi reakci smési s jedlou sodou
se vytvoii ¢ervend péna, ktera zacne vytékat a ptipomina tekouci lavu z jicnu sopky.

2.2 Tornado

Dalsi z dynamickych jevii pozorovatelny nejen na Zemi, ale i na jinych télesech
Slune¢ni soustavy je vétrny vir — tornado. Ve Skolnich podminkach se jeho tvar da
nasimulovat pomoci vodniho viru v PET lahvi. K tomuto pokusu sta¢i 2 PET lahve spojené
vicky, ve kterych je 0,5 cm otvor. Do jedné PET lahve se nalije voda a pfi otoceni PET lahve
zacne voda proudit dolt a vzduch nahoru. Vznikly vodni vir pfipomina tornado.

3 Zavér

Pokusy se daji pouzit ve Skolach pfi vyuce astronomie, ale i v astronomickych
krouZcich pro pfiblizeni jednotlivych tkazu. Jejich pouziti pfi pfednasce muze dany problém
vice pfiblizit. V dneSni moderni dobé neni problém nalézt na internetu dal$i navody na
zajimavé pokusy a sta¢i pak je jen pfevést do astronomie sparovanim s vhodnym
astronomickym ukazem.
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VZNIK FYZIKY, CHEMIE A BIOLOGIE ANEB VELKY TRESK ZA
VSECHNO MUZE

Jiti GRYGAR

1 Uvod

Termin ,,Velky ttesk™ je obrazny, protoZze ho neumime védecky popsat. Fyzika
fakticky za¢ina az v tzv. Planckové ¢ase, tj.+10™ spo Velkém tiesku. Vesmir se poéina
vyvijet z velmi horkého a hustého stavu, v némz panuje nejvyssi matematickd soumérnost —
supersymetrie. Ta se vSak rychle narusuje vinou rozpinani vesmiru a vzniku nestejné¢ho
mnozstvi hmoty a antihmoty. V prvnim zlomcich prvni sekundy po velkém tfesku dochéazi
k narusovani soumérnosti, jeZz vede k odStépeni gravitace jako prvni samostatné sily,
nasleduje odstépeni silné jaderné a posléze slabé jaderné interakce, takze naposledy se
osamostatni elektromagneticka interakce. Soubézn se piivodni supercastice rozpadaji na
kvarky a leptony a posléze téz na hadrony a mezony. Jednotlivé interakce se uskuteciiuji
pomoci vyménnych ¢astic, pro gravitaci jsou to gravitony, pro silnou jadernou interakci
gluony, pro slabou jadernou interakci bosony a pro elektromagnetickou interakci fotony.

2 Prvni tFi minuty aZ prvni milion let po Velkém tresku

Veétsina zasadnich fyzikalnich udalosti ve vesmiru se odehrala béhem prvnich tii minut
po Velkém tresku. Na konci tohoto intervalu vznikaji jadra vodiku a hélia v hmotnostnim
poméru 3:1. V ase 380 tisic let se oddéluje vyvoj zarivé slozky vesmiru od slozky Casticové.
Zariva slozka je zprvu velmi horkd, ale pii zminéném oddéleni ma Planckovu teplotu jiz jen
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3 kK, takze volné elektrony se mohou spojovat s kladn¢ nabitymi jadry vodiku a hélia a
vesmir do té doby neprihledny pro elektromagnetické zatreni se stane prihlednym a upadne
do Sera.

3 T¥i pokoleni hvézd

Chladnouci vesmir dovoli atomim vodiku a helia, aby se zacaly shlukovat do vétSich a
hmotnéjsich struktur. Nejpozdéji za 200 miliont let od Velkého tresku tak vznikaji hvézdy I.
generace, které jsou 100krat az 1 000krat hmotnéjSi neZ Slunce a v jejich nitrech zacne
probihat termonuklearni reakce pfemény vodiku na helium pfi teploté nad 12 MK. Tyto
hvézdy vsak velmi rychle sviij vodik spotiebuji a maji dvé moznosti: zhroutit se na erné diry,
anebo vybuchnout jako supernovy a sviij materidl rozhodit do kosmického prostoru. Série
termonuklearnich reakci pfi rostouci teploté v nitru hvézdy vede ke vzniku jader chemickych
prvkll poc¢inaje uhlikem a konce zelezem. Z tohoto zaSpinéného materialu mohou pak vznikat
hvézdy II. generace, které maji niz8i hmotnost srovnatelnou s hmotnosti Slunce, a nasledkem
toho jejich termonuklearni vyvoj probiha pomaleji. I tyto hvézdy vSak nakonec vybuchuji
jako supernovy a dokazi tak obohatit vesmir vy$S§im zastoupenim t&€zSich chemickych prvki
az po drahé kovy, olovo, thorium a uran. Z tohoto materialu vznikaji hvézdy III. generace,
mezi nimi také naSe Slunce

4 Vznik chemie

Jakmile se ve vesmiru objevil uhlik a hvézdy rozprésily svlij vnitiek do chladnych
oblasti vesmiru, mohla vzniknout nejprve anorganickd a posléze 1 organickd chemie diky
slu¢ovani atomd chemickymi vazbami. Tak vznikala obfi molekulova mracna s teplotami jen
desitky az stovka kelvin, rozméry stovek svételnych let a hmotnostmi milionti Slunci. Vinou
riznych gravita¢nich poruch se nékteré chuchvalce molekulovych mracen pocaly smr§t'ovat a
to nakonec vedlo ke vzniku rotujicich plochych diska s definovanou osou rotace. Z centralni
casti disku pak vznikaly zarodky dalSiho pokoleni hvézd a na periferii se z menSich
chuchvalct vytvarely planety, planetky a jadra komet. Tak vznikla 1 naSe Slunec¢ni soustava
pred 4,6 mld. let.

5 Vznik biologie

Zatim nemame zadné dikazy o mimozemském zivoté. Mlizeme se opirat jenom o
poznatky, jak se rozvijel Zivot na Zemi. NejstarSi jednobunééné organismy na Zemi jsou
dolozeny ze zkamenélin starych asi 3,5 mld. let. Prvni Zivot zfejmé vznikal na moiském dn¢ a
na sou$ se mohl odvazit az po dostatecné ochran¢, kterou pied ultrafialovym zafenim Slunce
poskytuje tiiatomova molekula kysliku (ozon). To se stalo teprve pted necelou miliardou let.
Kromé ptivodni domény archea piibyly baktérie a nakonec eukaryota (rostliny a zivo¢ichové).
Soudoba biologie studuje projevy zivota na Zemi v Sirokém rozsahu fyzikalnim a chemickych
podminek. Zivot se dokéZe pizpisobit rozpéti teplot tekuté vody, ale nizkych i vysokych
tlak®l, kyselému nebo zasaditému prostiedi a dokonce i radioaktivitd. Zivot na Zemi se
dokazal vzpamatovat z péti velkych katastrof za posledni ptil miliardu rokti a bude se na Zemi
rozvijet jesté dalsi miliardu let.
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6 Zavér

Soudoba astronomie objevuje tisice exoplanet u cizich hvézd, které jsou casto dosti
podobné Zemi svymi rozméry, hmotnosti, vyskytem atmosféry atd. Piesto nejsme schopni na
dalku zjistit, zda se tam zivot nachazi, at’ uz v primitivni jednobunécné forme, nebo dokonce
jako technicky pokrocilé cizi civilizace. Argumenty pro Casty vyskyt inteligentniho Zivota ve
vesmiru vSak kritizuje Fermiho paradox: navzdory moznosti, Ze inteligentni Zivot ve vesmiru
vznika po urcité dobé evoluce na planetich zdkonité, je v rozporu se skuteCnosti, ze Zemi
dosud mimozemstané nenavstivili, ackoliv mnoho hvézd a tudiz i planetarnich soustav je
daleko star§ich nez naSe Slune¢ni soustava, takZe pro taméjsi technicky daleko zdatnéjsi
civilizace by mélo byt hrackou nés navstivit, kolonizovat nebo teba snist.

7 Kontakt na autora
RNDr. Jiti Grygar, CSc.
Fyzikalni ustav AV CR
grygar@fzu.cz

CO UKAZUJE ASTROLAB PRAZSKEHO ORLOJE

Lumir HONZIK

1 Uvod

Prazsky staroméstsky orloj patii k nejznaméj$im orlojim na svété. Stal se turisticky
hojné navstévovanou vyznamnou kulturni pamatkou v historickém centru Prahy. Je nedilnou
soucasti Staroméstské radnice v Praze.

Orloj je umistén na jizni strané véZe radnice. VéZ je vyznamnou technickou
a uméleckou gotickou pamatkou. Podoba véze 1 orloje se postupné ménila. Historicky je orloj
poprvé doloZen v listin€ z 9. fijna 1410. Patrné se jedné o nejlépe zachovany stiedoveky orloj
vubec. K nejstarSim ¢astem orloje patii mechanicky hodinovy stroj a astronomicky ¢iselnik
Z roku 1410. Stroj pravdépodobné vytvoftil hodinat Mikulas z Kadané€ podle navrhu astronoma
Jana Sindela. Mistr Hanug pouze orloj r. 1490 opravil.

2 Povést o orloji

Nejznaméjsi poveést o prazském orloji zvécnil Alois Jirasek v publikaci Staré povésti
ceské (1894). Nutno podotknout, ze Jirasek A. Jirasek Cerpal ze starSich zdroji a také
z pramenu méné znamého historika a spisovatele Josefa Svatka (1835 - 1897). Tyto podnéty
pfevadél s fabulaci jemu vlastni do rozsahlych epickych utvarl, takze v podstaté fabuloval.
K orloji se ale vaze povésti vice.
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3 Osobnosti

3.1 Jan Sindel (* 1375 +1456)

Jan Ondiejiiv z Hradce Kralové, zvany Sindel byl autorem navrhu funkci prazského
orloje (matematického modelu). Byl matematikem, astronomem a profesorem na prazské
univerzité. Ve své dobé patiil mezi predni evropské ucence.

3.2 Mikulas z Kadané (* asi 1350 + 1419)
Sindeldv navrh realizoval hodinat Mikula§ z Kadané. O jeho Zivot€ mnoho nevime.
V dobovych materidlech je ptfimych zprav o ném jen velmi malo.

3.3 Mistr Hanus$

Ptedlohou pro postavu mistra HanuSe se pravdépodobné stal hodinai Jan Rize z Jilské
ulice v Praze. Ten dostal roku 1490 od prazskych konsell za ukol orloj opravit. Orloj byl po
husitskych valkach, kdy nebyl na jeho udrzbu €as ve velmi Spatném stavu. Hodinat orloj
opravil a navic pfidal i pohyblivou figuru kostlivce. Pravé tehdy ziejmé zacaly kolem stroje
vznikat mezi prostym lidem strasidelné povésti. Navic hriizy husitské revoluce vymazaly
Z historické paméti mnohé udalosti, které ji pfedchazely, a tak se zapomnélo i na piivodni
autory orloje. Jan Riize byl pak proto nadlouho povazovan za stavitele stroje.

4 Vyznamné opravy orloje

1552 — 1560 V¢étsi oprava a zdokonaleni orloje. Jan Téaborsky z Klokotské hory.
Orloj poté zanedbavan a poSkozen.

1613 Opraven hodinafem Krystofem Svarcpachem. Po opravé el stale hif, aZ dolo
k jeho tplnému zastaveni.

1618 — 1648 Drobné opravy béhem 30 - leté valky. V chodu jen nékolik tydnd.

V 17. stol. osazen figurkami apostolli od sochate a fezbaie Eduarda Wesselého.

1787 Nebyly finance na opravu, uvazovalo se o prodeji do starého zeleza.

1787 Hodinaf Jan Landesberger opravil mechanickou ¢ast hodin astronomicky
kalendar a orloj. Bez opravy skoro cel¢ dalsi stoleti

1861 Se zastavily hodiny. Uvazovalo se podruhé o prodeji, nebylo 4000 zlatych na
jeho opravu. Uspoiadana vefejna sbirka.

1864 Pozarem zniceny figurky apostold od sochate a fezbare Eduarda Wesselého.
Pozd¢ji nahrazeny novymi figurkami od Ceského sochate, fezbare, restauratora
a loutkafe Vojtécha Suchardy (6. 1. 1884 — 31. 10. 1968).

1865 Opravena mechanicka cast orloje v tovarn¢ V. Daiika, hodinat L. Heinz.

1865 Orloj opatfen kalendaini deskou od ceského malife, grafika, ilustratora
a predstavitele ¢eského romantismu Josefa Manese (12. 5. 1820 — 9. 12. 1871)

18. 8. 1866 Orloj slavnostn¢ odhalen.

14. 9. 1866 Definitivné spustén prakticky v dnesni podobé

8. 5. 1945 Siln¢ poskozen (téméef znicen) béhem Prazského kvétnového povstani

1945 — 1948 Celkova oprava a rekonstrukce.
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1. 7. 1948 Orloj opét spustén. M¢l nové sosky apostol od Vojtécha Suchardy. Kopii

kalendaini desky zhotovil Bohumil Cila. Original (od Josefa Manese) ulozen

vV méstském muzeu v Praze.
Od 2. sv. valky se uskutecnilo n€kolik oprav orloje a také fada restauratorskych praci.

3

5 Popis orloje

Prazsky staroméstsky orloj ma tii hlavni ¢asti:

Nejzajimavéjsi je Cast astronomicka (astrolab), ukazujici polohy nejvyznamnéjsich
nebeskych téles (Slunce a Mésice). Kolem astroldbu jsou umistény statické
i pohyblivé figurky.

Pod ni je kalendatové kolo s malbami J. Manese.

Nejatraktivnéjsi soucasti orloje ziistadva pohyblivé procesi dvanacti apostold, ktefi se
ukazuji kazdou celou denni hodinu.

6 Popis soustroji orloje

Cely orloj byl pivodné¢ pohanén jedinym strojem, ktery obstardval vSechny cCtyfi
pohyby astronomického ciferniku.

Od 16. stoleti navic hlavni stroj pohanél také pohyb kalendaini desky.

Ziejmé v 17. stoleti byl pfipojen i bici stroj, ktery byl sneseny z véZe. Orloj byl také
doplnén o samostatny ota¢ivy pohon meésicni koule.

V r. 1866 byl nepfesny krok nahrazen samostatnym chronometrem, ktery hlavni stroj
ridi.

Ve 20. stol. dostaly mésicni rucka a ¢tyfiadvacetnik samostatné pohony.

6.1 Sestava orloje

Stroj orloje se sklada z nekolika casti (stroji). Kazda cast (dilci stroj) ma svoji funkei

a ovlada jednotlivé casti orloje. Soubor strojti tvofici jeden celek.

Orloj se sklada z téchto casti:

Stroj hlavni (jici nebo také minutni stroj)
Stroj ukazovaci

Stroj ¢tyfiadvacetniku

Stroj bici

Stroj Mésice

Stroj pro pohyb apostoli

Stroj kalendaini

Bozklv chronometr
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7 Figuralni vyzdoba

Na staroméstském orloji se vyskytuje n€kolik soch, které maji rizny vyznam. Kromé
hlavnich figurdlnich motivii je mozné spatfit celou fadu riznych drobnych a pomérné¢ malo
napadnych figurek.

Nad deskou astroldbu mezi oteviracimi okny s apostoly je soska andéla. Instalovana
byla zfejmée jiz od pocatku. Symbolizuje existenci Boha.

V levé horni fadé je vedle desky astrolabu dvojice pohyblivych soch. Piedstavuji
Marnivce a Lakomce. Marnivec je pohybliva socha, ktera si pii pohybu si prohlizi vlastni tvaf
v zrcadle. Lakomec je pohybliva postava vedle Marnivce. Potfasa méScem a kyva holi.

V pravé horni fad¢ je vedle desky astrolabu dvojice pohyblivych soch. Piedstavuji
Smrtku a Turka. Smrtka je pohybliva socha, ktera taha za provaz zvonu a zaroven pieklapi
pfesypaci hodiny. Vyjadiuje plynuti a odméfovani casu Zivota. Postava Turka je povazovana
za symbol rozkoSe a nefesti.

V levé spodni fad¢ je vedle kalendaini desky dvojice pohyblivych soch. Pfedstavuji
Filozofa a Archandéla Michaela. Socha Filozofa pifedstavuje zkoumdni svéta. Socha
Archandé€la Michaela svird v ruce kopi. Kopi ptivodné ukazovalo na kalendaini desce aktuélni
udaj. Od Ménesova pootoceni kalendaria ale ukazuje na ukazatel v horni ¢4sti ciferniku.

V pravé dolni fad€ je vedle kalendaini desky dvojice pohyblivych soch. Predstavuji
Hvézdare a Kronikéare. Postava Hvézdate (hv€zdopravce, astronoma) drzi v ruce dalekohled.
Symbolizuje zkoumani oblohy. Postava Kronikafe drzi v rukou rozevienou kroniku.
Symbolizuje zdznam udalosti a dé€jin.

V horni ¢asti orloje nad oteviracimi okny s apostoly a nad soSkou andéla se nachazi
pozlacend soska kohouta. Kohout mava kiidly a zakokrhé na konci pritvodu apostold.

Asi pro vétSinu navstévnikl ziistava nejatraktivnéjsi soucasti orloje pohyblivé procesi
dvanacti apostold. Ty se ukazuji po otevieni dvou okynek nad astrolabem kazdou celou
hodinu (od 9 do 23 hod.). Souc¢asni apostolové nejsou pivodni. Dochovaly se dva pichledy
podoby apostolt. Jeden pochazejici z doby ptfed velkou opravou v roce 1865. Druhy po
opravé v r. 1865 sochafem Eduardem Wesselym a poté osazenymi na orloj (spolu s nové
Wesselym zhotovenymi figurami Matouse a Bartoloméje), kde byly az do pozaru v roce 1945.

Sochy apostolil se postupné objevuji v levém a pravém okénku orloje pii pohledu z
namesti v tomto potadi dvojic: sv. Petr a sv. Matéj, sv. Jan a sv. Ondfej, sv. Filip a sv. Jakub,
sv. Pavel a sv. Tomas, sv. Simon a sv. Tadeas, sv. Bartolom¢j a sv. Barnabas.

8 Popis astronomické Casti orloje (astrolabu)

Astronomicka ¢ast orloje pfestavuje model Ptolemaiovy zeméstiedné soustavy,
usporddany jako astrolab pohanény hodinovym strojem. Zékladem viditelné casti orloje je
nepohyblivy velky kruh o priméru 2,6 metru, ktery ma pozadi rozdélené na jednotliva
barevna pole. Nad deskou astroldbu orloje se nachazi nékolik rafickovych ukazatelll. Jedna se
0 pozlacenou ruku, ukazatel Slunce, ukazatel M¢sice, ukazatel hvézdného casu.
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Poloha
Slunce na
ekliptice

Hranice N i Stanovisté
planetranich o pozorovatele
hodin

Ekliptika —
Ize odetist

ORTVS — X P /] OCCASYS
vychod K y oy J —zapad
Slunce \\ Slunce

AVRORA —
svitani CVLVM —
soumrak

Ukazatel Poloha a 24 - zatatek
hvézdného féze Mésice a konec dne
Casu

8.1 Orlojni Zemé

Umisténi: uprostied pevného ciferniku. Znazornuje: stied vesmiru podle geocentrické
Ptolemaiovy soustavy. V modrém stiedovém kruhu je vyobrazen globus, ale netradiéné od
severniho polu. Je to z divodu urCeni mista pozorovani oblohy, tedy stfedova hlavni osa
ciferniku prochazi pravé Prahou.

8.2 Modré pole
Modré pole v horni ¢asti astrolabu predstavuje denni oblohu.

8.3 Tmavé pole
Tmavé pole ve spodni ¢asti astroldbu piedstavuje no¢ni oblohu.

8.4 Hnédé pole

Hnédé (hnédooranzové) pole piedstavuje soumrakové péasy. V nich jsou dva ndpisy.
V levém poli predstavujicim pas svitdni je ndpis AVRORA (svitani). V pravém poli
predstavujicim pas soumraku je napis CREPVSCVLVM (soumrak).
Pozn.: V napisech se pismeno V ¢te jako U [AURORA, CREPUSCULUM, ORTUS,
OCCASUS].

8.5 Cary obzoru

Mezi modrym polem denni oblohy a pasem soumraku se nachazi ¢ary obzoru. Nad
nimi jsou dva napisy. U ¢ary vychodniho obzoru je napis ORTVS (vychod). U ¢ary zapadniho
obzoru je napis OCCASVS (zapad).
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8.6 Rovnik a obratniky

V modrém poli se nachdzi jesté dalsi cary predstavujici svétovy rovnik a obratniky
Raka a Kozoroha. Cara obratniku Raka, ke kterému se ukazatel Slunce pfiblizi béhem letniho
slunovratu, je na vnéjsi stran¢ ciferniku. Naopak ¢ara obratniku Kozoroha, ke kterému se
ukazatel Slunce dostava béhem zimniho slunovratu, je pobliz Zemé&. Uprostied mezi nimi se
nachazi ¢ara svétového rovniku, kterou ukazatel Slunce piekracuje béhem jarni a podzimni
rovnodennosti.

8.7 Cifernik s ¢asem babylonskym

Zlacené kiivky v modrém poli s Ciselnikem s cernymi arabskymi cislicemi jsou
babylonské nebo také planetarni hodiny. Tento ¢as se délil od vychodu Slunce do jeho zapadu
vzdy na 12 hodin a po zapadu Slunce do jeho vychodu na dal$ich dvanact hodin. Z toho
vyplyva, Zze babylonské hodiny mély ¢as nerovnomérny (napt. délka hodiny v letnim obdobi
byla jind neZ v obdobi zimnim). Vyznam babylonskych hodin nebyl jen €asomérny, ale
slouzil zejména pro astrology.

8.8 Cifernik s ¢asem stredoevropskym

Pevny cifernik ukazuje stiedoevropsky ¢as (SEC) piipadné v minulosti ukazoval i ¢as
sttedoevropsky letni (SELC). Tento &iselnik ma ¥imské &islice v rozsahu 2x I. — XIIL Cislice
XII. V horni ¢asti ciferniku znaci poledne, ¢islice XII. Ve spodni ¢asti znaci ptilnoc.

8.9 Cifernik s ¢asem staroceskym

Pohyblivy cifernik na vnéjsi Casti astrolabu ma kyvavy pohyb. Ukazuje Cas starocesky.
Ten se pocital od zapadu Slunce, coz byl zagatek nového dne. Ciselnik ma gotické Cislice
v rozsahu 0 — 24 hod.

8.10 Zviretnik (ekliptika)

Prstenec zvérokruhu (ekliptiky) je umistén oto¢né a excentricky ve stfedni Casti
astroldbu. M4 podobu mezikruzi s 12 znaky zvifetniku. Zvifetnik se oto¢i 1x kolem stfedu
astronomické sféry (ciferniku) za 1 hvézdny den.

8.11 Pozlacena ruka

Zlata ruka patii mezi hlavni ukazatele orloje. Cely kruh ob&hne za 24 hodin. Zasahuje
ptes cely primér ciferniku, az po kyvavou stupnici Ctyfiadvacetniku, kde ukazuje staroCesky
&as. Zaroveti ukazuje ob&ansky SEC (SELC), dfive také ,,némecky* ¢as, v némz den za¢ina
0 pilnoci a ma 2 x 12 hodin. Orloj ma pouze hodinovy ukazatel. Minutovy neni.

8.12 Orlojni Slunce

Ukazatel Slunce (zlaté slunicko) je symbolizovano Sluncem ze zlacené¢ho plechu.
Slunce se posouva po hlavni hodinové rucce tdhlem, spojenym se zvifetnikem. Slunce ob&hne
cifernik jednou za 24 hodin a posouva se po obvodu zvifetniku, ktery obéhne jednou do roka.
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Symbol Slunce ukazuje:
* denni pohyb, vychod a zapad Slunce (na ¢arach obzoru ORTVS a OCCASVS), jeho
kulminaci, usvit, soumrak a noc
* ro¢ni pohyb - vysku Slunce nad obzorem
» postaveni Slunce ve zvérokruhu
» priblizné kalendéaini datum (dilek na obvodu zvifetniku odpovida asi 5 dniim)
* na zakfivenych zlatych liniich na modré ploSe ciferniku Ize odecitat babylonsky cas.

8.13 Orlojni Mésic

Orlojni Mé&sic se pohybuje v blizkosti ekliptiky. Mé&sic obiha po ciferniku v tropickém
cyklu 27 dni, 7 hodin, 43 minut a 5 sekund. Lze ur¢it: vychod, kulminaci a zapad Mésice,
polohu Mésice na obloze a polohu na zvifetniku. Orloj znazoriiuje i1 fazi Mésice.

8.14 Hvézdny cas
Ukazatel hvézdného cCasu tvoii raficka se zlacenou hvézdou. Hvézdny Cas se odecitd na
pevném ciferniku z fimskych ¢islic.

9 Kalendarium — popis

Kalendaini deska od Josefa Manesa z roku 1865 byla v roce 1880 nahrazena kopii od
J. K. LiSky. Na desce jsou zobrazeny meésice v roce, znameni zv€rokruhu, prazsky znak
a kalendaini udaje. VéEtsi obrazky na obvodu desky predstavuji dvanact mésict v roce. Jedna
se o alegorii mesicii s venkovskou a zemédé€lskou tematikou. Mensi obrazky predstavuji
dvanact znameni zvérokruhu. Uprostied kalendaria je obrazek se zlatymi hradbami a vézemi.
Je to stfedoveky znak Prahy. Na okraji kruhu je pohyblivé cirkevni kalendarium, kde jsou
zaznamenany veSkeré vyznamné svatky v roce. Obsahuje jména 365 svétcli a ndzvy pevnych
svatkl. Jedna se o takzvany cisiojan, neboli verSovany kalendar, ktery se v minulosti velmi
hojné vyuzival.

10 Orloje v CR a ve svété

Krom¢ Staroméstského orloje je na uzemi jesté¢ nékolik orlojii. Pomérné rozsahly se
nachazi v Olomouci. Maly orloj je v Litomysli, dal$i v Mnichové Hradisti. Novodoby orloj
byl vybudovan v byvalé trafostanici v KryStofové udoli. S riznymi typy orloju je mozné se
také setkat v ostatnich statech.

11 Zavér

Prazsky orloj je dikazem dusevniho i manuédlniho uméni nasich predkd. Svédci o je-
jich napaditosti, piedstavivosti a zna¢nych znalostech v oblasti astronomie a matematiky.
Rovnéz svéd¢i o manudlni Sikovnosti a zrucnosti jeho tvircil. Nastésti v soucasné dob¢ je stav
orloje snad nejlepsi za dobu své existence. Nicméné je zapotiebi tuto vyznamnou pamatku
bedlivé chrénit.
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Lumir Honzik

Hvézdarna v Rokycanech a Plzni, p. o., Pobocka Plzen
E-mail: lumir.honzik@seznam.cz

ODHALENA TAJEMSTVI PLUTA

Lumir HONZIK

1 Uvod

V roce 2015 po letu trvajicim vice jak devét let se dostala kosmicka sonda New
Horizons do blizkosti kdysi devaté planety slune¢ni soustavy. Poprvé bylo mozné
prostfednictvim pfistroji na palubé této sondy si prohlédnout nejenom Pluto, ale i pét mésict,
které kolem tohoto télesa obihaji.

2 Historie k objevu Pluta - vyvoj piedstav o vesmiru

Predstavy o nasi Zemi, jeji velikosti, tvaru, vyznamu vesmiru se v prubéhu ¢asu ménily.
A nejen o Zemi, ale 1 o vesmiru a jeho fungovani. Do ur€ité miry se tyto predstavy vztahovaly
zejména na Slunecni soustavu, specidlné jeji model, pozdé€ji se ale rozsifily mnohem dale.
Pfi¢inou nazorovych zmén bylo postupné poznavani piirodnich zdkoni, dokonalejsi pomticky
dalekohlediim, které se stale zdokonalovaly a dodnes zdokonaluji.

Piedstav o modelu naSi Slune¢ni soustavy bylo nékolik. Dominantnimi se stala
geocentricka soustava (se Zemi ve stfedu), kterd pietrvala po n€kolik stoleti. Ta pozdé&ji byla
vystifidana soustavou heliocentrickou (se Sluncem ve stfedu). Po urcitou dobu existovaly
I kombinované systémy, napt. Tychonlv. Ve Slune¢ni soustavé se ménil i pocet téles a jejich
vyznam. Planeté Zemi byl zpocatku pfisuzovan mnohem vétsi vyznam, nez ma ve skutecnos-
ti. Slunce bylo vnimano jako vladce dne (v nékterych civilizacich napt. v Egypté jako
bozstvo). M¢sic zase jako vladce noci. Bylo zndmo také pét tzv. bludnych hvézd, které se viici
hvézdnému pozadi pohybovaly. Dnes vime, Ze se jednalo o planety: Merkur, Venuse, Mars,
Jupiter a Saturn. Hranice nasi Slune¢ni soustavy koncila drahou planety Saturn.

Dne 13. 3. 1781 byla pomoci dalekohledu v Anglii objevena planeta Uran. Objevil ji
anglicky astronom William Herschel se svoji sestrou Karolinou. Hranice Slunecni soustavy se
rozsifila. Titiuv — Bodetv zdkon naznacoval, ze chybi téleso ve vzdalenosti piiblizné 2,8 au,
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tedy mezi drahou planety Mars a Jupiter. Italsky astronom Giuseppe Piazzi objevil 1. 1. 1801
VvV této oblasti téleso, které bylo povazovano za chybéjici planetu. Ve skutecnosti byla
objevena prvni planetka, ktera dnes nese oznaceni (1) Ceres. Pozdéji se podafilo v této oblasti
najit i dalsi télesa, planetky: (2) Pallas (28. 3. 1802), (3) Juno (1. 9. 1804), (4) Vesta (29. 3.
1807, (5) Astrea (8. 12. 1845 a dalsi. V soucasné dobé je v této oblasti tzv. Hlavni pés
planetek, ktery ¢itd fadove stovky tisic téles. Dalsi planetu se podafilo objevit na zakladé¢
poruch planety Uran. Dva matematici, ve Francii Urbain Jean Joseph Le Verrier a v Anglii
John Couch Adams, nezavisle na sobé spocitali matematickou vypocetni metodou polohu
nového télesa. A toto téleso se skute¢né podafilo astronomu Johanu Gottfriedu Gallemu dne
23. 9. 1846 objevit. Nove objevena planeta dostala ndzev Neptun. Protoze i Neptun vykazoval
odchylky od piedem vypoctené polohy, usoudilo se, Ze za Neptunem je jest¢ dalsi planeta.
A skute¢né dne 21. 1. 1930 na Lowellové hvézdarn€¢ v Arizon€ americky astronom Clyde
Tombaugh objevil dalsi téleso, znamé dnes jako Pluto. Objev byl ale ozndmen az 13. 3. 1930
(149 let od objevu Urana a 75 let od narozeni Percivala Lowella). Slune¢ni soustava od té
doby méla 9 planet a byla mnohem vétsi, nez se plivodné predpokladalo.

Pozn.: Nazev pro Pluto navrhla tehdy 11letd divenka Venetia Burney. Ta usoudila, Ze tento
vzdaleny chladny a temny svét vystihuje nejlépe fimska varianta jména boha podsvéti.

3 Mytologie

3.1 Pluto - Buih podsvéti - Hades (latinsky)

Jeho fiSe byla pfesné¢ takova, aby vyhovovala jeho temné povaze. Skryvala se
v hlubindch zemé& a nepronikl do ni zadny sluneéni paprsek. Risi tohoto temného boha tvofila
beztéina rovina porostla bledymi kvéty. Risi protékalo pét ek, které tvotily zaroven jeji
hranice: vSe zmrazujici feka Styx, feka narkii Acheron, feka zarmutku Kokytos, ohniva feka
Pyriflegothon, temna feka Léthe.

3.2 Charoén (fecky Xdpov, lat. Charon)

Nejveétsi mésic Pluta Charon je pojmenovan po synu boha vécné tmy Ereba a bohyné
noci Nykty. Charon je mytologicky pfevoznik mrtvych do podsvéti. Byva znazornén jako
hruby, vyzably a nevlidny stafec nebo jako okfidleny démon s dvojitou sekyrou, s kladivem.

3.3 Kerberos

Mésic Kerberos je pojmenovan po straSlivém trojhlavém psu, ktery hlidal vstupni branu
do fise podsvéti. Kerberos ochotné poustél lidi dovnitf, ale ven uz nikoliv. Podle jinych
piedstav stezil predevsim podsvéti pied vstupem zivych. Kerberos byva zpodobiniovan riizng.
Nejcastéji jako pes se tfemi hlavami, dra¢im ohonem a na hlavach ma misto srsti hady.
Pozd¢ji se mu piipisovalo i sto hlav, jedovaty dech a mnozstvi hadich hlav na $ijich.
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3.4 Styx

Maly satelit Pluta Styx je pojmenovan podle hrizné feky Styx, ktera v podsvéti obtéka
celou {i§i mrtvych. Reka je nepiekroditelnou hranici podsvéti. Reka Styx v podsvéti tvofi
zapadni hranici Tartaru. V1évaji se do ni feky Acherdn, Flegethon, Kokytos, Aornis a Léthé.
Nema-li mrtvy minci pro pievoznika Chardna, musi navzdy zlstat na biehu.

4 Pluto — parametry

Vzdalenost od Slunce: 39,24 au

Délka dne: 6,5 dne

Délka roku: 2492 let

Pramér: 2274 km

Gravitace: 0,69 m/s2

Povrchova teplota: -228 °C

Atmosféra: ridka, dusik a metan

M¢sice: 5 (P1 Charon, P2 Nix, P3 Hydra, P4 Kerberos, P5 Styx)
Prstence: nema

Hustota: 2 100 kg/m3

Hmotnost: 1,530.1022 kg

Parametry drahy: Sklon drahy: 17,12° Sklon osy:  118,5°

5 Pristrojova aparatura sondy New Horizons
Navrh pruzkumné sondy a jeji konstrukce pochazi z institutu Johns Hopkins University
Applied Physics Laboratory (JHU-APL).

5.1 Pristrojové vybaveni

LORRI - VysokorozliSujici kamera LORRI (LOng Range Reconnaissance Imager)
S dlouhym dosahem. Zafizeni slouzici k potfizeni detailnich snimka povrchu téles a ke studiu
geologickych vlastnosti Pluta, Charonu a ptipadnych dalSich téles.

ALICE - Ultrafialovy zobrazovaci spektrometr.

PEPSSI - Spektrometr energetickych castic PEPSSI (Pluto Energetic Particle
Spectrometer Science Investigation) je urCen ke studiu hustoty, slozeni a ptivodu energetic-
kych ¢astic a plazmatu v atmosféte Pluta.

Ralph - Kamerovy systém Ralph je zafizeni urené k dokumentaci topografickych
prvkll a spektralnich charakteristik povrchli a atmosfér navstivenych objektl ve stfednim
rozliSeni.

Tvofi ho: 1. IF mapujici spektrometr LEISA (Linear Etalon Imaging Spectral Array)

2. MVIC (Multispectral Visible Imaging Camera), multispektralni
zobrazovaci kamery ve viditelném pasmu.
REX - Radiova aparatura REX (Radio science EXperiment) tvoii dopliikové zatizeni
ke komunika¢nimu systému. Dale je urena k zakrytovym experimentiim.
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SWAP - Detektor slune¢niho vétru SWAP (Solar Wind At Pluto) je aparatura pro
méfeni interakci slune¢niho vétru s atmosférou Pluta a ztraty atmosférickych ¢astic inikem do
kosmického prostoru.

SDC - Detektor mikrometeoritit SDC. Aparatura je slozena z desky detektoru
namontované na boku sondy a malé skiinky elektroniky umisténé uvnitt télesa. Ptistroj méfti
hmotnost a rychlost prachovych ¢astic dopadajicich na desku detektoru.

Energeticky zdroj - Sonda ziskava el. energii pomoci termoelektrického generatoru
RTG, v némz dochazi k uvolinovani tepla pfirozenym rozpadem izotopu plutonia 238.

Komunikace - Sonda komunikuje pomoci parabolické antény.

6. Mise k Plutu

Mise k Plutu odstartovala 19. 1. 2006 z amerického kosmodromu na mysu Canaveral
(stat Florida). Raketovy nosi¢ Atlas V udélil prizkumné sondé New Horizons (Nové horizon-
ty) rychlost 16,26 km/s, coz je zatim nejvyssi udé€lena rychlost. Let k Plutu trval pfiblizné 9,5
roku. Béhem letu sonda nejprve zachytila v ¢ervnu 2006 svymi detekénimi systémy asteroid
oznaceny 132524 APL. V zéfi 2006 dokazala svymi detekénimi systémy zachytit na hvézd-
ném pozadi 1 cil své cesty — planetu Pluto. B€hem ledna 2007 se uskutec¢nilo palubnimi pfi-
stroji fotografovani planety Jupiter a jejich nejvétSich sateliti. Diivodem bylo testovani pa-
lubni aparatury. Zachyceny byly nékteré detaily atmosféry Jupitera, Velka ruda skvrna, prste-
nec planety apod. Byly potizeny snimky mésice o véetné zachyceni vulkanické aktivity,
snimky ledové pokryvky Europy i portréty mésici Ganymed a Callisto. Poté byla sonda pie-
vedena do stavu hibernace.
K ¢astecné aktivaci sondy doslo jiz v srpnu 2014, k Gplné aktivaci v prosinci 2014. Sonda
zacala béhem pfiibliZovani snimkovat bliZici se Pluto v€etné jeho satelitd. S klesajici vzda-
lenosti se postupné zlepSovala rozliSovaci schopnost. Nejblizsi pralet sondy New Horizons
nastal 14. ¢ervence 2015. Sonda minula Pluto ve vzdalenosti pouhych asi 12 500 kilometrt.
Béhem kratkého priletu potfidila fadu fotografii Pluta 1 jeho satelitli. Snimky byly nahrany na
palubni aparaturu. Po priletu je sonda postupné zacala odesilat k Zemi. Odeslani vsech
snimki bude trvat nékolik mésicii. Z dosSlych snimkl byly ziskany informace o povrchovych
strukturach jak na Plutu, tak i na Char6énu. Byly zachyceny kratery, oblasti planin s ledovym
piikrovem, horské oblasti apod. Podafilo se zachytit neobvyklé terénni utvary, obtékajici led
kolem horskych masivii, bunénou strukturu povrchu apod. Na Plutu byla detekovana
namodrala atmosféra i ¢innost vétru. Podatilo se zméfit a urcit tvar Pluta i jeho satelitd.

7 Zavér

Mise sondy New Horizons nekon¢i priletem okolo systému Pluta. Sonda pokracuje do
nitra Kuiperova pasu. Cilem bude prozkoumat néktery z vybranych objektt. Jednim z moz-
nych vybranych dalSich cilt je téleso s oznacenim KBO 2014 MU69.
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POLARNI ZARE A PRICINY JEJICH VZNIKU

Lumir HONZIK

1 Uvod

Mysteriézni a tajemné poldrni zafe fascinuji lidi odpradavna. Fascinujici divadlo
odehréavajici se Cas od ¢asu na severské noc¢ni obloze od nepaméti podnécovalo lidskou
fantazii. Polarni zafe hraly vyznamnou roli v mytologii nejen severskych narodi, ale také
civilizaci Ciny, &i Japonska.

2 Polarni zare — prredstavy

Vikingové polarni zati povazovali za svétla mrtvych panen. Norsti Samové (Laponci)
méli polarni zafi za projev zlobicich se bohli a méli k ni velky respekt. KdyzZ se zate objevila,
snazili se pred jejimi paprsky schovat. Véfili, Ze je to projev rozezlenych, mezi sebou
bojujicich bohli. Skotové zase polarni zafi povazovali za nebeské tanecniky, nadpfirozené
bytosti bojujici na nebi o krasnou Zenu. Severoamericti domorodci ji pfirovndvali k tancicim
bohlim. Grénsti eskymaci spojovali zaii se svétem mrtvych. Pokud béhem zéfe svétla blikala
rychle (zafe byla dynamicka), vétili, ze se mrtvi pratelé praveé snazi spojit s zivymi. Aljassti
Inuité mysleli, Ze polarni zare je dusi zvitat, ktera lovili: tuleni, lososi, jelentt nebo béluh.

3 Polarni zare — myty

Pfestoze je v soucasnosti fenomén polarni zafe védecky podrobné objasnén, stile se
objevuji mylna vysvétleni. Lidé si naptiklad mysli, ze se jedna o odrazy svétla od severskych
ledovct. Poléarni zate také byvaji spojovany s n€kterymi historickymi udalostmi.
Silné polarni zate byly pry pozorovany:
- Pred Velkou francouzskou revoluci na konci 18. stoleti.
- Pfed bombardovanim Pearl Harboru za 2. svétové valky.
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- Vzacnou ¢ervenou polarni zafi bylo mozné pozorovat dokonce i v obdobi tzv. sametové
revoluce v tehdejsim Ceskoslovensku v listopadu 1989.

4 Polarni zare — priciny
4.1 Aktivita Slunce

Pfi¢inou polarnich zafi je aktivita Slunce. Ta se projevuje v riznych vrstvach slune¢ni
atmosféry rozli¢né. Napt. ve spodni vrstveé, ve fotosféte, jsou pozorovatelné velké a rozvinuté
skupiny slune¢nich skvrn. Ve stfedni vrstvé, v chromosféte, zase vznikaji silné erupce a mo-
hutné protuberance. Béhem silné slunecni aktivity dochazi k silné erup¢ni ¢innosti, ke vzniku
erupcnich protuberanci a k zesileni slunecniho vétru. Ten obsahuje shluk energetickych ¢astic
protoni, elektronti a dalSich energetickych Castic ve formé slunecniho vétru. Tyto energetické
¢astice se pohybuji zna¢nou rychlosti kosmickym prostorem po pfedem dané trajektorii.

4.2 Interakce s atmosférou Zemé

Jakmile energetické Castice doputuji do blizkosti Zemé, zemské magnetické pole
vétsSinu z nich odkloni. Magnetické pole Zem¢é je dipolové a vytvaii ho rotujici tekuté jadro
tvofené pievazné Fe a Ni. Severni mg. pdl se nachazi na jizni polokouli. Jizni magneticky pol
zase na polokouli severni. Mg. p6ly se ale neshoduji s poly rota¢nimi a jejich poloha se casem
méni. Nad oblasti mg. poli jsou mg. siloktivky (silotrubice) oteviené a proto v téchto
oblastech mohou energetické ¢astice hloub¢ji vniknout do zemské atmosféry. K tomu dochézi
ve vyskach 1000 km az 80 km nad zemskym povrchem. Ve vysoké atmosféfe se energetické
castice ze Slunce sraZi s molekulami atmosféry Zemé. Podle toho s jakymi atmosférickymi
Casticemi se srazi, se meéni i barva polarni zafe. Mlze se srazit s molekulami kysliku v niz8ich
¢1 vysSich vrstvach ionosféry nebo se srazit s molekulami dusiku.

5 Polarni zare — pozorovatelné parametry

5.1 Barva

Polarni zafe maji zpravidla barvu zelenou nebo Cervenou. V nékterych piipadech lze ale
pozorovat i jiné barevné odstiny (modrou, fialovou, Zlutou). Barva mtize byt i kombinovana
(napf. cast Cervena a Cast zelend) a v pribéhu jevu mohou byt pozorovatelné i barevné zmeény.

5.2 Intenzita
Polarni zate mohou mit riznou intenzitu. Od sotva viditelnych (¢astéjsi u nas) po velmi
vyrazné se zietelnymi barvami a strukturou.

5.3 Tvary

Polarni zafe mohou mit razné tvary. Zpravidla je lze pozorovat ve tvaru: ménicich se
pruht, zavoje, v¢jite €i obfich "plament,,. Pokud se pozorovatel nachdzi pfimo pod mistem
pruniku ¢astic do ionosféry, zare vytvaii tvar jakési ruzice ¢i paprsky rozbihajici se ze stiedu
vsemi sméry. Tento jev se nazyva korona a patii ke vzacnéjSim.
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6 Polarni zare — vyskyt

Polarni zafe se vyskytuji jak na severni (Aurora Borealis), tak i na jizni (Aurora
Australis) polokouli v zemépisnych §itkdch kolem 67°. Ukaz se miZe vyskytovat jak na
vyseku oblohy, tak i na jeji zna¢né ¢asti. Rovnéz vyskyt neni omezen ani ¢asoveé. Ke srazkam
slune¢niho vétru s ionosférou dochazi samoziejmé kdykoliv béhem dne a kdykoliv béhem
roku. Slunec¢ni erupce jsou nepravidelnym, ale prubéznym jevem. Za dne ¢i letnich svétlych
severskych noci ovSem zafi nespattite. V nékterych ptipadech je mozné pozorovat polarni
zafe 1 pii Castecné nebo Upln¢ zatazené obloze. Mlze se jednat o fidkou cirrovou oblacnost
nebo diry v mracich. Miize dojit k riznym zajimavym efektiim. Polarni zafe jsou nejcastcji
pozorovatelné v oblastech pobliz severniho a jiznitho polarniho kruhu (polérni kruhy
V zemepisné Sifce 66,5°).

7 Pokusy s polarnimi zafemi

Polarni zafe jsou natolik atraktivni zalezitosti, Ze se nasli jedinci, ktefi se je pokusili
poléarni zafi vytvorit uméle. Jednim z nich byl i Karl Selim Lemstrom (17. 11. 1838 — 2. 11.
1904), profesor fyziky na univerzité v Helsinkach. Krom vyzkumu poléarnich zati (pofadal za
nimi 1 expedice) se také zabyval zemskym magnetismem, vlivy elektfiny na zemédélské
plodiny, ochrany plodin pfed prudkymi mrazy apod.

8 Piedvidani polarnich zari

Pravdépodobnost, ze vznikne a bude pozorovatelna polarni zafe, zavisi na aktivité
Slunce. Aktivitu Slunce lze pfimo pozorovat napt. v podobé vyskytu velkych a kom-
plikovanych skupin slunecnich skvrn ve fotosféfe. Aktivita Slunce ale v prub¢hu casu kolisa.
Jsou obdobi, kdy na Slunci skvrny jsou a naopak obdobi, kdy je jich mélo, nebo nejsou viibec
zadné. Aktivita Slunce se ur€uje z Rc, coZ je jeden z indext slunecni aktivity. Slunce pracuje
v tzv. llletém cyklu. Aktivita Slunce se ale neprojevuje jen skvrnami ve fotosféie, ale
I vV ostatnich vrstvach atmosféry. V chromosféie lze pozorovat i jiné jeji projevy: erupce
a protuberance. Na vznik polarnich zafi maji vliv nejvice mimotfadné silné erupcni
protuberance. O aktivit¢ Slunce se lze také dozvédét z riznych internetovych stranek
vénovanych pravé slunecni aktivit¢ a aktudlnim predpovédim polarnich zafi. Existuji rGzna
vyobrazeni 1 s mapovym podkladem, ze kterého lze vycist, kde lze nejpravdépodobnéji
polarni zafe pozorovat na S a J hemisféfe vcetné barevné Skaly ukazujici ocekavanou
intenzitu. Predpovédi polarnich zafi lze sledovat v grafu — Kp Indexu, coz je Cciselné
vyjadieni, které naznacuje, do jak nizkych zemépisnych Sitek mlze polarni zafe zasdhnout.
Dalsi moznosti jsou data z druzice ACE, ktera je urcend kromé jiného i ke studiu vlastnosti
slunec¢niho vétru. Existuji 1 jednoduché indikatory naznacujici energeticky piikon, parametry
slune¢niho vétru, intenzitu geomagnetické boure atd.

9 Vyskyt polarnich zari ve Slune¢ni soustavé

Kromé planety Zem¢ byly pozorovany poldrni zéfe jeSté na dalSich dvou planetdch. Na
obou planetach se podobné jako na naSi planeté vyskytuji v obou polarnich oblastech.
Mechanizmus polarni zafe na Jupiteru je vSak jiny. Pravdépodobné ji zplisobuje jeden

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



* Xk
* *
. * *
evropsky ™

e e ——
socialni . i g
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd8lavani 7 7
v fond v CR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

z velkych sateliti - mésic Io. Rovnéz na Saturnu byly polarni zafe zaznamenany. Jejich
mechanizmus vsak jesté neni zcela objasnén.

10 Zavér

Polarni zafe je neobycejné zajimavy a dynamicky ukaz. Fotografie a ani video sice lze pofidit,
ale tato média vétSinou nedokazi uplné zachytit celkovy prubéh tkazu v atmosféte Zemé. Lze
jen doporucit shlédnout tento ukaz na vlastni oci. Je ale zapottebi vybrat vhodné pozorovaci
obdobi se silnou slune¢ni aktivitou, dostate¢né dlouhou noci a stabilngj$im pocasi, coz ale
v praxi neni jednoduché.

11 Pouzita literatura
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PROC LETAME DO VESMIRU

Lumir HONZIK

1 Uvod

Od vypusténi (4. 10. 1957) prvniho umélého kosmického télesa, sovétského Sputniku 1
uplyne pfisti rok jiz 60 let. Zdalo by se, ze vétSina lidi si vyznam kosmonautiky za tuto
dlouhou dobu dostate¢n¢ uvédomuje. Bohuzel se ale ukazuje, Ze dost velka ¢ast populace
nechape, proc se vlastn€ do kosmu Iéta.

2 Vyznam kosmonautiky

Lety kosmickych raket a raketoplanii, vypousténi druzic a sond do vesmiru nejsou
samoucelné. Ve svém pocatku se jednalo o politickou, mocenskou (vojenskou a Spionazni),
védeckou a technickou prestiz statli. V soucasné dobé je kosmonautika vyuzivana hlavné pro
praktické ucely a stala se i komeréni zalezitosti. Velkou roli hraje v oblasti astronomie pro
poznavani blizkého i vzdalené¢ho vesmiru, a to jak pomoci prizkumnych sond, tak i pfimy
pruzkum. Kosmonautika ma nadéale vyznam pro vojenské, zpravodajské a Spionazni ucely.
Zacala se ale prosazovat i v mnoha jinych oborech jako jsou telekomunikace, meteorologie,
navigace, kartografie, vyvoj a vyroba novych materiald, 1€kt apod.
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3 Pocatky kosmonautiky — pruzkum Zemé a Mésice

Pocatky raketové techniky tak, jak ji zndme dnes, spadaji do povaleéného obdobi, kdy
se provadély pokusy s ukofisténymi némeckymi raketami typu A-4. V roce 1957 (4. 10.) byla
vypusténa v tehdejSim SSSR prvni uméla druzice Sputnik 1, ktera se stala zaroven druzici
geofyzikalni. Tim zaCala epocha prizkumu zprvu na$i planety Zemé a pozdé¢ji i Mésice
a dalsich téles ve Slune¢ni soustavé. Méfenimi byly ziskany prvni Gdaje o vysSich vrstvach
atmosféry nasi planety, prvni byt nedokonalé meteorologické snimky. Zkoumal se tvar Zem¢,
jeji gravitatni a magnetické pole, vlastnosti jednotlivych atmosférickych vrstev véetné
ionosféry a Van Allenovych radiacnich past.

Dal$im intenzivné zkoumanym télesem se stal Mésic a to zejména po vyhlaseni cile
doséhnout jeho povrchu. Byly uskute¢nény pokusy o umisténi umélé druzice na jeho orbitu,
nasledovali pokusy o tvrd4 1 mékka nepilotovand ptistani, a to jak ze strany SSSR, tak 1 USA.
V ramci prizkumu jeho vlastnosti, mapovani, vybéru mista pfistani lidské posadky obé
velmoci uskute¢nily fadu startll v nejriznéjsich programech. V SSSR se jednalo o programy:
Luna, Zond, v USA 0 programy: Ranger, Lunar Orbiter, Surveyor a dalsi. Prizkum M¢sice
vyvrcholil pilotovanym pfistanim v ramci programu Apollo. SSSR zase vyslal v sedm-
desatych letech minulého stoleti dvé automatizovand vozitka Lunochod 1 a Lunochod 2.
Prizkum Mésice vSak pokracuje 1 v soucasné dobé.

4 Pruzkum vesmiru

4.1 Pruzkum téles Slunec¢ni soustavy

Prakticky neustale probihd prizkum jednotlivych téles ve Slunecni soustavé. Sondy
zkoumaji Slunce, jednotlivé planety vcetné jejich pfirozenych satelit, jednotlivé objekty
meziplanetarni hmoty (asteroidy, komety), pfipravuje se i prizkum transneptunickych
objekti.

4.1.1 Prizkum Slunce

Provadén pomoci vyzkumnych programt druzic SOHO, Hinode, Solar Dynamics
Observatory, druzic Stereo apod. Monitoruji se aktivni oblasti na Slunci V riznych
spektralnich oborech a jevy, které na Slunci vznikaji (skvrny, erupce, protuberance a
filamenty, granulace apod.) Zkoumaji se cykly slune¢ni aktivity, slune¢ni vitr, vlivy Slunce na
planetu Zemi.

4.1.2 Prizkum planet a jejich satelitt

Provadi se vétSinou z orbitalni drahy daného télesa pifipadné piistanim na télese,
pfipadné vysazenim robotnického vozitka (Mars). Prizkumem se ziskdvaji a zpfesiuji
informace o jednotlivych télesech, jejich atmosférach, magnetosférach, prstencich apod.
Ziskava se i1 rozsahly kartograficky material. Blizké planety (Venuse a Mars) byly zkoumany
intenzivnéji nez planety vzdalené. Dlouhodoby prizkum byl realizovan u planety Jupiter
a zatim trva u planety Saturn. Zcela specificky je dlouhodoby prizkum planety Zemé, ktery je
provadén hlavné pomoci kosmickych orbitalnich laboratofi.

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78

Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



* Xk
* *
. * *
evropsky ™

e e ——
socialni . i g
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd8lavani 7 7
v fond v CR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

4.1.3 Prizkum meziplanetarni hmoty

Provadi se podobné jako u planet — tedy vétSinou z orbitdlni drdhy daného télesa
piipadné pfistanim na télese. Prizkumem se ziskavaji a zpfesnuji informace o asteroidech
a kometach, pifipadné meteorickych roji. ZvySena pozornost je veénovana zejména
blizkozemnim objektim. U téchto téles se zjiStuji parametry jejich drahy, chemické
a mechanické vlastnosti, které mohou byt dilezité v ptipadé nebezpeci kolize. Tato télesa také
mohou poskytnout informace o vzniku Slune¢ni soustavy.

4.1.4 Prizkum transneptunickych objekti

V této oblasti je zatim kosmicky prizkum v pocatecnim stadiu. Existuji sice sondy,
které jsou na hranici Slune¢ni soustavy (Pioneer 10 a 11, Voyager 1 a 2), nicmén¢ tato oblast
vyzaduje dukladnéjsi prizkum. Zatim se uskutecnil prizkum trpasli¢i planety Pluto a jeho
mésict. Na dalsi objekty za jeho drahou si musime pockat.

4.2 Priizkum vzdaleného vesmiru

Vzhledem ke vzdalenostem ve vesmiru neni mozné provadét piimy prizkum
vzdaleného vesmiru kosmickymi prostiedky. Proto se umistuji na obéznou drdhu kolem
Zemé nebo napf. do libracnich bodi prizkumné sondy s vykonnymi dalekohledy. Zitejmé
nejzndméjSim vesmirnym dalekohledem je HST (Hubbliv kosmicky dalekohled). Toto
zafizeni je umisténé mimo zemskou atmosféru, svételné 1 béZné prachové znecisténi. Tento
pfistroj pfinesl cenné informace o objektech, které se ve vzdaleném vesmiru nachazeji. HST
pracuje v nékolika spektralnich oborech. V posledni dob¢ byly vypustény dalsi specializované
pfistroje pracujici napt. v infracervené, rentgenové nebo ultrafialové oblasti spektra. Bylo také
realizovano né€kolik programt s cilem zmapovat vesmir a zptesnit jeho strukturu.

5 Pozemské aplikace

Kosmicka technika je vSak vyuzivana i pro praktické ucely. Existuje celd fada moznych
aplikaci pro pozemské potieby. V nékterych piipadech kosmonautika zasahuje i do odvétvi,
kde bychom ji necekali.

5.1 Meteorologie

Na obézné draze kolem Zemé se pohybuje fada meteorologickych druzic, ty sleduji
nejen aktudlni meteorologicka data, ale i1 klimatologii. Tyto druzice mohou vyhodnocovat
I nebezpecné meteorologické jevy jako jsou napt. cyklony (jejich pohyb, mohutnost). Naopak
druZice nejsou schopny t¢inn¢ monitorovat nahlé kratkodobé meteorologické jevy, jako jsou
tornada. Mohou sledovat dlouhodobé i kratkodobé zmény a to jak globalniho, tak i lokéalniho
charakteru. Mezi dlouhodobé zmény patii napt. monitoring globalniho proudéni v atmosféie
i voceanech (El Nino, La Nina), tani ledovci a vysychani vodnich ploch. Kratkodoby
monitoring se provadi napf. u povodni, tsunami, piseCnych bouii, sopecné aktivity apod.
Meteorologické sledovaci druzice mohou slouzit i jako varovné prostredky.
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5.2 Monitoring ionosféry
Druzice monitoruji stav a vyvoj ionosférické vrstvy, kterda zabranuje nebezpecnému
pruniku zafeni z vesmiru (zejména od Slunce) smérem k zemskému povrchu.

5.3 Monitoring svételného znec¢isténi

Z fotografii potizenych z kosmického prostoru bylo mozné postupné zmapovat troven
I negativni vyvoj svételného znecisténi. Tuto problematiku lze velmi dobfe monitorovat
Z obézné drahy.

5.4 Telekomunikace

Velky vyznam ma kosmonautika pro telekomunikaéni ucely (televizni, radiové,
telefonicke, telemetrické a jin€ prenosy). Existuje celd fada riznych telekomunika¢nich druzic
slouZici pro nejriiznéjsi ucely. Nékteré z nich jsou umistény na geostacionarni draze ve vysce
pfiblizné 36 000 km. Diky telekomunikaénim druzicim se znafné snizily pofizovaci
a pfenosové naklady a pfitom se zvysila kvalita a pfenosova rychlost.

5.5 Navigace

Dalsi odvétvi, kde v poslednich letech doslo a jesté bude dochéazet k vyraznym zméndm.
Existujici americky systém (ptvodné vojensky) druzic GPS pojmenovana NAVSTAR bude
doplnén ruskym satelitnim navigacnim systémem GLONAS a evropskym systémem Galileo
(bude mit sidlo v Praze). Zpocatku byly navigacni systémy vyuzivany napt. v lodni a letecké
dopravé. V soucasnosti se stavaji béznym doplitkem v osobnich automobilech. Postupné se
zavadi 1 do nédkladni automobilové a Zelezni¢ni dopravy (napi. sledovani pohybu auta,
nakladu). Tyto systémy vSak maji velky vyznam i v oblasti vojenské techniky a pro geodety.

5.6 Kartografie

Kosmickou techniku pouziva i dalsi odvétvi - kartografie. Nejedna se o mapovani jen
vesmirnych téles (planet, mésicii apod.), ale hlavné¢ pozemské mapovani. Ve spojeni
S presnymi naviga¢nimi piistroji se dosahuje pfesnéjsich a efektivnéjsich vysledki.

5.7 Zpravodajské, Spionazni a vojenské ucely

Jiz v minulosti byla kosmonautika vyuzivana pro, zpravodajské a Spionazni ucely. Tato
zafizeni napf. mohla monitorovat pohyb a silu protivnika. Vzhledem k vyskam, ve kterych se
vojenské druzice pohybuji, nebylo jednoduché¢ jednak tato zatizeni objevit a jednak proti nim
ucinné zasdhnout. VéEtSina stath totiz neméla pro zasah zadné prostfedky. Tato situace je nyni
komplikovanéjsi, nebot’ jiz n€které zemé maji k raketové technice pfistup. Nicméné i tak
zustava tada statl, pro néz je tato technika nedostupna. Vojenské druzice vSak nemusi byt
pouze pasivni. Pokud ponesou zbranovy systém (napt. laserovy), mohou se stat potencionalné
nebezpecnymi.
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5.8 Vyvoj a vyroba novych materiali

Vzhledem ke specifickym podminkam, které panuji ve stavu beztize lze v kosmickém
prostoru vyvijet a vyrabét zcela nové materialy, které maji naprosto jiné vlastnosti, nez kdyby
byly vyrabény na Zemi. Navic i pii vyvoji a vyrobé kosmické techniky bylo nutné se zabyvat
materialy, které maji unikatni vlastnosti. Ty pak nasly uplatnéni i pro potieby bézného zivota.

5.9 Zdravotnictvi

Posadky prochazi ndro¢nou piipravou a vycvikem. Béhem letu se pohybuji v omezeném
prostoru a navic ve stavu beztize. Mlize na né pusobit ve vétsi mife kosmické zateni, zazivaji
i stresové situace. To nuti efektivné fesit nékteré zdravotni problémy, které béhem letu mohou
nastat. Naopak posadky maji urcita specifika, kterd se mohou promitnout do postupl napft.
u dlouhodobé lezicich pacientll. Ve stavu beztize lze také v kosmickém prostoru vyvijet
a vyrabét zcela nové typy 1ékda.

5.10 Ziskavani elektrické energie

Kosmické zatizeni musi fesit energetické problémy. VétSina ptistrojii potfebuje pro sviij
chod elektfinu. Ta se v kosmickém prostoru necha ziskat jen v omezené mife. Lze ji ziskat
Z chemickych ¢lanki, z izotopovych ¢lanki, nebo ze slunecnich panelll. Je proto nutné na
jedné strané se zaméfit na to, aby zdroje energie byly co nejvykonnéjsi, na druhé stran€ aby
spotfeba byla co nejnizsi. To pak Ize aplikovat 1 vV bézné vyrobé na Zemi.

5.11 Hledani a téZba nerostnych surovin

Pomoci druzicového pruzkumu lze vyhleddvat loziska nerostného bohatstvi. Existuji
metody, které umoznuji z velké vysky urcit vyskyt nékterych lozisek. Podobnymi metodami
lze napf. zjistit i lokality, kde bude vyhodny rybolov.

6 Zavér

Aplikaci v oblasti kosmonautiky existuje samoziejm¢ mnohem vice. Do budoucna Ize
predpokladat, Ze pocet aplikaci bude dale nartstat a kosmonautika bude prostfedkem
k vétsimu vyuziti kosmického prostoru.

7 Pouzita literatura
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8 Kontakt na autora

Lumir Honzik

Hvézdarna v Rokycanech a Plzni, p. o., Poboc¢ka Plzen
E-mail: lumir.honzik@seznam.cz

DALEKOHLED

Josef JIRA

1 Uvod

Prednaska seznamila studenty s historii objevu dalekohledu, kterd ani v dneSni dobé&
neni zcela jasnd a piindsi spiSe fadu otazek, které Cekaji jesté na vyfeSeni. Zaroven byli
studenti sezndmeni s prvnimi velkymi objevy za pomoci dalekohledu.

2 Vynalez dalekohledu

Je to vice nez 400 let, co holandsky brusi¢ skel Hans Lippershey z Middelburgu
ptedloZil svilj patent na pfistroj, ktery ptiblizoval vzdalené véci. Nebyl ale prvni, kdo si tohoto
jevu vsiml. Jiz staii PerSané a jiné civilizace predevSsim z arabského poloostrova
experimentovali s pfiblizovanim skel. Pfesto je datum 2. fijna 1608 zapsano v naSich
novodobych déjinach jako den, kdy byla podéna patentova Zadost, ktera popisovala vhodné
ulozeni ¢ocek v tubusu. Pozorovany piedmét byl tak vétsi, dalekohled ho ,,ptiblizoval®.

Nahle se o tento vynalez strhl nebyvaly zajem. Dokonce byla tato patentova zadost
zpochybnéna novou patentovou Zadosti brusi¢e Jakoba Metiuse z z Aalkmaru, ktery ji podal
po ¢trnacti dnech. Dal$im muzem, ktery si délal narok na vynalez dalekohledu, byl i Zacharias
Janssen, ktery Zil a pracoval ve stejném mésté jako Hans Lippershey. Vefejnosti je vSak
Janssen znam spise jako vynalezce mikroskopu, o ktery se déli se svym otcem. Rozhodnout,
kdo byl skuteénym vynalezcem dalekohledu, proto neumime. VSichni tito panové byli
zruénymi brusici a cely sviij zivot experimentovali s optikou a je tedy dosti pravdépodobné,
ze se i oni dopracovali k funkénimu dalekohledu. Rozhodnout to nedokézala ani patentova
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komise, ktera nakonec na vynalez dalekohledu neudélila 7adna patentova prava Hansi
Lippersheyovi ani brusi¢i Jakobu Metiusovi ¢i Zachariasi Janssenovi. Hans Lippershey ale
nemusel byt pfili§ smutny, protoze o jeho dalekohled, ktery sice zvétSoval pouze 3x, projevilo
velky zdjem armadni namotnictvo, které diky tomu ziskalo pfevahu na bitevnim poli.

2.1 Prvni objevy

Do déjin astronomie se dalekohled zapsal jiz o rok pozdéji 1609 a to diky italskému
ucenci Galileo Galilei, ktery byl mezi prvnimi, ktefi pouzili tento vynalez pii zkoumani
vesmiru. Galileo Galilei si osvojil konstrukei dalekohledu, kterou nasledné zdokonalil natolik,
ze jeho ,nejvétsi dalekohled dosahl tfiadvaceti nasobného zvétSeni. S jeho pomoci pak
Galileo pozoroval mési¢ni kratery a hory. Je také objevitelem Ctyf nejvétsich jupiterovych
mésictt lo, Europa, Ganyméd a Kalisto, které jsou oznacovany podle objevitele jako
Galileovské meésice. Mezi dalsi objevy patii pozorovani fazi VenuSe, pozorovani slune¢nich
skvrn. Galileo
také objevil, Ze Mlécna draha je sloZena z velkého mnozstvi slabych, okem nerozliSitelnych
hvézd a vytvafi tak na obloze souvisly svétly pas. Na zdklad¢ téchto objevl se piiklanél
k myslence Mikulase Kopernika o heliocentrismu, kde ve stfedu této soustavy je Slunce,
kolem kterého obihaji jednotlivé planety. Tento mySlenkovy nazor vSak katolickd cirkev
zavrhla a jeho stoupence prondsledovala. Galilei byl obvinén, Ze jeho teorie odporuji bibli a
byl udan fimské inkvizici, se kterou mél do konce Zivota velké problémy. Zemfel v roce 1642
vV domécim vézeni.

3 Zavér

O historii dalekohledu toho bylo napsano hodné, piesto jeho prvniho vynalezce
S nejveétsi pravdépodobnosti znat nikdy nebudeme. To vSak historii promineme. Podstatné je,
7e se timto velmi jednoduchym zafizenim oteviely astronomii nevidané moznosti v poznavani
vesmiru.

4 Pouzita literatura

KLECEK, J. Velka encyklopedie vesmiru. 1. vyd. Praha: Academia, 2002. 582 s. ISBN 80-
200-0906-X.

WATERFIELD, R. L. A Hundred Years of Astronomy. 1. vyd. London, 1938. Duckwort, 3
Henrietta Street
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Mgr. Josef Jira, DiS.
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ASTRONOMICKY KVizZ

Ota KEHAR

1 Uvod

V ramci prispévku si Ucastnici mohli ovefit své znalosti z astronomie. U vSech otazek
nasledovalo podrobné zdtivodnéni odpovédi. Ugastnici napiiklad hledali odpovédi otazky:
kolik zname souhvézdi? Kdy nenastava astronomicka noc? Existuji severni slune¢ni hodiny?
Cim je vyjimeéna Polarka? Jaky je rozdil mezi ve¢ernici a jitfenkou? Kolik méfi
astronomicka jednotka?

2 Témata astronomického kvizu

Z pocatku byly otazky velmi jednoduché, zaCinalo se napt. dotazem, kterym smérem se
slunce poprvé objevi nad obzorem? Samoziejmé, ze spravna odpoveéd znéla — vychodnim.
vychod¢ a zapadne piesné na zadpadé?* Zde uz nemusi byt odpovéd’ jednoznacna, zalezi, jak
chapeme slovo ,,pfesné®. Za spravnou odpoveéd’ Ize povazovat — dvakrat, pti bieznové (jarni) a
zatijové (podzimni) rovnodennosti. V ramci kvizu jsme se dostali i na pfedpoveéd’ pocasi, kde
je pravidelné€ udavana informace o zdpadu a vychodu slunce, malokdo ovSem vi, co tento idaj
znamena, pro jaké postaveni slune¢niho kotouce jsou data pocitana. Je totiz nutné zapocitat i
nemaly vliv atmosférické refrakce, kterd ndm zplsobi, Ze se bild ¢ast dne prodlouzi az o
15 min. Snoci je spjata i informace o tzv. astronomické noci, ktery v nasich zemépisnych
Sitkéch nastavd v Cervnu a Castecné v Cervenci, kdy slunce neklesd vice nez 18 stupiii pod
obzor.

Samostatnym blokem byly hvézdy. Pro¢ vlastné hvézdy zati? VéEtSinu z nds napadne
hned odpovéd’: ,,Pfece proto, Ze v nich probihaji termonuklearni reakce!* Ale co hnédi nebo
bili trpaslici, to jsou také hv€zdy a termonukledrni reakci v nich jiz neprobihaji. Spravna
odpovéd’ zni: ,,Hvézdy zafi, protoze je jejich povrch zahtat na vysokou teplotu n¢kolika tisic
Kelvint.“ Cim je vyjimeéna Severka? Rada lidi si mysli, Ze je to nejjasn&jsi hvézda na noéni
obloze, nicmén¢é Severka nebo spravnéji Polarka je vyznamna pouze tim, Ze se v jeji blizkosti
nachazi misto, kam sméfuje osa otadeni Zemé, takze severni svétovy pol. Rekli jsme si, Ze
mezi pojmy Severka a Polarka neni Zadného rozdilu, jedna se o nejjasnéjSi hvézdu
v souhvézdi Malého medvéda. A co pojmy vecernice a jitfenka? To je zase oznaceni planety
Venuse, podle toho, zda ji nachazime na vecerni nebo ranni obloze.

Zavére€na Cast se zabyvala objekty ve slunecni soustavé. Zacinalo se otazkou, ve které
jsem se ptal, kolik procent hmotnosti slune¢ni soustavy predstavuje Slunce. Dal jsem
k dispozici n€kolik moznych odpovédi a v piipad¢ nutnosti je mozné uvést napoveédu, ze
nejhmotnéjsi objekt ve sluneéni soustavé ma hmotnost 10°° kg a druhy v potadi ma 10?7 kg.
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| z t&chto cisel se da odvodit, Ze Slunce ptredstavuje 99,9 % hmotnosti celé slunecni soustavy.
Zajimavy zaveér prinese otdzka, kde se ptame, na které planeté je nejtepleji. Ocekéavatelné je,
ze by to méla byt nejblizsi planeta ke Slunce, ale ve skutecnosti je o 37 °C tepleji na Venusi,
kde je primérna teplota 464 °C, zatimco maximalni teplota na Merkuru dosahuje ,,jen*
427 °C. Neméné zajimava mulZe byt 1 otazka na vycet planet, které maji prstence. Nikoho
nepiekvapi, ze planeta Saturn, ale i1 ostatni plynné planety maji prstence, i kdyz viditelné
vétSinou jen v infraCerveném spektru. Soucasti této ¢asti byla 1 zaleZitost tykajici se nesnadné
ulohy pfi definovani pojmu planeta a s tim spojena tskali.

3

3 Zavér

Ukazuje se, Ze tento zpusob podani astronomického kvizu je mezi studenty oblibeny,
protoze umoznuje vtahnout posluchace do tématu. U vétSiny polozenych otazek je k dispozici
nékolik moznosti, pfi¢emz student si mize udélat sviij ndzor, muze jej sdélit ostatnim,
nesouhlasit s nimi a pak svoji odpovéd’ konfrontovat se spravnou odpovédi.

4 Pouzita literatura
KEHAR, O. Astronomia [online]. [cit. 1. 9. 2016]. Dostupné z http://astronomia.zcu.cz

5 Kontakt na autora
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DATA, VSUDE SAMA DATA

Ota KEHAR

1 Uvod
V ramci piispévku se U€astnici seznamili s netradi¢nim zpisobem vyuziti dat, ktera se
nachazeji v katalozich astronomickych objektt.

2 Data

Porozuméni rtiznym druhtim grafii, diagrama povazuji za klicovou vlastnost kazdého
vzdélaného clovéka. Proto mé zajimalo, jaké znalosti si odnaSeji Zaci ze zékladni Skoly.
V rdmcovém vzdélavacim programu (2013) se v Casti ,,Zpracovani a prezentace informaci*
dozvime, ze mezi ocekavané vystupy je vyuziti pokrocilych funkei aplikacniho software, mezi
ktery mizeme zatadit 1 tabulkové kalkulatory. Co jsou to ovSem pokrocilé funkce? Na toto
muize mit kazdy jiny ndzor, ja za né povazuji napt. kontingenéni tabulky, makra, databaze.
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Ukazuje se (Kéhar, 2011), ze zaci, pfipadné studenti neumi zékladni funkce jako napt. funkce,
vloZeni sloupcti, pouziti vzorci, vytvofeni grafti nebo sefazeni dat.

Proto se nabizi vytvofeni uloh, které by toto napravily. Pokud totiz mame k dispozici
aplika¢ni software (Excel, Calc apod.), studenty, vétSinou nam chybi néjaka data, v idealnim
pfipad¢ redlnd, aby obsahovala i rizné chyby a neptesnosti, se kterymi se setkdvdme
v kazdodennim Zzivoté. Nic totiz neni ideélni.

V tomto ptipad€ se nabizi pouziti dat z astronomickych katalogt, kterych mame k zati
2016 ptes 14 tisic. Nékteré z nich jsou vhodnym zpiisobem zpracovany na strankach
Astronomia. Jde o seznam oc€islovanych planetek, katalogy hvézd SIMBAD a HIPPARCOS a
katalogy plosnych objekti (tzv. deep-sky) — Messiertv katalog a katalog NGC.

Jsou dva zékladni zplisoby, jak data pouZit. Prvni zplsob je zaméfen na stahnuti dat do
procvicovani zakladnich a mirné pokrocilych funkei v tabulkovém procesoru. Druhy zplsob
spo¢ivd ve vyuziti online webovych aplikaci, které¢ fadu rutinnich véci udé€laji za uzivatele.
Popsat veSkeré mozZnosti, které online webové aplikace dostupné na strankach Astronomia
piinaseji, by bylo nad ramec tohoto piispévku, a proto odkazuji zdjemce na disertacni praci
(Kéhar, 2014), kde je vSe velmi podrobné popsano.

3 Zavér

Ukazuje se, Ze vyuziti realnych dat z astronomickych katalogli mize pfinést pro zaky a
studenty zajimavé zpestfeni hodin pfi praci s vypocetni technikou. Nejenom Ze se nauci
pouzivat tabulkové procesory a jejich zékladni nebo rozsifené funkce, zaroven si pouzitim
realnych védeckych dat vyzkousi praci, kterd mize mit prakticky pifinos pro jejich dalsi
pracovni kariéru.
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z http://vizier.u-strasbg.fr/viz-bin/VizieR
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HLEDAME DRUHOU ZEMI

Ota KEHAR

1 Uvod

Jednim z bouflivé se rozvijejicich oborti astronomie je oblast exoplanet — téles
planetarniho charakteru na drahach kolem vzdalenych hvézd. Jest¢ pred nedavnem nebyla
sebemensi Sance tyto objekty detekovat. To nam umoznil az nebyvaly pokrok technického
vybaveni, kterym astronomové dnes disponuji a ktery doznava prakticky den ode dne dalsi
vylepseni. Navic ke Spickové technice se ¢im dal castéji mohou dostdvat i astronomové-
amatéii a provadét tak pozorovani, o nichz se v neddvné dobé nesnilo ani profesionalim.
Sezndmime se se zaklady vyzkumu exoplanet a soucasnym stavem nasSeho poznani v tomto
oboru. Kdy nalezneme druhou Zemi? Nebo uz jsme ji objevili?

2 Metody

Nejsnaze ptedstavitelnd metoda pouzivana pii hleddni planet u jinych hvézd (pro tyto
planety pouzivame pojem exoplanety) je metoda ptimého zobrazeni, kterd spoc¢iva v pfimém
vyfotografovani exoplanety obihajici okolo vzdalené hvézdy. Tato metoda ma ovSem sva
omezeni a nelze ji (snadno) pouzit. Na viné jsou rozliSovaci schopnost piistroji (uhlova
vzdalenost mezi hvézdou a exoplanetou) a kontrast (relativni jasnost hvézdy a exoplanety).
Podivame se na poméry ve sluneéni soustavé: zafivy vykon Slunce je 4-10% W, odrazeny
vykon od Zemé je 5-10° W, od Jupiteru 2,5-10Y W; tzn. kontrastni pomér je
1:1 000 000 000, coz odpovida zméné o 23 mag. Detekovat takovouto zménu je za
soucasného technického vybaveni snimacich prvkii nemozné. Kdybychom uvazovali hvézdu
ve vzdalenosti 100 svételnych let a chtéli odhalit exoplanetu ve vzdalenosti 1 astronomické
jednotky, znamenalo by to rozliSovaci schopnost dalekohledu lepsi nez 0,03 uhlové vtefiny.
K tomu by byl zapottebi objektiv o priméru 4 m. To je technicky realizovatelné, nicméné
museli bychom vyfesit vliv atmosféry Zemé — jeji neklid neboli seeing, ktery je v fadu jedné
uhlové vtetfiny. To Ize feSit adaptivni optikou nebo umisténim dalekohledu mimo atmosféru
Zeme.

Jak si ale predstavit kontrastni pomér jedna ku jedné miliardé? Predstavme si majék a
svétlusku, kterou bychom umistili do vzdalenosti 30 cm od majéku. Celé toto uskupeni
bychom pozorovali ze vzdalenosti 700 km, coz znamena umistit majak napf. do Bruselu a
pozorovat vSe z Prahy. Nesmime v tomto pifipadé brat v uvahu zakiiveni Zemé (ale ani
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atmosférickou refrakci), protoze jinak bychom potiebovali majak, ktery bude vysoky nékolik
desitek km, abychom ho mohli z této vzdalenosti pozorovat.

Mezi dal$i metody uzivané pii hledani exoplanet patii: zména radialni rychlosti, tranzity
(ptechody) nebo gravitatni mikro¢ockovani. Posledné jmenovana metoda ma jist¢ svoji
budoucnost pted sebou, protoze se jedna o metody, kterd ndm mize pomoci najit exoplanetu
1 Vjiné galaxie.

3 Zavér

I kdyz se nam podafi najit fadu exoplanet, né¢kdy i v bezprostiedni blizkosti slune¢ni
soustavy, 1 tak bude jakékoliv navdzani kontaktu velmi obtizné, stejné¢ tak ovéfeni, Ze na
nckteré exoplaneté se miize nachazet inteligentni zivot v rtiznych fazich vyvoje.

4 Pouzita literatura
Exoplanet.eu [online]. [cit. 1. 9. 2016]. Dostupné z http://exoplanet.eu
exoplanets.org [online]. [cit. 1. 9. 2016]. Dostupné z http://exoplanets.org
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JAK SI V ASTRONOMII PREDSTAVIT NEPREDSTAVITELNE

Ota KEHAR

1 Uvod

Astronomie je plnd nepfedstavitelnych rozmérii, pojd'me si je ptibliZit a predstavit. Jak
moc je fidky vzduch na Marsu? Kolik vody obsahuje marsovskd atmosféra? ProC je obtizné
poridit fotografii exoplanety? Jaké vzdalenosti nas déli od nejbliz§i hvézdy? Jak je to
s modelem Galaxie?

2 Srovnavaci metoda

tvorba zakladnich pfedstav o velikostech vesmirnych téles riznych typu (planeta, hvézda,
slune¢ni soustava, galaxie, vesmir) a prostorovych vzdalenostech mezi nimi. V tomto
okamziku je mozné pouzit srovnavaci metodu, kdy rtzna ciselnd, obrazova a modelova
srovnani ulehcuji zakim pochopeni rozmanitosti rozmeri a hmotnosti vesmirnych téles
(planety kamenné a plynné, trpasli¢i planety, planetky, komety atd.) ve slune¢ni soustave,
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rozmérti hvézd v jednotlivych stadiich jejich vyvoje (hvézdy hlavni posloupnosti, obfi,
zavérecna stadia — bily trpaslik, neutronova hvézda, ¢erna dira). K snadnému pochopeni
prostorovych méfitek ve vesmiru jsou vhodna srovnani vzdalenosti kosmickych téles, napf.
Zemé—M¢sic, Zemé-Slunce, Slunce—nejblizsi hvézdy apod. Hojné pouzivané je srovnani
poloméru a hmotnosti Zem¢ s ostatnimi planetami, poloméru a hmotnosti Slunce s riznymi
typy hvézd, nasi Galaxie s jinymi galaxiemi.

3 Zavér

Srovnavaci metodu najdeme jiz u J. A. Komenského, kdy vyzadoval pfirozenou metodu
vzdélavani, odvozenou z poznédni a napodobovani ptirody. Z vlastni zkuSenosti mam ovéiené,
ze studentim tato metoda vyhovuje a 1épe je to vtahne do diskuze ohledné moznych vysledki.
Pokud student odhadne vysledek, je potom mnohem vice zvédavy, jaka je spravna odpovéd
a jak blizky ji on sam byl, ptipadné jak na tom byl v porovnani s dal$imi studenty.

4 Pouzita literatura
KEHAR, O. Astronomie: Jak si predstavit nepifedstavitelné in Veletrh ndpadui ucitelii
fyziky 20. Dostupné z http://vnuf.cz/sbornik/rocniky/Veletrh 20 (Praha_2015).pdf
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LUCIE NOCI UPIJE - PRANOSTIKY Z HLEDISKA ASTRONOMIE

Ota KEHAR

1 Uvod

Tématem ptrednasSky jsou znadmé lidové pranostiky naSich predkid. Jaké souvislosti
museli znat naSi pfedci, aby odhalili spravnou podstatu znamych pftislovi jako naptiklad
,Lucie noci upije a dne neptidd“, ,,Na Bozi narozeni o blesi ptevaleni“, ,,Na Novy rok
0 slepici krok* nebo ,,Na Tti krale o skok dale* a podobné. Pokusime se jim porozumét
a odhalit jejich vznik a pravou pfi¢inu. Podivame se na nékteré astronomické jevy — pravy
a sttedni slunecni Cas, zapady, vychody slunce, soumraky, atmosféricka refrakce apod.

2 Pranostiky

Ptispévek zacal informaci, co jsou to pranostiky. Jedné se o feckolatinské slovo, které
Vv prekladu znamena ,,pfedpovidani. Zpravidla nemaji autora a pfedavaly se mezi generacemi
pouze ustnd. Uzce souvisi s lidskou zkugenosti a nejvice souvisi s ro¢nim obdobim nebo
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vyraznym meteorologickym jevem. Pranostiky nenajdeme pro vSechny dny v roce, daji se
najit pouze pro 190 dnti. Rada jich souvisi s jarem, tedy s velmi dilezitym okamzikem —
urodou. V soucasnou chvili n€které pranostiky postradaji smysl, protoze ptiroda prochazi
zménami, nemaly vliv maji i mésta nebo se u nékterych pranostik jednalo o ndhodu, ktera se
jiz neopakovala.

Zahajeni jsem vénoval zndmé pranostice ,,Lucie noci upije a dne neptida“, ktera se
datuje k 13. prosinci, ke svaté Lucii, ktera muze za vanoéni uklizeni. Nejpozdé&ji na svatek
svaté Lucie musela byt domacnost jako ze Skatulky, jinak se totiz Lucie zlobila. Samotny
uvod vysvétleni jsem vénoval dotaziim: Ktery den slunce vychazi nejpozdé¢ji? Ktery den
slunce zapada nejdiive? Ktery den je nejdels$i noc? Zminil jsem i rozdil mezi hvézdnym a
slune¢nym Casem, ktery je pro vysvétleni dilezity. Souvisi s tim 1 nerovnomérny pohyb Zemé
okolo Slunce, ktery popisuje zejména prvni a druhy Kepleriv zakon. Hvézdny den je stale
stejn¢ dlouhy, protoze souvisi s rovnomérnym otacenim Zemé kolem své vlastni osy ve
vztahu ke vzdalenym hvézdam. Zatimco slune¢ny den je rizné dlouhy podle toho, zda se
zem¢ nachazi v odsluni (krat$i slune¢ni den) nebo v pfisluni (delsi slune¢ni den). Rozdil
pravého a stfedniho (€as uzivany pro civilni potiebu, protoze plyne rovnomérng) slunecniho
¢asu je roven tzv. Casové rovnici. Rozdil je zplsobem eliptickou trajektorii a sklonem
ekliptiky k rovniku. Béhem roku neni stejny, spojité se méni od —14 minut (12. Gnora) az
+15 minut (3. listopadu). Dalsi pranostika ,,Kdyz pfijde svata Lucie, najde tu uz zimu.*
souvisi se zménou julianského na gregoriansky kalendar, ke které doslo okolo roku 1584,
Obdobna situace jako je prosinci nastava i od 15. ¢ervna do 24. ¢ervna. Vychod slunce se
zatne zpozdovat jiz okolo 15. Cervna, zapad nastane dfive, jak piedeslého dne az od
24. Cervna. K 15. Cervnu se tak vaze pranostika ,,Na svatého Vita hlava jest¢ nedoléhd, u paty
JiZ svita“.

3 Zavér

Jevy, které jsou obcas popsany pranostikou, mohou byt velmi komplikované. Ukazuje
se ale, ze dokonale stru¢nd formulace pranostiky je vzhledem k té slozitosti problému tak
jemné vybrousena, Ze je az s podivem, Ze se jedna o lidovou pranostiku. Byl autor pranostiky
astronom? Je ziejmé, Ze nasi predkové sledovali oblohu a d&je na ni velmi peclive. Je také
mozné, ze pranostika mohla vzniknout ndhodou nebo na papifte.

4 l?ouiitzi literatura
KEHAR, O. Astronomia [online]. [cit. 1. 9. 2016]. Dostupné z http://astronomia.zcu.cz
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DIAGNOSTIKA PLAZMATU PRI MAGNETRONOVEM
NAPRASOVANI UNIKATNICH TENKOVRSTVYCH MATERIALU

Jirfi KOHOUT

1 Uvod

V riznych odvétvich primyslu se stale Castéji prosazuji tenkovrstvé materialy (tloustka
typicky vrozmezi 10 nm — 10 pum) se zajimavymi vlastnostmi (napf. vysoka tvrdost a
otéruvzdornost, nizky koeficient tfeni, vysoka elektricka vodivost, zajimavé optické vlastnosti
apod.). Tyto unikatni materialy mohou byt pfipraveny mnoha rliznymi cestami, z nichZ mnohé
vyuzivaji plazmovy vyboj. Patii k nim i tzv. magnetronové naprasovani. Jedna se o efektivni a
Z hlediska zivotniho prostfedi Setrnou technologii zaloZenou na rozpraSovani rtznych terca
Vv plazmovém vyboji. Tento pfispévek je zaméfen jednak na uvedeni nejzékladnéjSich
informaci o fyzice plazmatu a technice magnetronového naprasovani, jednak pak na stru¢né
uvedeni do problematiky diagnostiky zapornych ionti, kterda se u této metody bézné uziva
k charakterizaci plazmového vyboje.

2 Fyzika plazmatu, magnetronové naprasovani a jeho fyzikalni souvislosti

2.1 Uvod do fyziky plazmatu

Jiz starofecka filozofie pracovala se Ctyfmi zakladnimi zivly (ohen, voda, vzduch a
zem¢). | pfes to se po staleti mluvilo pouze o 3 skupenstvich (pevné odpovidajici zemi,
kapalné vodé a plynné vzduchu). Celkem pfirozené by tedy bylo, kdyby existovalo jesté jedno
skupenstvi, jez by v uvedené analogii odpovidalo ohni. Toto 4. skupenstvi, které vlastné
odpovida vysoce ionizovanému plynu a jez je mozné ziskat bud’ diky vysokym teplotam,
nebo pomoci silného elektrického pole, poprvé popsal v roce 1879 William Crookes, ktery jej
oznacil jako radiant matter (v ptekladu zatfici hmota). Slovo plazma (v Zenském rod¢)
odvozené z feckého plassein (tvofit) zacalo byt uzivano v medicing (zasluhou J. E. Purkyn¢)
kolem r. 1845 pro oznaceni krevni tekutiny.

Slovo plazma (ve stiednim rod¢€) jako oznaceni pro uvedené skupenstvi hmoty
(zpravidla uvadéné jako étvrté, ovSem s tim, Ze vice nez 99 % hmoty ve Slunecni soustave se
nachazi pravé v tomto skupenstvi) bylo poprvé pouzito az v roce 1927 Irvingem Langmuirem.
Ten pozoroval, jak elektrické pole unasi elektrony a ionty a pfipomnélo mu to situaci, kdy
krevni plazma unasi bilé a Cervené krvinky.

Aby mohl byt ionizovany plyn oznacen za plazma, musi vykazovat dvé zakladni
vlastnosti - kolektivni chovani a kvazineutralitu. Prvni podminka odpovida tomu, Ze je plazma
schopné generovat globalni elektrickd a magnetickd pole a reagovat na né. Kvazineutralita
pak vyzaduje piiblizné stejné mnozstvi kladnych a zapornych ¢astic. Do plazmatu se proto
nezahrnuje plamen svi¢ky (nespliiuje kolektivni chovani) ¢i svazek nabitych Castic (napf.
elektrontt), ktery nesplituje pozadavek na kvazineutralitu. Naopak slune¢ni vitr, vnittek hvézd,
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muzeme rozdé€lit podle nékolika raznych kritérii, detaily jsou uvedeny v praci Krbce (2012).

2.2 Princip magnetronového naprasovani

Mame depozi¢ni komoru napusténou plynem (napi. argon). Tlak plynu je velmi nizky,
typicky nékolik desetin pascalu az nékolik pascali. Na jednu stranu komory umistime (napf.
titanovy) ter¢. Na druhou stranu depozi¢ni komory je poté umistén substrat, coz muze byt
tteba kifemikova desticka. Nasledné ptipojime zdroj napéti tak, ze titanovy ter¢ funguje jako
katoda a kfemikovy substrat jako anoda. Toto napéti je zpravidla v fadu stovek voltd.

Nabité astice, tj. zaporné nabité elektrony a kladn€ nabité ionty za¢nou byt elektrickym
polem urychlovany. Diky velké stfedni volné draze zptisobené nizkym tlakem a tudiz nizkym
poc¢tem srazek je mozné je urychlit natolik, aby pfi srazkach dokazaly efektivné ionizovat
atomy plynu. Kladné nabité ionty jsou pfitahovany ke katod¢ a vzhledem k velké intenzité
pole v jeji tésné blizkosti ziskavaji pred dopadem na ni zna¢nou rychlost. Diky tomu jsou
schopny po dopadnuti na titanovy terC tvofici katodu vyrazit z n¢j atomy titanu, které
nasledné prochdzeji napfi¢ vybojem a dopadaji na kiemikovy substrat. Na ném poté vznika
tenka vrstva, jez Casto ma diky popsanému zplsobu pfipravy ,,atom po atomu“ mnohdy
zajimavé vlastnosti. Podrobné je uvedeny proces popsan v knize Ohringa (1992, s. 145).

2.3 Diagnostika zapornych iontii pFi magnetronovém naprasovani

Zna¢nd pozornost je v poslednich letech vénovéna vysokovykonovému pulznimu
napraSovani oxidovych vrstev. Patfi k nim naptiklad vrstvy na bazi HfO2, jez maji velmi
vysokou dielektrickou konstantu (zhruba 30). Z tohoto divodu by do budoucna mohly
Vv elektronice nahradit dosud pfevazné uzivany SiOz, jehoz dielektricka konstanta je mnohem
mensi (pouze 3,9), coz s sebou nese jisté praktické nevyhody.

Jednim zprobléma vznikajicich pifi pfipravé vrstev uvedenou technikou je
nezanedbatelny pocet vysokoenergetickych zapornych iontd O™ a Oz vznikajicich nékolika
katody, jsou od ni odpuzovany a v disledku toho ziskavaji energii vfadu stovek
elektronvoltl, diky niz doké&zi pti dopadu na substrat vyvolat defekty zpiisobujici nartst
povrchové drsnosti ¢i dokonce degradujici vlastnosti vrstvy. V ramci pfednasky bylo na velmi
aktualnim ptikladu ptipravy vrstev HfO2 demonstrovano, Ze pomoci hmotnostni
spektroskopie je mozné detekovat, kolik téchto vysokoenergetickych iontl dopada na substrat
Vv zavislosti na poloze piivodu kysliku do vakuové komory. Moznost efektivné redukovat tok
uvedenych iontd na substrdt tak ma zisadni vyznam zhlediska pfipravy kvalitnich
tenkovrstvych materialti s velkym aplika¢nim potencidlem.

3 Zavér

Prezentovany piispévek slouzi k popsani zakladnich trendti uplatnujicich se ve fyzice
plazmatu, magnetronovém naprasovani a rovnéz v oblasti diagnostiky plazmového vyboje
vyuzitého pii tomto naprasovani. Radu dalsich informaci Ize vedle vyse uvedenych odkazii
najit rovnéz na webovych strankach Katedry fyziky ZCU www.kfy.zcu.cz.
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MATEMATIKA VE FYZICE 1

Jiti KOHOUT

1 Uvod

V tomto Gvodnim kurzu bloku vénovaného uziti matematiky ve fyzice byli ucastnici
kempu seznameni se zaklady diferencialniho poctu, konkrétné s pojmem derivace funkce
jedné proménné, geometrickym vyznamem derivace a rovnéz moznostech uziti derivaci ve
fyzice. VétSina kurzu byla vénovana praktickému procvi¢ovani zékladnich typt derivaci.

2 Derivace funkce jedné proménné. Nazev kapitoly

Po teoretickém vykladu byly na fadé spoleéné¢ fteSenych konkrétnich ptikladl
procvic¢eny techniky derivovani, predevsim pak derivace elementarnich funkci, pravidla pro
derivovani souctu, soucinu a podilu a rovnéz derivaci sloZzenych funkci. Nize jsou uvedeny
nékteré tlohy 1 s feSenim:

2.1 Derivace souctu a rozdilu

!

vzorce: (U+v) =u' 4V (U—v) =u' —V'

U '

) -

] !

(5x2 +3) =(10x) =10, (32x% +5x) =64x+5, (Inx+7x°) = )1(+42x5,

+(x2)' =1+ 2x, (x5 +sin x)’ =5x* +COS X, (5x2 +3), =10x

!

, 3 2
(tgx+cosx) = L —sinx,[xs+x—2x] =1-3x2+;2x—2.

cos? X 2 3
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2.2 Derivace soudinu

!

Vzorec: (u-v) =u'v+uv’

(%)

(XZ -cosx), = 2x-cosx+x2 - (—sin ), (cot QX'4X7), ==

!’

!
= 2x-x+ X% 1= 2x2 + x2 =3x2, (x-sin x) =2xsin x + x* oS X,

——-4x" +cot gx- 28x°,
sin % x

' 1 1 1 COS X sin X 1
(tgx - cot gx) =( - -cotgx]+(tgx~(— S D:( = j+( .(_ . j]:
C0S“ X sin © x cos“ x SIn X COS X sin “ X

(o) )
COS X-SIn X COS X-SIn X

2.3 Derivace podilu
!
u u'v—-uv'’
Vzorec: | —| = 5
Y v

!

9
[5X3J 15x%.7x7 —5x%-49x®  105x? —245x° 140x 20

7%’ (1 ¥ C 49xt a9xt  7x5 "

( 2x ] _2:(-x?)-2x-(-2x) _2-2x*+4x* _ 2+2%°
L-x? -y L-xf )

(sin xj _ cosX-Xx—sin x-1

X (x)

2.4 Derivace sloZzené funkce

! !

(sin 2x)’ =cos2x-2, (sin?x) =2-sin x-cosx =sin 2x, (cosx?) =—sin x? - 2x,

2y _ 1 34': AV o v 4v3 — _19v3 cin w4 . ~nc2 o4
(thx )_c052(5x2) 10x,(cos X ) 3(cosx ) Sin X™ - 4x 12x” -sin X™ -cos” x™,
(In x3+7)' :i3-3x2 :%:E, (cosxS)l = —sin x® .(xs), = —sin x®-3x?,

X X X

/ !

[sin (x® +1)] =cos(x® +1)- (x* +1) = cos(x® +1)-3x?,
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!

(cos2x — 2sin x) = (—sin 2x)-2—2005x,(x-«/1+ x2) =1-1+x? +x-;-(1+ X2}

N| -

-2X.

3 Zavér

Byly procvic¢eny zékladni techniky derivovani a c€astnici kurzu ziskali informaci, Ze
dalsi podrobnosti k tématu stejné jako tfadu prikladl k procviceni Ize nalézt ve studijnim textu
pro fesitele FO autort JareSové a Volfa.

4 Pouzita literatura
JARESOVA, M., VOLF, J. Diferencidlni pocet ve fyzice. Studijni text pro feSitele FO.
Dostupné na internetu: <http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difpoc.pdf>
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Mgr. Jiti Kohout, Ph.D.
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MATEMATIKA VE FYZICE 2

Jirti KOHOUT

1 Uvod

V nédvaznosti na predchozi kurz Matematika ve fyzice 1 bylo procviceno zakladni
vyuziti derivaci pii feSeni fyzikalnich uloh. Pocitany byly vybrané tlohy z mechaniky a
elektfiny, pficemz hlavni diraz byl kladen na pochopeni souvislosti derivace s vyjadienim
pomoci diferenci, které je uzivano na SS (napt. pro okamzitou rychlost &i zrychlen).

2 Vyuziti derivaci ve fyzice
V ramci kurzu byly mimo jiné feSeny nasledujici ulohy:

1. Urcete ¢asové zavislosti rychlosti v(t) a zrychleni a(t) pro harmonicky kmitavy pohyb,
vite-li, ze zavislost vychylky na ¢ase je dana vztahem y(t) =y, -sin(o-t+¢), kde
Yy, je amplituda, @ je uhlova frekvence a ¢ je faze.

2. Uzitim diferencialni rovnice se d4 dokazat, Ze zavislost drahy na ¢ase u ptimocarého
pohybu auta rozjizdéjiciho se s konstantnim vykonem P je pii zanedbani odporu
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3

prostiedi dana vztahem S(t):%-[Z—P-tjz, kde m je hmotnost vozidla. Urcete
. m

Casové zavislosti rychlosti v(t) a zrychleni a(t).

3. Uvazujme ctvercovy zavit o délce strany a rotujici kolem své osy v homogennim
magnetickém poli o magnetické indukci B thlovou rychlosti @.Urcete Casovou
zavislost napéti indukovaného v zavitu U; (t).

3 Zavér
Bylo procviceno vyuziti derivaci ve fyzice a ucCastnici kurzu ziskali informaci, ze dalsi
podrobnosti k tématu Ize nalézt ve studijnim textu pro fesitele FO autort JareSové a Volfa.

4 Pou%ité literatura
JARESOVA, M., VOLF, J. Diferencialni pocet ve fyzice. Studijni text pro fteSitele FO.
Dostupné na internetu: <http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difpoc.pdf>

5 Kontakt na autora

Mgr. Jiti Kohout, Ph.D.

Odd¢leni fyziky, Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy, Fakulta pedagogicka,
ZapadocCeska univerzita v Plzni

jkohout4@kmt.zcu.cz

MATEMETIKA VE FYZICE 3

Jiti KOHOUT

1 Uvod

Prispévek byl v ndvaznosti na piedchozi kurzy Matematika ve fyzice 1 a 2 zaméten na
praktické vyuziti diferencialniho poctu k feSeni jednoduchych optimaliza¢nich tloh
s fyzikalni tématikou. Reseny byly piiklady z riznych oblasti fyziky tak, aby uéastnici ziskali
komplexni pfedstavu o moznostech dané metody.

2 Ulohy na hledani extrémii
V ramci kurzu byly ve spoluprici s u€astniky pocitany nasledujici alohy:

1. Pod jakym thlem musi plavat cloveék schopny vyvinout ve vodé rychlost

A =1m-s? ptes feku Sirokou d =2000 m, jejiz proud ma ve vSech castech rychlost
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3

Vo =15m-s 1, aby ho proud snesl 0 co mozné nejmensi vzdalenost. O jakou vzdalenost X

ho v tomto krajnim piipadé snese?

2. Uvazujme dva stejné bodové kladné néboje o velikosti Q umisténé ve vzdalenosti 2a
od sebe. Urcete, kde na ose tseCky spojujici oba naboje bude velikost intenzity elektrického
pole maximalni a jaka bude?

3. V kvantové mechanice se da dokazat, ze hustota pravdépodobnosti vyskytu elektronu
v zékladnim stavu atomu vodiku (tj. stavu 1s) zavisi na vzdalenosti od jadra vztahem

2r
f(r)= ig r?.e a, kde a=5,3-10"" m je tzv. Bohriiv polomér atomu. Urdete, v jaké
a
vzdalenosti od jadra je nejvétsi pravdépodobnost vyskytu elektronu.

4. Z bodu A na silnici je tfeba se dostat do bodu B na louce vzdaleného od silnice b v co
nejkratsi dobé. Vzdalenost boda A a C, ktery je patou kolmice spusténé z bodu B na silnici, je
a. Vite-li, Ze rychlost auta po louce je tfikrat mensi nez po silnici, urcete, v jaké vzdalenosti
od bodu C je tieba sjet ze silnice.

U ulohy ¢islo 1 bylo vedle klasického feSeni pomoci derivaci prezentovano i numerické
feSeni provedené v programu EXCEL. Pro ilustraci ukazme feSeni piikladu 3:

Budeme hledat maximum uvedené funkce f(r). Extrémy vzdy urcujeme tak, ze danou

funkci derivujeme podle ra derivaci polozime rovnu nule. Pozor, musime derivovat jako
2r 2r

soudin tj. funkei r? derivovat krat funkci e 2 opsat plus funkci r? opsat krat funkci e 2

. , 4 . : L, L .
derivovat. Vyraz — lez hlediska derivovéani podle r konstanta a proto nehraje Zadnou roli.

Bude platit:
oty dl4 , o) 4 d|, =) a4 - AN
(r):_ _.rz.e a |—=__ . r2.e a |=——.|2.r-e 2 +r2.(__j.e a | =
dr dr| a3 ad dr as a
4 2 r
=—-€ a.2 r~(1——j
a a
2r
o) _gdea r(l——j:o 1-L-0=r=a
dr as a a
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Zjistili jsme, ze extrém muize nastdvat ve vzdalenosti r = a od jadra. Korektné¢ bychom
méli jesté ovefit, ze se rovna o maximum. Vzhledem k tomu, ze funkce f(r) vintervalu

3

(0,00) nabyva pouze kladnych hodnot a pro jeji limity v krajnich bodech plati nasledujici
vyrazy:

o 2r

. . 4 . .| 4 -
lim f(r)= lim —.r?.e 2 |=0. lm f(r)=Ilim —_.r?.e 2 |=0,
r—oo r—oo a3 r—0 r—0 3_3

se o nic jiného, neZ o maximum, jednat nemiizZe.

Pii vypoctu jsme vytkli vyrazy, které nulové byt nemohou. Zjistili jsme tedy, ze pro
zakladni stav atomu vodiku je nejvétsi pravdépodobnost nalezeni elektronu ve vzdalenosti
r =a od jadra.

3 Zavér

V ramci daného kurzu bylo procvi¢eno vyuziti diferencialniho poctu k hledani extrému
funkci jedné proménné a uziti ve fyzice. Ugastnikiim bylo rovnéz fedeno, ze dalsi priklady
k procviceni i podrobny teoreticky vyklad lze najit napiiklad v studijnim textu k fyzikalni
olympiad¢ autord JareSové a Volfa.

4 Pou?itz’t literatura
JARESOVA, M., VOLF, J. Diferencialni pocet ve fyzice. Studijni text pro feSitele FO.
Dostupné na internetu: <http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difpoc.pdf>
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MATEMATIKA VE FYZICE 4

Jiti KOHOUT

1 Uvod

Utastnici byli stru¢né seznameni s principy integralniho poétu, technikami integrovéni,
souvislosti urc¢it¢tho a neurCitého integralu a rovnéZz s moznosti vyuziti integrala jedné
proménné ve fyzice. Znacna pozornost byla vénovana procviceni zékladnich integracnich
technik.

2 Techniky integrovani

Byly propocitany piiklady tykajici se zakladnich integrald, integrace metodou per partes
a rovnéz integrace substituci. Vybrané teSené piiklady jsou uvedeny v nasledujicich
podkapitolach.

2.1 Zakladni integraly

'[x5dx=)z:+c,'|.xl4dx:j( ’4)dx_— '[(x2+3)1x=X33+3x+C,

2

—6-X—+7'X+C,
2

3)
j(x —6x+7)dx _[x dx—-6- _[xdx+7 Jldx—);

j(x—2)2 -(x2 +1)dx :I(xz —4x+4)-(x2 +1)dx:j(x4 +x2 —4x3 —4x+4x? +4)jx:

5 4 3 2
j(x4—4x3+5x2—4x+4)1x=X——4.X—+5-X——4-X—+4x+c,
5 4 3 2
B 3 2
jx 3X Hyo[| X35 L -2 3, 1 X% ¢,
2 4x3 47 4 (-2)
2% 2%
I(S-ZX—Ssinx+1)jx:3-——5(—cosx)+x:3-—+5cosx+x+C,
In2 In 2
cos? x 1—sin % x sin 2 x
Icotg xdx = J x:j > dx:j dx—J 5 dx =—cotgx—x+C.
sin 2 x sin © X sin © x sin © x
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2.2 Integrace metodou per partes

_[x-sin xdx = u(x) = x,u’(x) =1,v(x) = sin x,v(x) = —cos

:x-(—cosx)—jl-(—cosx)dx:—x-cosx+j1-cosxdx:—x-cosx+sin x+C

Iln xdx = |u(x) = In x,u’(x) = =,v'(x) =L, v(x) = x

1
X

=1n x-x—J.l-xdx:x-In X—X+C,
X

5
jx-ezxdx:
1

5 5 5
~ X . p2X _j‘l. a2X ~ x . @ 2X B a2X ~
2 2 2 4
11 1 1
5.025 1.021 025 o2l 5.010 o2 ol0 o2
2 2 | |4 a2 2|4 af
3 Zavér
Byly procviceny zakladni techniky integrovani a ucastnici kurzu byli informovani, ze

dalsi podrobnosti k tématu stejné jako fadu ptikladl k procviceni Ize nalézt ve studijnim textu
pro fesitele FO autort JareSové a Volfa.

u=xv =e?:u' =Lv=—

4 Pou?ité literatura
JARESOVA, M., VOLF, J. Diferencialni pocet ve fyzice. Studijni text pro feSitele FO.
Dostupné na internetu: < http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/intpoc.pdf>
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JEDNODUCHE EXPERIMENTY 1

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Piednaska se zabyvala jednoduchymi experimenty na téma: kapaliny a plyny.

2.2 Experimenty

Prelévani plynd, vajicko v lahvi, utopeni piiklopené svicky, obracena sklenice
S papirem, obracend sklenice se sitkem, obracena ldhev s malym otvorem, lihova raketa,
Bernoulliho jev, Magnustv jev.

3 Kontakt na autora

PhDr. Pavel Kratochvil, Ph.D.

Zapadoceska univerzita v Plzni, Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy
E-mail: kratinek@kof.zcu.cz

JEDNODUCHE EXPERIMENTY 2

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Piednaska se zabyvala experimenty na téma: transformatory.

2.2 Experimenty

Vznik vitivych proudi v médeéné trubicce, indukované napéti v civce, transformatory
S transformac¢nim pomérem menSim nez 1 — indukéni pec, svarecka, vysoké napéti —
bleskojistky, vedeni elektrického proudu ve skle, ztraty na vedeni vysokého napéti.

3 Kontakt na autora

PhDr. Pavel Kratochvil, Ph.D.

Zapadoceska univerzita v Plzni, Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy
E-mail: kratinek@kof.zcu.cz
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JEDNODUCHE EXPERIMENTY 3

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Pokracovani prednasky se zajimavymi experimenty na téma: transformatory.

2.2 Experimenty
Experimenty s induk¢nim vafi¢em, Ruhmkorffiiv induktor, Tesltv transformator.

3 Kontakt na autora

PhDr. Pavel Kratochvil, Ph.D.

Zapadoceskad univerzita v Plzni, Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy
E-mail: kratinek@kof.zcu.cz

JEDNODUCHE EXPERIMENTY 4

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Piednaska se zabyvala nevSednimi experimenty na téma: kapalny dusik.

2.2 Experimenty

Leiden-Frostiv jev, zmrazeni hopiku, rozlomeni gumy, zmrazeni salatu, rajcete a
jinych potravin, vystfeleni Spuntu, pohyb kiidy na plynném polStafi, rozto€eni ping-
pongového micku, protékani vody a dusiku hadrem, zdrovka bez batky, kapalnéni kysliku,
desublimace SF6, levitace supravodice 1. a II. typu, model supravodivého vlaku Maglev.

3 Kontakt na autora

PhDr. Pavel Kratochvil, Ph.D.

Zapadoceska univerzita v Plzni, Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy
E-mail: kratinek@kof.zcu.cz
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RESENI JEDNODUCHYC}} I'J,LOH O POHYBU -
GRAVITACNI ZAKON

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvala feSenim tloh na téma: Gravitacni zakon.

2.1 PFiklad &1 dle [1]
Jak velkou gravita¢ni silou pfitahuje sedmikraska o hmotnosti Ms=0,15¢ otakarka

fenyklového o hmotnosti Mo=0,3( je-li ve vzdalenosti metr od ni? Jak velkou gravitaéni
silou ho ptitahuje Slunce? Porovnejte velikosti obou sil.

2.2 Priklad ¢.2 dle [2]

Pobliz stromu, na kterém bydli veverka, se nachazi tunel, ktery prochazi sttedem Zem¢.
Veverka se rozhodla, ze do néj schové ofiSek o hmotnosti M.
a) Jaky pohyb bude ofisek konat, kdyz ho veverka pusti do tunelu? Napiste jeho pohybovou
rovnici.
b) Jakou rychlosti proleti ofisek stfedem Zem¢?
C) Vrati se ofisek k veverce? Pokud ano, jak dlouho mu to bude trvat?

Poznamka: Predpokladejte, ze v tunelu je vzduchoprazdno, ze Zemée je homogenni koule a
zanedbejte rotaci Zem¢.

2.3 Piiklad ¢.3 dle [3]
Vypocitejte, v jaké vySce nad rovnikem se pohybuje geostacionarni druzice (tj. druzice,
ktera se pohybuje stale nad stejnym mistem Zem¢).

3 Pouzita literatura

[1] Motyl, kvétina a Slunce. In: Shirka Fesenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit. 2016-09-16].
Dostupné z: http://reseneulohy.cz/1246/motyl,-kvetina-a-slunce

[2] Skrys pro ofisek. In: Shirka resenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit. 2016-09-16].
Dostupné z: http://reseneulohy.cz/1215/skrys-pro-orisek

[3] Vyska druzice. In: Shirka resenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit. 2016-09-16].
Dostupné z: http://reseneulohy.cz/204/vyska-druzice
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RESENI ULOH Z HYDROMECHANIKY

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyvala feSenim Uloh z hydromechaniky.

2.1 Priklad ¢.1 dle [1]
Princip funkce barometru je tento: uzka sklenénd, na jednom konci zatavena trubice délky
1 metr je ¢astecné naplnéna rtuti a ponotfena svisle do misky rovnéz naplnéné rtuti.

Rano, pii teploté 0 °C, saha sloupec rtuti v barometru do vysky h. V ptedpovédi pocasi bylo
pravé uvedeno, ze atmosféricky tlak je 99,7 kPa atlakova tendence je setrvald (tj.
atmosféricky tlak se béhem experimentu neméni).

Pozdé¢ji slunicko ohieje povrch Zemé, od néhoz se nasledné ohieje i vzduch (a tedy i rtut’) na
30 °C. Jak se zméni vyska rtut'ového sloupce v barometru?

Hustota rtuti pfi 0 °C je 13 595 kg'm > a pti 30 °C je 13 521 kg-m .

2.2 Priklad ¢.2 dle [2]

Oteviena cisterna, kterd ma tvar komolého rota¢niho kuzele s primérem dolni podstavy 1,2 m
a thlem mezi bo¢ni sténou a svislici 30°, je naplnéna vodou do vysky 3 m. Nad hladinou
vody je tlak vzduchu 0,1 MPa. Urcete:

1. Objem a hmotnost vody v cisterné.

2. Tlak vody u dna cisterny.

3. Velikost sily, kterou piisobi voda na dno.

4. Velikost vysledné sily, kterou ptisobi voda na kuzelovou sténu.

2.3 Piiklad ¢.3 dle [3]

Kapilara délky 50 cm je uzaviena na obou koncich. Obsahuje vzduch, ktery je rtutovym
sloupcem délky 10 cm rozdélen na dva vzduchové sloupce. Pokud je kapilara ve vertikalni
poloze, pak jsou vzduchové sloupce dlouhé 15cm a 25cm. Umistime-li kapildru do
horizontalni polohy, bude délka obou vzduchovych sloupcti 20 cm.

Jaky je tlak vzduchu v kapiléfe, kdyz je v horizontalni poloze?

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



LJ
*
** ** ﬁ._
. * * U] M
evropsky ™ II\. g A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP VzaBlavani - »
™ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkurenceschopnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

2.4 Priklad ¢.4 dle [4]

Zlaty predmét ma na vzduchu hmotnost 96,25 g. Ponofen ve vod¢ je vyvazen zavazim
0 hmotnosti 90,25 g. Rozhodnéte, zda je pfedmét duty. Pokud ano, urCete objem dutiny.
Hustota zlata je 19,25 g-cm™.

2.5 Priklad ¢.5 dle [5]

Nadoba ma ve stén¢ vyvrtany dva otvory, jeden ve vySce h1 ode dna a druhy ve vysce ha. V
jaké vysce h musi byt hladina vody v nadob¢€, chceme-li, aby voda z obou otvort stiikala do
stejné vzdalenosti x? Odpor vzduchu zanedbejte.

Reste nejprve obecné a potom pro hodnoty h; = 10 cm a h = 30 cm.

3 Pouzita literatura

[1] Pocitani s barometrem. In: Shirka resenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit. 2016-09-16].
Dostupné z: http://reseneulohy.cz/998/pocitani-s-barometrem

[2] Cisterna ve tvaru komolého kuzele. In: Shirka resenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit.
2016-09-16]. Dostupné z: http://reseneulohy.cz/1002/cisterna-ve-tvaru-komoleho-kuzele

[3] Kapilara s rtuti. In: Shirka resenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit. 2016-09-16].
Dostupné z: http://reseneulohy.cz/1155/kapilara-s-rtuti

[4] Zlato vyvazené zavazim. In: Shirka reSenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit. 2016-09-
16]. Dostupné z: http://reseneulohy.cz/1034/zlato-vyvazene-zavazim

[5] Voda stiikajici z nadoby. In: Shirka resenych uloh z fyziky [online]. 2016 [cit. 2016-09-
16]. Dostupné z: http://reseneulohy.cz/925/voda-strikajici-z-nadoby
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ZAJIMAVE EXPERIMENTY

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Na této pracovni hodiné si studenti mohli vyzkouset foceni metodou ,,pinhole®,
postavit ,,da Vinciho most* nebo most z novinovych rulicek.
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2.2 Foceni metodou ,,pinhole

Vystiihnéte a slepte z ¢erné ¢tvrtky pinole krabi¢ku (obr. 1, obr. 2). Do pfedni stény
ude¢lejte Spendlikem dirku. Do vicka, které tvofi zadni sténu, vlozte fotograficky papir. Nechte
zhruba jednu minutu exponovat (podle svételnych podminek). A fografii vyvolejte.

Télo Vicko
j, [
| T T
s || : :
20)| |1 : :
i K
G ' bl a2
| 1 1
i ! i
550 | ' :
77 [ | T S e e
o 1 t 420
Y N
t % 57 20
| (80)
gs| | krabicka
o) |1
1
| 1
v
3
$pendlikova vicko
55 il
a7 zaklopka I/ dirka
v
159 . = | fotopapir
5 05 85 10
(133) (120) I .
vystiihnout Peclivé slepte, dbejte na to, aby do ohnuta hrana
) . vnittku krabicky a vi¢ka nevnikalo
"""""""""""""" ohnout svétlo pies slepené casti.

Obr. 1 Obr. 2
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2.3 Stavba da Vinciho mostu
Dievéna prkynka je mozné skladat riznymi zptisoby. Jeden z nich je zachycen na obr. 3
a obr. 4.

3

5 2 7 1

VT

Obr. 3 Obr.43
http://ask.metafilter.com/38289/How-to-build-da-Vincis-selfsupporting-bridge
http://ecx.images-amazon.com/images/1/41ExcEIGhIL.jpg

2.2 Stavba mostt z novinovych rulicek

Zakladnim stavebnim kamenem je list novin smotany do rulicky. Z téch je mozné
skladat a lepit rizné mostové konstrukce. Naptiklad piihradovy most nebo zavéSena lavka.
Ukolem je co nejvétsi nosnost mostu.
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KIRCHHOFFOVY ZAKONY

Pavel MASOPUST

1 Uvod

Prednaska ukazala, jak pomoci Kirchhoffovych zakond ftesit zakladni wlohy teorie
obvodli. Zminéna byla i aplikace pro vypocet stiidavych obvodii a pfechodovych jevi
v obvodech s kondenzatory.

O zakonech lze nalézt mnoho informaci jak v odborné literature, tak na internetu.
V pouzité literatufe je seznam pocitanych ptikladd 1 teorie v mnozstvi dostate¢ném
k dokonalému pochopeni piednesené problematiky. Piedev§im [1] obsahuje mnoho
multimedidlnich materialti a komentovanych ptikladu.

2 Pouzita literatura

[1] REICHL J., Kirchhoffovy zakony, [Online], [cit. 1. 9. 2016],

Dostupné na internetu: <http://fyzika.jreichl.com/index.php?page=257&sekce=browse>
[2] SVOBODA J.., Kirchhoff’s Laws, [Online], [cit. 1. 9. 2016],

Dostupné na internetu:
<http://people.clarkson.edu/~jsvoboda/Syllabi/ES250/ckts/KCL_KVL.pdf>

[3] Wikipedie, Kirchhoffovy zakony, [Online], [cit. 2. 9. 2016],

Dostupné na internetu: <http://cs.wikipedia.org/wiki/Kirchhoffovy z%C3%Alkony>
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OHMUV ZAKON

Pavel MASOPUST

1 Uvod

Dvoudilna pfednaSka se vénovala znamému Ohmovu zdkonu. Pfednéaska postupovala od
Coulombova zékonu a od silového ptsobeni elektrického pole na nabité Céstice, které jsou
timto piisobenim urychlované. Analyzou vnitinich pomért ve vodici byla nalezena souvislost
mezi elektrickym odporem a objemovou koncentraci nosicl elektrického naboje, jejich
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nabojem, stfedni dobou mezi srazkami. Odvozen byl Ohmiiv zdkon v diferencialnim tvaru a
diskutovano bylo, jak tento tvar souvisi se znaméj$im integralnim tvarem. Na zaklad¢ tohoto
teoretického vykladu byly pocitany modelové piiklady. PfednaSka byla doprovazena nékolika
experimenty.

2 Zavér
Prednaska ukazala odvozeni Ohmova zakona a jeho aplikaci pii vypoctech i méteni.

3 Pouzita literatura

[1] LIAO S., DOURMASHKIN P., BELCHER J., Fyzika 8.02: Elektrina a magnetizmus,
[Online], [cit. 1. 9. 2016],

Dostupné na internetu: < http://www.aldebaran.cz/elmg/kurz.html>

[2] HALLIDAY, D.,RESNICK, R., WALKER, J., FYZIKA. Prometheus, 2000, ISBN 81-
7196-213-9
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FYZIKA V POHADKACH

Pavel MASOPUST

1 Uvod
Uvodni prednaska kempu se vénovala fyzice, kterou je mozné nalézt ve znamych
pohadkach. Fyzikdlni rozbor se vénoval pohadkam:

2 Mrazik

V Mrazikovi byly analyzovany dv& pasdze. Prvni se tykala Ivankova odhozeni
loupeznickych klackl tak, Ze se vratily az za 200 dni. Vrh byl modelovan jako vrh svisly
vzhlru v neproménném i1 v proménném tithovém poli. Citat z pohadky o tom, Ze Ivanek musel
mit ukrutnou silu, se ukéazal jako nanejvys pravdivy.

Druhd analyzovand cast se dotykala NasténCina doplétdni puncochy. Nasténka zde
,»premluvi® Slunécko jasné, aby jesté nevychazelo, neb ji stihne kruty trest. Jaké moznosti
k obraceni vychazejiciho Slunce Nasténka méla, probrala dalsi ¢ast prednasky. Ukazalo se, ze
Nasténka by musela byt jesté daleko vykonné&jsi, nez Ivanek.
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2.1 T¥i oriSky pro Popelku

Ve zndmé scéné nahlizi Popelka zamrzlym oknem do salu a ptedtim oSkrabava zvenku
namrzlé okno. Jaké asi musely uvniti sdlu panovat teplotni poméry hodnotila dalsi ¢ast
prednasky. Mluvilo se o pojmech jako desublimace, rosny bod, apod.

2.2 Cisaiuv pekai — Pekariv cisar

»Zalezi na tom, jak se do toho tfiskne®, fikd v pohadce Josef Kemr. To, jak by se do
toho muselo tfisknout, zkoumala treti ¢ast pfednasky. Jakou kinetickou energii by musela mit
zelezna palice, aby se po dopadu na olovo spustila jaderna reakce a bylo vyrobeno zlato? Co
s radioaktivni médi, ktera by pfi procesu vznikla?

2.3. T¥i veterani

Princezna sni plody z Friidkovniku a zafne se ji zvétSovat nos. Jakou by mél nos
hmotnost, jakou rychlosti se pohyboval, kolik energie by vyzafil kdybychom jej modelovali
jako absolutné Cerné téleso, bylo by mozné takovym nosem nasat kapalinu tak, jak jsme to
vidéli v pohddce? I toto z pohledu fyziky pfednaska hodnotila.

3 Zavér
Ptfednaska se snazila humornou formou fyzikaln¢ analyzovat né€kolik zndmych pohadek
a ovéfit, jak moc se v nich zobrazené dé¢je s fyzikou.rozchazi.

4 Pouzita literatura
[1] HALLIDAY, D.,RESNICK, R., WALKER, J., FYZIKA. Prometheus, 2000, ISBN 81-
7196-213-9
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RESENI VYBRANYCH ULOH SKOLNICH KOL FO

Petr Mazanec
1 Uvod
V prednasce bylo ukazano fesSeni uloh z minulych ro¢niku fyzikalni olympiady.

2 Stat’
Priklad 1 (51.ro¢nik FO kategorie A — Skolni kolo)

Automobil (za jizdy po piimé trati)

Automobil ma motor o maximalnim vykonu P, = 95 kW a jeho hmotnost s
jednou osobou je m = 1000 kg. K uvedeni do pohybu odbrzdéného automo-

bilu se zarazenym neutralem na vodorovné silnici musel privolany pomocnik
vyvinout ve vodorovném smeéru silu o velikosti Fo = 120 N. Predpokladejte, ze
velikost odporové sily je popsana funkci

Fe=Av2 +F,

kde A je konstanta a v je velikost okamzité rychlosti.

a) Ridi¢ provedl experiment: vyjel na vrchol kopce, z néhoz se primocara vozovka
svazuje pod stalym thlem o = 4,0°. Automobil po rozjezdu z kopce

a po zarazeni neutralu dosahl stalé rychlosti vi = 72 km/h. Urgete kon-
stantu A.

b) Jaky musi byt vykon P; motoru, aby se automobil pohyboval stalou rychlosti
v; = 72 km/h po vodorovné vozovce?

c) Pii jizde stalou rychlosti musi motor pracovat se stalym vykonem. Sestro jte graf
zavislosti vykonu P motoru na rychlosti v a uréete maximalni rych lost v, pfi
vykonu Pp, .

ReSeni:

a) Auto jelo rovhomérné primocaie stalou rychlosti z kopce doli, protoze slozka
tihové sily F =mgsin « je v rovnovize s odporovou silou F, .

F=F,
mgsin «= Avi + Fy

mgsin € —Fy
A= 3
vy

b) Okamzity vykon P1 = F:vy = (Avi + Fo) v, = vy mgsina = 14kW

=1,41kg-m™
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C) V)’ikon motoru P= .FE'U = Dl‘v‘z + Fu}'v = Av? + .Fu'lJ'
je kubickou funkci rychlosti v.
Pomoci grafu funkce a jeji tabulky miiZeme numericky zjistit, Ze
P=P, =95kW
pfi maximalni rychlosti ¥ = Vm = 40m - s = 144km - h* .

Priklad 2 (51.ro¢nik FO kategorie B — $kolni kolo)

2. Pohyby v planetarni soustavé
O planeté Mars zjistili astronomové na zakladé méreni z povrchu Zemé, ze

sidericka doba obé&hu Marsu je Tm= 1,881 roku. V uloze vysta€ime pfi feSeni
problému s modelem, v némz se obé planety pohybuiji po kruznicich, jejichz
stfed splyva se stfedem Slunce.

a) Urcete polomér kruznice, po niz se pohybuje stfed Marsu, a rychlost pohybu
stfedl obou planet pfi jejich pohybu kolem stfedu Slunce.

b) Z udajii o pohybu Marsu kolem Slunce uréete hmotnost Slunce.

c) Jestlize se stfedy Slunce, Zemé a Marsu dostanou pfiblizné do téze polo-
primky, pak pravé o plinoci zaéneme nase pozorovani. Za jak dlouho se

tato situace bude opakovat? Tato doba se nazyva synodicka obézna doba.

ReSeni:
a) Podle 3. Keplerova zakona plati

2
v, =%=24,11cm-s-1
i ]
2
v, = T;r’ — 29,8km - st
z
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b) Gravita¢ni sila, kterou piisobi Slunce o hmotnosti M na Mars o hmotnosti m je
silou dostiedivou, ktera zpisobuje pohyb Marsu po KkruZnici o poloméru
¥ =1, stalou rychlostiv =v,,

T
M=?=1,99-103“kg

c) Synodicka uhlova rychlost je rovna rozdilu ihlovych rychlosti Zemé a Marsu pri
obéhu kolem Slunce. Synodicka obéZna doba odpovida této ihlové rychlosti a je
to perioda dvou po sobé jdoucich opozic nebo konjunkci Marsu a Zemé se

a4

Sluncem, kterou naméri pozorovatel na Zemi.

Wy = Wy — Wy,

_ Tz'Tm

Ts = m = 2,135 roku

Priklad 3 (51.ro¢nik FO kategorie C — $kolni kolo)

1. Macocha

Z okraje vyhlidkové plosiny Macochy vrhl chlapec svisle doli kamen s pocatecni
rychlosti o velikosti 50 m s 1. Za dobu 5,20 s od zagatku vrhu byl slyset dopad
kamene na vodni hladinu. K vrhu doslo pti teploté vzduchu 20 °C, pfi niz se zvuk
ve vzduchu §iii rychlosti 343 m - s, Urcete

a) vysku horniho okraje propasti nad vodni hladinou a dobu od za¢atku vrhu, za
kterou dopadl kamen na vodni hladinu,

b) wvelikost rychlosti, s jakou dopadl kamen do vody.

Odpor vzduchu zanedbejte.
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ReSeni:
Kamen prFi padu s pocateéni rychlosti 7o padal do propasti po dobu
t; na drize s = h a p¥i dopadu do vody mél rychlost v.Pro jeho drihu a rvchlost plati:

1J=1J'u+gt1

£2
s=h=1vyty +JEII|2—1

Po narazu kamene na hladinu vody se
vy Tovnomérné primoéafre po stejné driaze
s=h=v; 't

kde t, je doba pohybu zvukoveé viny k chlapci.

7214
=N
=g
2}

vzduch Kk chlapci rychlosti

Ze zadani plyne, Ze t1 + tz =t = 35,205

Matematickym reSenim vySe uvedenych rovnic ( 3 linearni a 1 kvadratickd) vypocteme
vSechny neznamé veliciny:

t; =4.805 t; = 0,405 h=140m v=52m-s! =187km-h?

3 Zavér
Bylo provedeno feSeni tii fyzikalnich uloh, zadanych v 51. ro¢niku této soutéze
Vv kategoriich A, B a C ve §kolnim Kkole.

4 Pouzita literatura
Zadani $kolniho kola FO v 51.roéniku této soutéze, www-stranky UV FO

5 Kontakt na autora

Mgr. Petr Mazanec

Gymnazium, Plzen, MikulaSské ndm. 23
pmazanec@mikulasske.cz
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Petr Mazanec
1 Uvod

V prednasSce byly ukazany 2 priklady fyzikalnich déji s exponencialni zavislosti.
2 Stat’

Priklad 1 (teplotni délkova roztaznost tyce)

Odvod’te zavislost délky I ty€e na jeji teploté t, jestliZe pii teploté t, ma tyc délkul,

Reseni:
Zména délky tyce Al je piimo imeérna zmene teploty At a puvedni délce tycel.

Al = alAt

Koeficient pirimé imérnosti & je soucinitel teplotni délkové roztaznosti materialu tyce.
Tento vztah plati pro malé zmény obou veli¢in (Al -+ 0 a At — 0 ).V tomto pFipadé
miiZeme zmény nahradit diferencidly a dostaneme diferencidlni rovnici, kterou vyresime
separaci proménnych a dvéma urcitymi integraly:

dl =a-1-dt
IdI t
_=a.J-dt
IDI to

[(Inl];, = «-[t];,

Inl—Inl; = a(t—t,) = ait

1
In (—) = gAt=x
Iy

Veli¢ina x je bezrozmérna velicina.
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Hledana zavislost tedy je exponencialni a rostouci (ty¢ se pri zahFivani prodluzuje a pri
ochlazovani zkracuje).

!:Iu'eleu'eu.ﬂs

Soucinitel &« ¥ 107K ™! a pro At = AT € (—100K; +100K) je x € (—0,001;0,001) .

Protoze je x — 0, bude platit velmi dobie i piivodni rovnice pro zmény
Al=1-1, aAt=t—t,

-1, =al At

Upravou dostaneme jednoduchy vztah linearni
l=1,-(14+ait)=1,-(1+x)

Porovnanim presné exponencialni a priblizné linearni zavislosti dostavame

e*¥1+x prox—0
Primka o rovnici ¥ = 1 + x je tecnou exponencialni kiivky y = e* v bodé x = 0.

Kvadr ma pri teploté t, ebjemV, = ayb,c, . Potom pFi teploté t ma objem

V=abc=ay,-e*-by-e*-c,-e* =V, e*

V=V, - =y,-ef* B=3a
Pro malé teplotni zmény objemu miiZeme odvodit jednodussi vztah:

e =(e"Pr(1+x)?=1+3x+3x2+x*~ 1+3x
Vy3$§i mocniny x miiZeme zanedbat (x — 0 = x*> — 0= x* — 0) a funkci linearizovat

pro mala x, bliZici se k nule.
Primka o rovnici y = 1 + 3x je tefnou exponencialni kiivky y = e** v bodé x= 0.

Tyto dva vysledky jdou zobecnit na vétu:

P¥imKa o rovnici ¥ = 1 + kx je tetnou exponencialni kiivky y = e** v bodé x = 0.
e¥* % 1+ kx prox—0aprokcR

Pro mala x tedy plati:
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V="V,-(1+BAt) B=3a

Priklad 2 (radioaktivni rozpad jader atomu)

Odvod’te zavislost poc¢tu nerozpadlych jader N radioaktivniho materialu na Case t, jestlize na
zacCatku pozorovani v Case t = 0 byl pocet nerozpadlych jader ve vzorku N, a polocas rozpadu
jeT.

ReSeni:

Za polocas rozpadu klesne piivodni pocet jader na polovi¢ni pocet, protoZe druha
polovina jader se rozpadla rozpadem a nebo £ . Potom plati:

t=0-N=N,

Nﬂ
t=T—>N=—"
2
Nﬂ
t=2t>N=—
4
Nﬂ
t=3T>N=—
8
Ny 1)\ L t
t=kl = N=—= u-(—) =Ny 2 k=—
2 2 T

1T _t
N=NUI(E) =Nu-2]—

Pocet nerozpadlych jader exponencialné klesa s casem. Pocet rozpadlych jader x v ¢ase t
jex=N,— N= —AN.

Ted’ odvodime stejny zakon FeSenim diferencialni rovnice. Pocet x rozpadlych jader za
maly ¢asovy interval Af je pfimo imérny piivodnimu poctu jader a délce ¢asového
intervalu.
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x= —AN= A-N-At
A je rozpadovi konstanta radionuklidu.

Tento vztah opét plati pro malé zmény obou veli¢in (AN — 0 a At —+ 0 ). V tomto
pripadé miizeme zmény nahradit diferencidly a dostaneme diferencialni rovnici, kterou
vyFeSime separaci proménnych a dvéma urcitymi integraly:

dN =—A-N-dt

.n'ﬁ'-dN 1
| = a
NDN o

(InNy, = —4-[t];

N=Ny-e*=Ny-e ™

Dostali jsme vyjadieni rozpadového zakona pomoci piirozené exponencialni funkce.
Plati tedy exponencialni zavislost pro ¢ = 0.

Obé strany rovnosti zlogaritmujeme prirozenym logaritmem:
_t
In (2 1’) = In(e™#)

t
——-In2=— A4t
T
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Upravou jsme dostali vztah mezi polo¢asem rozpadu a rozpadovou konstantou.

r
Zavér: N=N,-2T=N,-e* A==

3 Zavér

Na prikladech teplotni roztaznosti a radioaktivniho rozpadu jsme ukazali rostouci
a klesajici exponencialni zavislost mezi fyzikalnimi veli¢inami a FeSeni diferencialni
rovnice dy = k- y - dt separaci proménnych.

4 Pouzita literatura:
casopis Kvant, ¢islo 12, ro¢nik 1972

5 Kontakt na autora:

Magr. Petr Mazanec

Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz
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Petr Mazanec

1 Uvod

V prednasce bylo ukaziano vyuziti matematického FeSeni kvadratickych,
exponencialnich a goniometrickych rovnic pri FeSeni fyzikalnich uloh.

2. Stat
Priklad 1

Kaskadér o hmotnosti m=90 kg, pfivazany k pruZnému lanu, pouZivanému na
bungee-jumping, o tuhosti k=50N/m a délce v nezatizeném stavu 1=30m, skace z vrcholu
mostu, ktery je ve vySce h nad hladinou prehrady. Urcete tuto vysku, jestliZe ho pruzné
lano pri padu zastavi tésné nad hladinou a pak ho vymrsti zpét nahoru. Zanedbejte
odpor vzduchu pri prvnim padu a predpokliadejte, Ze lano pri deformaci vyhovuje
Hookovu zakonu.
ReSeni:
Ulohu vyie$ime uZitim zikona zachovani mechanické energie, ktery plati p¥i zanedbani
odporu vzduchu.
Polohova energie kaskadéra v tihovém poli Zemé na zac¢atku padu v poloze 1 se preméni
na polohovou energii deformovaného lana v nejniz§i poloze 2 pri padu brzdéném
natahujicim se pruZnym lanem. Nulovou hladinu polohové energie v tihovém poli zemé
volime v poloze 2. V obou polohach je kineticka energie kaskadéra nulova.
Tedy plati:

Ei-E2

Ex?
mgh = —-

Z geometrie obou poloh vyplyva vztah h =1+ x, jehoz dosazenim do pi‘edchozi rovnice
dostaneme kvadratickou rovnici pro prodlouZeni lana x p¥i deformaci v poloze 2.

kx® — 2mgx —2mgl=10

Podminka pro neznamé prodlouZeni x je
x>=0

Obecné muZeme FeSeni vyjadrit ve tvaru
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mg +./m?g?+ 2mgkl
X923 = L

Ciselné vychazi p¥i dosazeni g = 9,81 ms ™2

x, =54,7m x,=-19,4m

Zaporné teSeni nesplituje podminku pro prodlouzZeni a nema fyzikalni smysl, protoze
lano se nemiiZe pri kmitu smérem vzhiiru zkracovat.

Tedy maximalni prodlouZeni lana je x = 54,7m a vy§ka mostu
h=1l+x=30m+54,7m=84,7m.

Priklad 2
Odpor termistoru v digitalnim teploméru s méricim rozsahem ¢t €< 0°C; 100°C =
je funkci termodynamické teploty ¢idla T v kelvinech podle vztahu
B

R=Rg-eT
kde B a Rs jsou konstanty pro dany polovodi¢ovy material. Pii teploté 25°C jsme
namé¥ili odpor termistoru 100Q a pri teploté 25°C odpor 40Q). Vypocitejte :

a) konstanty B aRs

b) odpor termistoru pri teploté 100°C

c) teplotu ve °C, pii které ma termistor odpor 50Q

5?/?1;1;;;,me funkéni predpis a matematického vztahu In(e*) = x.
R, = Ry - orr T,=273,15K

R,. =R, - o7 T, = 298,15K

Ri00 = Ry - o5 T, =373,15K

R =R - Eg Te(273,15K:373,15K) t=T—273,15

Vydélenim prvni a druhé rovnice dostaneme

R B-(T,—T
—2 =" kdex=—[ 2 1)
RZE TZ'Ti
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ReSenim této exponencidlni rovnice logaritmovanim obou stran rovnice prirozenym
logaritmem podle vySe uvedeného matematického vztahu dostaneme

R,
x=1In (—)
R;s

r,-T R
p=2lt (B
TZ_Ti st

Ciselné vychazi B = 2985K.

el ; . s , 1 -
Uzitim B z prvni rovnice vyjadiime pomoci vztahu == *
—B
R. = Ro _ R T
B —g — Iy e’l1
e‘l

Ciselné vychazi R, = 1,795-107% 0.
Dosazenim B a Rz do tfeti rovnice vypoditaime R;5 = 5,311 .

Z funkéniho predpisu vyjadiime

R B
—=e" kdex=—
R, T
ReSenim této exponencialni rovnice dostavame

R
x=In (—)
Rp
T— B
(R
Rg
RB

Ciselné pro R=50Q dostaneme t = 18,5°C

Priklad 3
Za jakou dobu t od pocatku padu se kaskadér v prikladu 1 dostane do nejnizsi polohy,
jestlize opét v tomto ¢asovém intervalu zanedbame odpor vzduchu?
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ReSeni:

Pad mizZeme rozdélit na 2 useky — volny pad na draze ! = 30m neZ se napne lano za
dobu t; a na néj navazujici ¢ast netlumeného kmitu na draze x; = 54,7m za dobu t, .
Celkova doba padu t = ¢, + ¢, .

Ze vztahu pro drahu volného padu dostaneme

tz
=21
2
21
ty= |—=2,47s
d\‘g

Tésné pfed napnutim lana ma okamzZitou rychlost v, = gt, = 24,26m-s"*.

Kmity kaskadéra se diky odporu vzduchu nakonec utlumi, a zastane v klidu viset
V rovnovazné poloze s prodlouZenim lana x; . V této poloze je tihova sila svisle doli
V rovnovaze se silou pruziny svisle vzhiiru. Z toho odvodime velikost x; .

F.=Fp
mg = kx,
mg

Xp = T = 1?,?’”‘1

V této rovnovaziné poloze je okamzita vychylka ¥ z této polohy pri kmitani nulova.
Pokud orientujeme osu y svisle vzhiru, miZeme okamZitou vychylku y v ¢ase t od
zafatku kmitu vyjadfit y = x; —x, kde x je okamzité prodlouzeni v case t.
PovaZujeme-li ¢ast kmitu z polohy x = 0 de pelehy x= x; = 54,7m za netlumeny
kmit pfes rovnovaznou polohu x = x; = 17,7m, potom jeho amplituda vychylky je
Vi = X3 — X5 = 37m.

Perioda netlumeného kmitu je

'm

|
r=2m- |[—= 8,435
VK

o e , “ 0 29 +5 -
a uhlova frekvence netlumenych kmitia @ = — = — rad-s™*.

Pocateéni vychylka kmitajiciho kaskadéra v Case t=10 je
Yo = Xy = 17,7m a pocatetni rychlost kmitiniv, = —v, = — 24,26m-s *

(vo ma opacny smeér nei osay,a protoje zapornal).

Amplituda rychlosti v,, = wy,, =27,58m-s*.
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Pro okamzitou vychylku y a okamzitou rychlost v kaskadéra pri netlumeném kmitani
plati tyto vztahy v zavislosti na ¢ase t:

Y =Yy, sin(wt + @)

v =v,, -cos(wt+ @,)

Dosazenim t = 0 a pocateénich podminek kmitu y; a ©v; dostaneme soustavu
goniometrickych rovnic pro pocate¢ni fazi kmitu ¢, .

(5
sing, =22 =0,4784 cosg,=—>=—0,8796
7

m m
ReSeni této soustavy leZi v intervalu G, :-'r) a je rovno priblizné ¢, = 2,64 rad .
Nyni jiZz miZeme pocitat dobu kmitu ¢, od okamziku t = 0 do nejnizsi polohy, kde
¥=—¥,=—37m av=0.Pro tyto hodnoty okamzité vychylky a rychlosti dostivime
soustavu goniometrickych rovnic s neznamou t a £; je nejmensi kladné FeSeni libovolné
Z téchto rovnic. Pro jednodussi vypocet si vybereme okamzitou rychlost, ktera je nulova

swwr

cos(wt+ @y) =0
T
mt—i—rpu:E—i-k?r ke Z

Nejmensi kladné FeSeni dostaneme pro k = 1:

¢+ 3T
[y =—
27T Po 2

3m—12
t, = “Po_ 5 786

2w

Celkova doba padu do nejnizsiho bodu je t = &, + £, = 2,475+ 2,785 = 5,25s.
3 Zavér

Ve tiech prikladech bylo ukazano vyuziti matematického fteSeni kvadratickych,
exponencialnich a goniometrickych rovnic ve fyzikalnich ulohach.

4 Pouzita literatura:
SEDIVY, P.: Teplotni zavislosti fyzikéalnich veli¢in, knihovnicka FO, studijni text

5 Kontakt na autora

Magr. Petr Mazanec

Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz
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VYUZITIi MATEMATIKY VE FYZICE 3

3

Petr Mazanec

1 Uvod

V prednasce byla ukizana na 2 fyzikdlnich dlohach souvislost sou¢tu nekone¢né
fady a urcitého integralu.

2 Stat’

Priklad 1

Zavislost okamzZité rychlosti rovnomérné zrychleného pohybu na ¢ase je linearni funkei
v =1y +at

V &ase t = 0 jsou pocateéni podminky Vv =vp as = 0.
Odvod’te funk¢ni zavislost drahy s na Case t.
Reseni:

a) Souctem nekoneéné rFady

Casovy interval
t
{0: Y rozdélime na n intervald o délce At = - {neN.

Pokud je n dostate¢né velké prirozené Cislo (n™ =), pak miiZeme predpokladat Ze
Vv téchto kratkych intervalech se rychlost téméi nezméni. Ozna¢me k poradi intervalu od

zatatku pohybu (k € {1.2.3,......n}).
Uréime rychlosti Vi @ drahy s; = v Aty téchto intervalech.

k:1 = Af 1J'1=1Ju+ﬂﬂ.t 51:1]'1 < AF

k=2 I‘:Zﬂ.t 1J3=1Ju+2m‘1t .5‘221?2 «AF

k=k t=FkAt vy =7+ kadf 5, =1} -At

Stredisko sluzeb $kolam, Plzen, Castkova 78
Podpora talentovanych zaki v Plzenském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v letech 2012-16 financovan z rozpoctu Plzenského kraje



* Xk
* *
. * *
evropsky ™

Iy s " ) P‘-—ﬁ
socialni MINISTERSTVO $KOLSTVI OP VzaBlavani

= fondvCR EVROPSKA UNIE =~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENSK‘? KRA]
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

kE=n t=nAt v, =vy+nadt s, =v, -At
Celkovou drahu s(n) v intervalu {0: ) pro zvolené délenin intervalu vypoéteme

S{n}= 51 +85;+-+5+-+5,= ZS& =-_"|.t'zvk
k=1 =

n
1
Z'l-’u"‘kﬂﬂt}—zvt]"'ﬂﬂt Zk Tl-Vu"‘ﬂﬂt'%

k=1 =1

"M*

Pfi vypoctu predchoziho souctu jsme vyuZili znamy vzorec pro soucet prirozenych ¢isel
odldon:

Z’_‘: . =n[nz+ 1)

Z vySe odvozenych vztahu plyne:

nin+1)

sin) = nvgat + alAl)]* - >

t
r ﬂt = — 7 W
Po dosazeni za n aupravé dostaneme

n+1
Zn

stn) = vyt + at? -

vvvvvv

s=lims{n)=v,t+ at® limn-l_jl = vyt + at? 1
Tedy celkova draha ~ n-= - n—= 20 0 2z

Matematicky jsme provedli soucet nekoneéné rady pomoci limity poslounosti

1_ 14

n+1 n

fln) = Zn 2

Z piedchozi upravy a z toho, Ze Hmo=0 vyplyva, Ze lim f(n) = 5
at?

Zaver: 5= vut+?
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Tato tivaha o sou¢tu nekoneénych Fad velmi malych kladnych ¢isel bliZicich se k nule
dovedla Isaaca Newtona k objevu integralniho poctu.

b) Pomoci urcitého integralu

lim Af .
V zapise urcitého integralu je dt=2120 Urdity integral funkce v(t) v mezich od 0 do t
(v intervalu {0;t} ) je roven sou¢tu nekone¢né rady v Feseni a).

t t t t tz
5=-£ v-dtz-L{vu+aﬂ-dt=vu-£ dt+a-£ t-dtzvu-[t]f,+a-[E]
0

at?
Zaver: 5= vut+?
Vyuzili jsme pravidla a vzorce pro vypocet urcitého integralu, pri jejichZ znalosti velmi
rychle dojdeme ke stejnému vysledku.

Piiklad 2
Tenka ty¢ o hmotnosti m a délce | leZi na ose x s levym krajnim bodem v pocatku soustavy

soufadnic a zacne se otacet kolem osy z thlovou rychlosti @ tak, ze je stale kolma na osu z (
Z je pevna osa otaceni a pocatek je pevny bod tyce pii otaceni). Urcete kinetickou energii tyce
pii otaceni.

a) Souctem nekonecné Fady

I3 - -] - I
Délkovy interval tyce * € {0: 1) rozdélime na n interval( o délce Ax = - {neNL

Pokud je n dostatecné velké prirozené Cislo (n= = ), pak miizeme predpokladat Ze jsme
m

ty¢ rozdélili na n hmotnych bodi o stejné hmotnosti Am = n . Oznaéme k poradi
hmotného bodu od po¢atku soustavy souiadnic (k € {1.2.3,......n}).

Uréime rychlosti Vi @ poloméry otaceniry a kinetické energie E;,  téchto hmotnych
bodui.

2
Amvy

2

E=1r;=4x vy =Tqyw E; =

2
Amuv;

2

E=2 ry =2Ax vy =13w E; =
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2
Amuy,
2

k=k r, =kaAx v,=rpw E, =

k=n r,=nAx v,=r,w E,=

Celkovou kinetickou energii E(n) tyce
vypocteme jako soucet

"

ki3 " ki3
Am At Amw? - (Ax)?
E{n]=EE= -E’u2= -Erz=—-gkz

Pro soucet druhych mocnin prirozenych ¢isel od 1 do n plati vzorec

i 2 = i+ 1)zn +1)
B 6
k=1

Uzitim vzorce dostaneme

amw? - (Ax)? -nln + 1)2Zn + 1)

E(n)= 12

Po dosazeni za Am a Ax 7 yySe uvedenych vztahi dostaneme po tpravé:

mw?l? (n+1)2a + 1)

E(n)= 12 o

vvvvvv

E = lim E(n) = lim "L 01+ D@n + 1)
Tedy celkova kineticka energie =~ n—= Caoe 12 n?
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(n+ 1)2n + 1) 3 men? 12 ’_ men? 12

- -1i -
12 o n? 12 6

3

me? 12

lim{n+1][2“+1]=lim(1+%)(2+%) —(1+0)2+0)=2

P p— n -

maw? 1?2
6

Zaver: E =

b) Pomoci urditého integralu

Polomér otac¢eni hmotného bodu o hmotnosti dm = _'!Ii:‘l-:}.llﬂ Am a délce

dx = lim Ax Y c e e — —
w0 V poloze o souradnici x je 7 = ¥. Jeho rychlost ¥ = Tw = xw.

d d
Diferencial hmotnosti miZeme vyjadrit vztahem me=gex pomoci diferencialu

délky.

Diferencial kinetické energie dE = EE}]'&E muZeme vyjadrit pomoci diferencialu
hmotnosti:
dE — dm - v*

-2

Po dosazeni vySe uvedenych vztahii a iipravé dostaneme vztah mezi diferencialy dE a dx.

M

51 -x?-dx

dE =

Urdity integral diferencialu dE v mezich od 0 do | (v intervalu x € {0:1} ) je roven
souctu nekonecné rady v FeSeni a), a tedy celkové kinetické energii tyce.

E_de_mwz f 2.4 _mwz [xgr _mwz IS_mwziz
= “T21 e YT B, T2 3T 6

Opét jsme velmi rychle dosli ke spravnému vysledku pomoci urcitého integralu.
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3 Zavér

Bylo provedeno feSeni dvou fyzikalnich uloh, na kterych byl ilustrovan urcity integral
jako soucet konvergentni nekone¢né rady, pomoci kterého je definovan v matematické
analyze.

4 Pouzita literatura:
Casopis Kvant, ¢islo 10, ro¢nik 1983

5 Kontakt na autora

Magr. Petr Mazanec

Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz

OPTICKE KLAMY

Jitka PROKSOVA

1 Uvod

Optické klamy patii k zajimavym ukazim, se kterymi se miizeme setkat v bézném
zivoté. Dochazi pii nich k lomu a odrazu svétla, k disperzi a rozptylu svétla a k projeviim
vlnové povahy svétla (interferenci a difrakci).

vvvvvv

piipadech interpretovat pozorované jevy mylné. Pii zpracovani daného vjemu mozkem pak
dochdzi k zavértim, které neodpovidaji skutecnosti. Tyto zvlastni zrakové vjemy byvaji
souhrnné oznacovany jako optické klamy. Podle pti¢iny jejich vzniku je lze rozdélit do tii
hlavnich skupin:

a) klamy objektivni

b) klamy fyziologické

¢) klamy psychologické

Piednaska se zabyva zminénymi jevy podrobné v nasledujicim ¢lenéni.
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2 Objektivni optické klamy

Mezi klamy objektivni, fadime ty, které jsou vyvolany lomem a odrazem svétla
v atmosféie, jejiz hustota se spojité méni. Jedna se tedy vétSinou o jevy tzv. atmosférické
optiky, mezi které patii napt. astronomicka ¢i terestricka refrakce.

3

2.1 Astronomicka refrakce

Zdroj svétla je vné atmosféry (napt. Slunce). Prichodem svétla nehomogennim
prostiedim (zemskou atmosférou) dochazi stale vice k lomu ke kolmici, takze pozorovatel
vnima vzdaleny zdroj v jiném misté, nez ve skutecnosti je. Dlisledkem astronomické refrakce
je napft. zplosténi slune¢niho kotouce u obzoru, prodlouzeni trvani dne apod.

2.2 Terestricka refrakce

Zdroj svétla je uvniti atmosféry (napt. plocha odrazejici slune¢ni zafeni v odze na
pousti). Pozorovatel tak vnimé vzdéalené predméty bliZe (fata morgéana v pousti nebo
v arktickych krajinach). Vyklad o obou typech refrakce je doprovazen obrazky a potfebnymi
vztahy.

3 Fyziologické optické klamy

Do druhé¢ skupiny fyziologickych klamt patii klamy z iradiace, trvani vjemu a z
kontrastu. Jev iradiace (Helmholtziv klam) se projevuje tim, ze svétlé plochy na tmavém
pozadi se zdaji byt vétsi nez stejne velké tmavé plochy na svétlém pozadi. Kazdy svitici bod
totiZz nepodrazdi jen zcela urcité jedno jediné misto sitnice, ale celou pfilehlou oblast.
Vzhledem k tomu se kazdy bod zobrazi jako ploska (nebodové zobrazeni), se jasné ohrani¢eni
zda vEtsi. Zrakovy vjem nevznikd pfi podrazdéni bunék sitnice okamzité a také okamzité
s vnéj§im podnétem nezanika. Doba doznivani zavisi na intenzité a vinové délce svétla. Cim
je vjem silngj$i, tim déle dozniva. Vjem zplisobeny osvétlenim predmétu bilym svétlem trva
déle nez vjem pfi stejn€ intenzivnim osvétleni Zlutym svétlem. Zaroven vSak dochazi k
naslednému snizeni citlivosti — oslnime-li oko naptiklad intenzivni ¢ervenou barvou, bude pak
oko viici této barve po néjakou dobu (pfiblizné 1/3 s) méng¢ citlivé. Klam trvani vjemu se
uplatiiuje v kinematografii, kde se vyuziva efektu otacejici se rozzaté zarovky, kterou lidské
oko vnima jako spojity svételny kruh. Jevy kontrastu vznikaji pfi pozorovani vice ploch
S riznymi jasy nebo ploch rtizné zbarvenych. Také ptedmét polozeny na jasném podkladé se
jevi oku tmavsi nez tentyz na tmavém podkladé. Pii¢inou téchto jevil je inava oka, ktera se
projevuje predevsim pii pozorovani jasnych ploch. V pripadé objektu pozorovaného na
tmavém pozadi je sitnice méné unavena, a tudiz ho vidime jasnéjsi, nez ve skutec¢nosti je.

4 Psychologické optické klamy

Do tieti skupiny psychologickych klami patii naptiklad klamy odhadu vzdalenosti a
velikosti thli. Tyto klamy vétSinou vznikaji z fady psychologickych pfi¢in pfi pozorovani
stejnych pfedméti z téze vzdalenosti a pii stejném zorném uhlu. Klam odhadu vzdalenosti
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byva pticinou fady dopravnich nehod, kdy tidic¢i za jasného pocasi podceni vzdalenost
druhého vozidla ¢i naopak za mlhy nebo Sera tuto vzdalenost pteceni.

5 Zavér

Optické klamy jsou zajimavym zpestfenim poznatkil z geometrické i vinové optiky,
proto je uzitecné umét mezi nimi rozliSovat a dokazat tak uzivat zdkonitosti optiky, které
studenti SS probiraji ve vyuce.

6 Pouzita literatura

MALY, P. Optika, 1. vyd. Praha: Academia, 2008, 362 s. ISBN 978-80-246-1342-0
FUKA, J., HAVELKA, B. Optika a atomova fyzika 1. 1. vyd. Praha: SPN, 1961. 842 s.

7 Kontakt na autora

RNDr. Jitka Proksova, Ph.D.

oddéleni fyziky KMT FPE ZCU v Plzni
proksovj@kmt.zcu.cz

JAK POCITAT V ASTRONOMII? SEMILOGARITMICKY TVAR
CISEL VE FYZICE A ASTRONOMII

Miroslav RANDA

1 Uvod

V astronomickych a fyzikalnich vypoctech se mlze fesitel velmi Casto setkat s velkymi,
nebo naopak malymi hodnotami veli¢in. Zapis takovych ¢isel pomoci zna¢ného po¢tu nul je
nepiehledny, a to i pii zachovavani pravidla oddélovani trojic cifer malymi mezerami. Navic
zapis 1 piecteni takovych cisel trva relativné dlouho. S takovymi Cisly se velmi Casto feSitel
fyzikalni a astronomické olympiddy setkava pfi feSeni tloh z astronomie ¢i mikrosvéta.

2 Semilogaritmicky tvar ¢isel
Téma semilogaritmického tvaru Cisel se bézn¢ vyskytuje az na stfedni Skole ve druhém
az tretim rocniku. Je to z toho divodu, Ze vychazi z funkce logaritmus, jejiz zvladnuti je
pomérné obtizné. Samotny princip semilogaritmického zapisu Cisel je vSak srozumitelny i pro
zaky zakladnich Skol a odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii a umoznuje s pomoci
kalkulacky provadét i komplikované vypocty v oboru astronomie ¢i fyziky mikrosvéta.
Pocatek vykladu bude vénovan semilogaritmickému zapisu cCisel, ktera jsou nasobkem
deseti. Zde je totiz zdpis jednoduchy, prihledny a srozumitelny. Poté piejdeme
k celoCiselnym nasobkum takovych ¢Cisel. Dale nasleduje procvi¢eni jednoduchych
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matematickych operaci (sCitdni, od¢itani, nasobeni a dé€leni) s takovymi Cisly a odvozeni
pravidel pro nasobeni a d¢leni semilogaritmicky zapsanych ¢isel.

Obdobné si vyzkouSime spolecné zapis Cisel mensich nez jedna a matematickych operaci
s takovymi ¢isly jednak bez pomoci kalkulacky, jednak s jejim vyuzitim. Pravé v této Casti
v semilogaritmickém tvaru do své kalkulacky,

V zavéru vyuzijeme ziskané znalosti k feSeni jednoduchych fyzikalnich a astronomickych
uloh (napftiklad velikosti gravitacni sily mezi dvéma hmotnymi objekty, elektrické sily mezi
dvéma elektrony a protony, ...).

3 Zavér
Zapis Cisel v semilogaritmickém tvaru je velice uCinnym nastrojem pro fyzikalni a
astronomické vypocty v ramci FO a AO, ale 1 v ramci béZnych vypocth ve skolach.

4 Kontakt na autora

RNDr. Miroslav Randa, Ph.D.
Zapadoceska univerzita v Plzni
randam@kmt.zcu.cz

NEKTERE APLIKACE A ULOHY NA TEMA COULOMBUV ZAKON

Miroslav RANDA

1 Uvod

Coulombiiv zdkon je zakladnim zdkonem v oboru elektrostatiky. Stejn¢ jako Newtoniv
gravitaéni zédkon ftesi silové piisobeni dvou hmotnych téles, Coulombiv zakon fesi silové
pusobeni dvojice nabitych téles. Oba zakony jsou analogické i co do tvaru jejich
matematického zapisu.

2 Vektory a jejich grafické s¢itani

U scitani vektorovych veli¢in nestaci znat velikosti s¢itanych vektort; pro nalezeni
jejich vyslednice je zapotiebi znat i sméry jednotlivych sil. Grafické s¢itdni umoznuje najit
vyslednici grafickym postupem, kdy jednotlivé vektory peclivé narysujeme tak, aby se za
sebou zfetézily, a pak spojime pocatek s koncem ziskaného ,.fet€zu®, ziskame tak vysledny
vektor. Tento postup ma ovSem své nevyhody, zejména jej nelze pouzit, kdyz nezname piesné
velikosti vektort.
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3 Goniometrické funkce v tlohach na séitani vektorovych fyzikalnich veli¢in

Pokud chceme scitat vektory algebraicky, analyticky, je nejvhodnéjsi vSechny vektory
rozlozit do dvou navziajem kolmych smért (v prostoru do tfi navzajem kolmych smért) a
seCist soufadnice dil¢ich vektord postupné v téchto osach. Tim ziskame soufadnice
vysledného vektoru. Pro rozklad vektori a uréeni sméru jejich vyslednice s vyhodou
vyuzivame goniometrické funkce.

4 Coulombiiv zakon v tilohach

S¢itani vektora je typické pro feseni tiloh se silovym plisobenim mezi vice elektrickymi
naboji. Jde-li o bodové naboje, vyuzivame Coulombiv zakon. Typickou tlohou na procviceni
Coulombova zdkona a algebraicky soucet nestejné velkych sil je hledani elektrického
bodového naboje, ktery po umisténi do stiedu pravidelného n-tthelniku zpiisobi, ze vSechny
(stejné) naboje ve vrcholech pravidelného n-thelniku budou v rovnovaznych polohach.
Redeni tohoto typu tuloh (pro ptipad pravidelného Sestihelniku a piipadné dalgich
pravidelnych n-uhelnik) bude soucasti lekce.
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NEWTONUV ZAKON. KEPLEROVY ZAKONY

Miroslav RANDA

1 Uvod

Newtontv gravitaéni zdkon formulovany I. Newtonem v roce 1687 a Keplerovy zakony
publikované Johannem Keplerem v letech 1609 a 1619, které jsou Newtonovu gravitaénimu
zdkonu ekvivalentni, jsou zadkladnimi zakony, které popisuji mechanicky pohyb téles ve
slune¢ni soustavé. Popisuji ale také pohyby dvojhvézd a pohyby hvézd v galaxiich.

2 Newtonuv gravitaéni zakon

Newton svilj gravitacni zakon formuloval v roce 1687 v publikaci Principy pfirodni
filozofie (Philosophie Naturalis Principia Mathematica). Zakon vychazi z pozorovani, nikoli
zZ teorie. Konstatuje, ze gravitacni sila mezi dvéma télesy zavisi na hmotnosti obou téles a na
jejich vzdalenosti.
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3 Vyuziti Keplerovych zakoni

Kepler své zdkony formuloval pro pohyby planet ve slunecni soustavé. Keplerovy
zakony vSak umoznuji urcit zakladni charakteristiky pohybu i dalSich téles slune¢ni soustavy,
napiiklad trpasli¢ich planet, planetek a komet. Mizeme je vyuzit ale rovnéz K popisu pohybu
mesicl, druzic a sond.

Lekce se skladé ze dvou c¢asti.

V prvni €asti jsou jmenované zdkony podrobné prodebatovany véetné rtiznych zplisobli
formulace zakoni, a to jak pro ptipad problému jednoho télesa, tak i v ptipad¢ problému dvou
téles (vyuzivané¢ho naptiklad pro dvojhvézdy). Pfitom je zvlaStni pozornost vénovana
formulaci Keplerovych zékonl v prirozenych jednotkdch pro télesa sluneéni soustavy
(v astronomickych jednotkach, rocich a hmotnostech Slunce). Protoze se uvedené zakony
probiraji obvykle az na stfedni Skole,.

Vee druhé casti jsou feSeny ulohy z piedchozich ro¢nikli fyzikdlni a astronomické
olympiady, dale ulohy ze sbirek tiloh z astronomie a astrofyzika (Siroky, Siroka, 1973 a Stefl,
Krticka, 2002) a ze studijnich textti FO (Ungermann, Volf, 1985 a Volf, JareSova, 2009). Jsou
rovn&Z ukazany ulohy tykajici se padu v radidlnim gravitacnim poli Slunce a Zemé¢ a ukazano
feSeni takovych tloh bez pouziti integralniho poctu, ale s vyuZitim zdkond pro pohyb
Vv gravita¢nim poli.

4 Zaveér
Keplerovy zakony popisuji pohyby téles ve slune¢ni soustavé i pohyby dvojhvézd a
hvézd v galaxiich.
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RESENI OBTIZNEJSICH ULOH MINULYCH KOL FO A AO

Miroslav RANDA

1 Uvod

Pouceni z minulych ro¢niki FO a AO je pro feSitele obou soutézi velmi vyznamné,
protoze umoznuje jednak seznadmit se s typem zadavanych uloh, jednak poskytuje ukazku, jak
ma vypadat feSeni uloh FO a AO, aby bylo pro opravujici dostatecné popsané.

2 Pohybové ulohy FeSené s vyuzitim grafu v(t)

Bézné se v kategoriich D, E a F fyzikalni olympiady vyskytuji ulohy, kde se pocita
draha pohybti rovnomérné zrychlenych a zpomalenych bez znalosti fyzikalni veliCiny
zrychleni. Je pfitom vyuzito toho, ze grafem rovnomérné zpomaleného ¢i rovnomeérné
zrychleného pohybu v grafu zéavislosti rychlosti na case je pfimka s nenulovou smeérnici.
Plocha pod touto pfimkou je bud’ trojuhelnikova, nebo lichobéznikova, popt. jde o line4rni
kombinaci obou funkeci, takze vypocet plochy je pak dostupny i zaktim zakladni skoly.

3 Nekonecna sit’ rezistoru

Ne zcela typickou fyzikalni tlohou je tloha typu ,,nekonecnd sit’ rezistortu“. Takové
ulohy se nemusi fesit pomoci Kirchhoffovych zakoni, dokonce je to takto jen velmi slozité,
ale tesi se nahradou casti sité rezistord rezistorem s vyslednym odporem. Ptikladem je uloha
z 55. ro¢niku FO, kategorie C.

4 Zakony zachovani ve fyzikalnich dlohach

Velmi ¢asto museji feSitelé FO pouzivat pifi feSeni uloh zdkony zachovani energie a
hybnosti. Z vyuky na stfednich $kolach si studenti ¢asto odnaseji nespravnou predstavu, ze
zakon zachovani energie znamend rovnost potencidlni a kinetické energie. Druhou
nespravnou predstavou je, ze tyto zakony zachovani se mohou pouzit v riznych situacich. Je
proto pro né& piekvapivé, Ze oba zdkony plati za stejné podminky, totiZ v izolované soustave.
V tlohach FO se tyto zakony vyuZivaji nejen u uloh z mechaniky, ale téz v lohach
z atomov¢ a jaderné fyziky a fyziky vysokych energii.

5 Pohyby v gravita¢nim poli Slunce a gravita¢nim poli Zemé

Jak v ulohach fyzikalni olympiady, tak i v ulohach astronomické olympiady se velmi
Casto fesitelé setkavaji s ulohami o pohybu téles v radidlnim poli. Zakladnim typem ulohy je
jednak vypocet dalSich charakteristik kruhového pohybu, jednak vypocet charakteristik
piechodové, tzv. Hohmannovy trajektorie.
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SLUNCE A JEHO VYZNAM PRO ZIVOT NA ZEMI

Miroslav RANDA

1 Uvod

Slunce je nejblizsi hvézda. Pti jeho vzniku zaroven kolem ného vznikla Zemé a spolu s ni
Z protoplanetarniho disku také vSechny planety a spousta mensich téles. Vyznam Slunce pro
zivot na Zemi vSak neni omezen pouze na vznik nasi planety. Ze Slunce neustale proudi
elektromagnetické zatfeni a dal$i ¢astice k Zemi a jejich dopad na Zemi ma kli€ovy vyznam
pro vznik, vyvoj a zachovani zivota na Zemi.

2 Historicka pozorovani Slunce

Vyznamu Slunce pro zivot na Zemi si lidé nebyli odpradavna. Je to spjato s tim, Ze prvni
civilizace vznikaly pfevazné v rovnikovych oblastech, kde nejsou zmény rocnich obdobi tak
vyznamné, jak zname z na$i kazdodenni zkuSenosti my. Proto se uctivani Slunce rozvijelo
pomaleji nez napiiklad uctivani Mésice.

Vyjimkou je Egypt, kde si lidé brzy vS§imli, ze zaplavy Nilu se opakuji v period¢ jednoho
roku. Uz starovéci Egyptané proto stavéli kamenné menhiry do sméri odpovidajicich riznym
mistim vychodu slunce v rozli¢nych ro¢nich obdobich. Uctivani Slunce se pozdé€ji projevilo
ve stavb¢ honosného chramu v Karnaku.

Znamou stavbou vymezujici vychody slunce v riznych ro¢nich obdobich je anglické
obétisté Stonehenge, které vymezuje pomoci velkych kamennych blokli vyzna¢né sméry.
Jejich pomoci byly zaméfeny vychody slunce v riznych okamzicich, a tak bylo mozné obéti
pfinaset ,,ve spravnych chvilich®.

Dalsi pozorovatelny Slunce najdeme po celé Zemi. Velky vyznam mély tyto observatote
v mayské civilizaci, kde bylo bohu Slunce vymezeno dokonce Ustfedni misto v symbolu
mayského kalendare, tak vyrazného dokladu intelektualnich schopnosti starych Mayt.
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Pozorovatelny a chhramy boha Slunce nalezneme nejen v Chichén Itza, ale i v Teotihuacanu
¢i Chaco Canyonu.

Pyramidy egyptské i mayské, ale i dalsi stavby po celém svété obsahuji stejné tvarové
prvky. Ty patrné odrazeji tvar zapadajiciho slune¢niho kotouce v podminkach malého
proudéni vzduchu. Takové prvky objevime naptiklad i na stfechach chramového komplexu
v Ankor Watu v dnesni Kambodzi.

Stavby slouzici pro pozorovani Slunce umoziovaly Casto zafizeni pro urCovani pravého
poledne na daném misté a zafizeni pro ureni rovnodennosti a slunovratti. Takovou stavbou je
naptiklad ¢insky Gao-cheng. Ale i v Praze slouzil témto Gfelim astronomickda vE&z
Klementina, a to az do prvni poloviny 20. stoleti.

4 Sluneéni aktivita

Pti pozorovani Slunce brzy lidé zjistili, Ze se na Slunci vyskytuji tmavsi oblasti — slune¢ni
skvrny. Teprve pozdé&ji se ale zjistilo, Ze pocet slunecnich skvrn souvisi s aktivitou Slunce a
ovliviiuje 1 Zivot na Zemi. Pocet slune¢nich skvrn se méni s periodou 11,2 let, pficinou je
zména magnetického pole Slunce v souvislosti s rotaci tohoto télesa z plazmatu.

Objeveni periodicity sluneénich skvrn bylo v historii spojeno s n¢kolika vyznamnymi
astronomy-amatéry, jejichz péci byl vyznam slunecnich skvrn rozpoznan. Historii tohoto
objevu popisuje velmi podrobné Kippenhahn.

5 Pouzita literatura
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6 Kontakt na autora

RNDr. Miroslav Randa, Ph.D.
Zapadoceska univerzita v Plzni
randam@kmt.zcu.cz

VYUZITI GRAFU VE FYZICE

Miroslav RANDA

1 Uvod

Grafy se vyuzivaji ve fyzice nejen ke znazornéni zavislosti fyzikalnich veli¢in nebo
k zobrazeni charakteristik jednotlivych fyzikalnich prvka, ale téZ jako prostiedek feSeni
fyzikalnich uloh, v neposledni fadé¢ také jako vyznamny prostredek pfi fyzikdlnim méfeni.
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2 Rozdil mezi grafy v matematice a fyzice

Z4ci a studenti se béhem $kolni vyuce setkavaji s grafy zejména v matematice. Na prvni
pohled by se mohlo zdat, Zze pouzivat grafy ve fyzice znamena jen vyuzit znalosti
z matematiky ve fyzikalni problematice. Ve skutecnosti je situace komplikovanéjsi. Hlavni
rozdil je totiz v tom, Ze matematici pracuji s pfesnymi Cisly, kdezto fyzici nikdy nemohou
Z principu mit hodnotu fyzikalni veli¢iny naprosto pfesnou.

To se projevuje 1 ve znazornéni grafii. Matematik do grafu vynese ¢iselné hodnoty a pak
je propoji, kdezto fyzik takto postupovat nemtize, protoze kazda fyzikalni hodnota je zatizena
urcitou chybou. Proto fyzik proklad4a grafy tak, aby prolozena kiivka byla velmi blizka
znazornénym hodnotdm, ale jen vyjimecné nékterymi zndzornénymi hodnotami prochazi.
Grafické programy prokladaji zavislost pomoci metody nejmensich ctverci, tedy tak, aby
soucet vzdalenosti bodl od prolozené kiivky byl nejmensi mozny.

3

3 Grafy a analyza dat

Soucasti lekce bude feSeni Ulohy z lonské astronomické olympiady pro kategorii EF.
Pozorované soutadnice hvézdy S2 se vynesou do grafu a vysledkem budou body znazortujici
polohy hvézdy S2 v centru Galaxie. Obtiznost vyneseni souvisi s netypickymi jednotkami
soufadnic hvézdy, s nimiz se Zaci zfejmé neméli dosud pftileZitost se setkat, totiZ v tisicinach
uhlové vtefiny (mas). Po vyneseni vSech bodli do grafu zaci prolozi (ru¢né) elipsu, ktera je
trajektorii hvézdy kolem stfedu Galaxie.

Z trajektorie elipsy pak zjisti Gicastnici kempu parametry elipsy a nasledn€ s vyuzitim
tietiho Keplerova zdkona hmotnost supermasivni ¢erné diry ve stfedu Galaxie.

4 Pouzita literatura ’ 5 ’
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FYZIKA KAPALIN A PLYNU | - ZA CO MOHOU MOLEKULY

Vaclav SOUKUP

1 Uvod

Véftite v existenci ¢asticové struktury latek? Které fyzikalni jevy neni mozné vysvétlit
na zéklad¢ predstavy spojité striktury hmoty a je nutné uvazovat o casticové struktuie latek.
Jaké pro ni mame dukazy?

2 Fyzikalni jevy podminéné molekulovou strukturou latek

2.1 Plati 0,5+ 0,5 =17

Smisime-li v dlouhé trubici stejné objemy dvou misitelnych kapalin a promichame,
vysledny objem smési bude mensi nez soucet piivodnich objema obou kapalin. Pfiina je
v existenci mezimolekulovych prostort (a tedy existence molekulové struktury) obou kapalin.
Modelovou situaci je mozno znazornit napi. pomoci smési zrn hrachu a maku.

2.2 Kolik molekul je?

Johann Josef Loschmidt odvodil pocet molekul v 1Im® a zn&j byla odvozena po
definovani jednotky mol Avogadrova konstanta. Hodnoty téchto konstant ukézaly na
obrovsky pocéet molekul (No = 268.10° m*, Na= 6,02.10%% mol™ za tlaku 101325 Pa, teploty
0° C) a umoziuji vypocitat objemy a hmotnosti molekul. V§imnéte si, Ze tyto konstanty maji
stejnou hodnotu pro rizné plyny. Znalost téchto konstant umoziiuje pomoci jednoduchych
vypoctl vytvorit si zakladni predstavy o velikosti a rozmérech molekul.

Ulohy: Jak se zméni po¢et molekul, zméni-li se objem plynu?
Jaky vztah plati mezi obéma konstantami? Jaky objem zaujima 1 mol plynu (za tlaku
101325 Pa, teploty 0° C)?
Jak je definovan 1 mol latky?
Jak lze urcit hmotnost 1 molu?
Jaky objem pfipada na 1 molekulu vodiku (za tlaku 101325 Pa, teploty 0° C)
Jaky objem ptipada na 1 molekulu vody (p =1 g.cm)?
Urcete fadoveé priméer molekuly vody jako délku hrany krychle, do které se vejde prave
jedna molekula.
Jaka je hmotnost jednoho atomu Zeleza?

2.3 Jak se molekuly chovaji?

Pfidame-li do dvou vélci, jednoho s teplou a druhého se studenou vodou barvivo,
posléze se rozsifi do celého objemu valci, u teplé vody rychleji. Zmacknuty balének se po
uvolnéni nabude pivodniho tvaru. Jevy dokazuji pohyb molekul.
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Jak by probihaly tyto jevy, kdyby se molekuly nepohybovaly? Najdéte modely takovych
situaci.

Lammertiv pokus umoziuje zjistit velikost rychlosti molekul. Z grafu rozdé¢leni
molekul podle rychlosti Ize urcit stiedni kvadratickou rychlost, jejiz velikost zavisi na teploté.
Na zéklad€ rovnic odvozenych pro stfedni kvadratickou rychlost si Ize vytvofit pfedstavu o
rychlostech molekul pii béznych teplotach.

Ulohy: Jak se zméni priib&h grafu zavislosti poétu molekul na rychlosti zvy$enim teploty?

Urc¢ete rychlost molekul hélia pfi teploté 27° C.

Proc¢ ,,prezijeme* rychlosti molekul vzdusnych plynt v fadech stovek metrti za sekundu,

kdyz vichtice s rychlosti vétru 40 m/s ma ni¢ivé ucinky?

Jak se zméni stfedni kvadraticka rychlost, vzroste-li termodynamicka teplota plynu 4x?

Jak zavisi na teploté celkova kineticka energie molekul plynu? Urcete tuto energii pro 1

mol hélia pfi teploté 27° C.

Jak to, Ze vlhka sklicka Ize jen obtizné od sebe oddélit?

Ziletka poloZena na hladinu vody na ni plave a popira tak Archimédiv zakon. Prog?
Pficinou jsou mezimolekulové sily, jejichz charakter je zavisly na vzdalenosti mezi
molekulami. Na povrchu kapalin vrstva molekul piasobi jako blanka, ktera udrzi lehci
pfedméty na hlading. Mezimolekulové sily jsou pfic¢inou pfilnavosti latek, kapilarni elevace a
kapilarni deprese a dalSich jevil.

Ulohy: Jak by se chovala voda ve dvou trubi¢kach riiznych praméri tvoficich spojené

nadoby, kdyby neexistovaly mezimolekukové sily?

Vysvétlete prubéh grafu vystihujiciho zévislost vyslednice mezimolekulovych sil na

vzdalenosti molekul. Za jakych podminek Ize mezimolekulové sily modelovat

pruzinkou?

Najdéte souvislosti mezimolekulovych sil a skupenstvi latek.

Najdéte souvislost mezimolekulovych sil a ,,hloubky* potencidlové jamy, ve které se

molekuly nachdzeji v riznych skupenstvich.

3 Zavér
Spravné pochopeni chovani molekul uvnitt latek umoznuje vysvétlit a vyuzit fadu
fyzikalnich jevi, se kterymi se bézné setkavame v piirodé¢ i v praxi.

4 Pouzita literatura

BARTUSKA, K., SVOBODA, E. Fyzika pro gymnazia - Molekulova fyzika a termika. 4.
vyd. Praha: Prometheus, 2007. 155 s. ISBN 80-7196-200-7

SOUKUP, V., VESELY, J. Maturitni otazky — fyzika, 1. vyd. Praha: Fragment 2007, 201 s.
ISBN978-80-253-0501-0
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3

FYZIKA KAPALIN A PLYNU Il - ZA CO MOHOU IONTY

Vaclav SOUKUP

1 Uvod
Pokusme se zodpovédét nasledujici otazky: Jak vznikaji mezimolekulové sily? Které
jevy jsou zpusobeny iontovou strukturou latek?

2 Fyzikalni jevy podminéné existenci nabitych ¢astic v latkach

2.1 Proc¢ jsou zadecky v suchu?

Umistime-li na dno kelimku latku obsazenou v détskych plenkach a nalijeme-li do
kelimku vodu, voda se nadd wvylit. Pfi¢inou jsou silné mezimolekulové sily mezi
polyakrylatem a molekulami vody, jejichZ podstatou jsou elektrostatické sily mezi polarnimi
molekulami vody a ndboji vzniklymi na fetézci polyakrylatu.

Uloha: Uréete velikost dipolového momentu trojatomové lomené molekuly, je-li délka
chemické vazby 0,05 nm, parcidlni ndboj centrdlniho atomu Q = e a thel mezi
vazbami je 90°.

2.2 Proc¢ vznika blesk?

Nabijeme elektroskop pomoci novodurové tyce. Pii ptiblizeni plamene se elektroskop
vybije. Pro¢? Suchy vzduch je izolant, neobsahuje nabité castice. Plamen dodavéa energii,
molekuly ionizuje, vzduch vede elektricky proud. Pii dostate¢né silném elektrickém naboji
dochazi k ionizaci narazem, neni tfeba vnéjSiho ionizatoru. Je-li nabitych Castic, dostatek,
dojde k elektrickému vyboji.

Ulohy: Pii jakém napéti se rozsviti neonové lampa, je-li ioniza¢ni energie 21,6 eV a sti. volna
dréha je Imm? Vzdalenost elektrod je 1 cm.

Pii velikosti intenzity E = 3-10° V/m nastava vyboj. Jakou kinetickou energii a rychlost

ma elektron, jehoz stfedni volna draha je | =5-107¢ m?

2.3 Pro¢ slana voda vede elektricky proud a sladka nikoliv?

Nékteré latky se ve vodé rozpoustéji. Opét jde o projev silového piisobeni mezi
nabitymi molekulami polarnich nebo iontovych latek. Roztoky iontovych sloucenin obsahuji
volné pohyblivé ionty, které mohou vést elektricky proud (sland voda). Sachardza se sice ve
vode¢ rozpousti, ale v roztoku jsou celé molekuly, nikoliv ionty. Proto neni elektricky vodivy.
Ulohy: Uréete naboj, ktery prosel roztokem chloridu hlinitého, jestlize se na katodé vylougilo

9 g hliniku.

Urcete pomér hmotnosti vyloucené medi a hliniku v sériové zapojenych elektrolyzé-

rech.
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2.4 Jaké jsou dusledky rovnovahy mezi kovem a roztokem s jeho ionty?

Ponofime-li médénou destiCku do roztoku siranu médnatého, vznikne mezi roztokem a
destickou dvojvrstva, ktera se vyznacuje rozdilem potencidlii. TotéZ nastane mezi zinkovou
destickou a roztokem siranu zine¢natého. Po vodivém spojeni obou systémtl vznikne zdroj
napéti — galvanicky c¢lanek. Podobny ¢lanek vznikne i tehdy, jestlize obé desti¢ky uchopime
do rukou. Jev je mozné vysvétlit putovanim iontl v takto vzniklém systému.

3 Zavér
Nabité Castice a ionty jsou zodpovédné za fadu jevu, které Casto vyuzivame v praxi
(nabijecky, baterie, 1ékatskd diagnostika).

4 Pouzita literatura

LEPIL, O., SEDIVY, P. Fyzika pro gymnazia — Elektfina a magnetismus. 6. vyd. Praha:
Prometheus, 2001. 220 s. ISBN 978-80-7196-385-1

7178-463-X.

SOUKUP, V., VESELY, J. Maturitni otazky — fyzika, 1. vyd. Fragment 2007, 201 s.
ISBN978-80-253-0501-0
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3

AKTUALNI USPECHY VODIKOVYCH TECHNOLOGII

Martin TOMAS

1 Uvod

Zatimco v Ceské republice nejsou patrné vyrazné investice do vodikovych technologi,
v zahrani¢i miZeme pozorovat silny entuziasmus k tomuto typu obnovitelnych zdroju.
Piedev§im v zemich, jako je Nizozemi, Némecko ¢i Francie, dochdzi k mohutné podpote
vodikovych technologii a je ziejma snaha o zapojeni téchto zdroji elektrické energie do
rozvodné sité.

Muzeme sledovat nové mobilni aplikace, které vyuzivaji vodikovych technologii jako
alternativy ke spalovacimu motoru. Velice perspektivni je spojeni vodikovych technologii a
dalSich obnovitelnych zdrojii v rdmci energeticky sobéstacnych budov. Vodikové palivové
¢lanky jsou rovnéz slibnym zaloznim zdrojem pro aplikace, kde je nutné zajistit neptetrzity
provoz. Pro svou spolehlivost jsou vyuzivany v telekomunikacich ¢i jako zalozni generatory v
nemocnicich.

Dalsi rozvoj téchto zdrojli bude zaviset na zvladnuti technologie a zapojeni do sériové
vyroby. V soucasnosti se stile jednd o nakladna zafizeni, jejichZz vysokou pofizovaci cenu
musi ospravedInit jind vyhoda oproti konvenénim zdrojim elektrické energie.

2 Vykladni sk¥in vodikovych technologii

Vyuziti vodikovych technologii stale nedosahuje masového métitka. Mizeme se vSak
setkat s mnozstvim demonstrac¢nich jednotek, které dokazuji postupny vyvoj technologie.
Velmi sledovanou aplikaci je mobilni jednotka schopné konkurovat spalovacim motortim. Na
poli automobilové dopravy bylo vytvofeno hned nékolik modeld, které k pohonu vyuzivaji
vodikovy palivovy ¢lanek. Jedna se naptiklad o model Toyota Mirai, Toyota Prius, BMW 18
¢1 Mercedes-Benz F-cell. Z tohoto struéného vyctu je zieymé, Ze nejvétSi hraci na
automobilovém trhu vodikovym technologiim duavétuji. Piesto se jako vlajkova lod’
automobilll s alternativnim pohonem v médiich nejvice objevuje automobil Tesla, ktery
vyuziva baterii. Nevyhodou tohoto pohonu je doba dobijeni baterie a jeji tepelnd zatéz.
Doplnéni vodiku je Casové srovnatelné s tankovanim béZného paliva. Pofizovaci cena
automobilu Tesla je rovnéz faktorem, ktery limituje cilovou skupinu zakaznikd. Oproti tomu
planovany vodikovy automobil od Mercedes-Benz mé cenové konkurovat béznym modelim.

Ve stacionarnich aplikacich se s vodikovymi technologiemi pocitd jako s prvkem
chytrych siti. Tyto sit¢ produkuji elektrickou energii diky solarnim ¢i vétrnym elektrarnam.
Nevyhodou téchto zdroju je jejich neptedvidatelnost. Pti spojeni napft. s elektrolyzérem lze
elektrickou energii konvertovat do vodiku a nésledné vyuzit v palivovém c¢lanku. Tim Ize
odlozit produkovany vykon do obdobi, kdy je nutné uspokojit poptavku po elektrické energii
a kdy solarni ¢i vétrné zdroje nefunguji optimalné (typicky nocni bezvétii).
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3. Problémy vodikovych technologii

Vodikové technologie sice predstavuji perspektivni zdroj elektrické energie, nicméné
stale se nejedna o dokonale ovladnutou technologii. Kromé probléma s jednotlivymi
komponentami muzeme sledovat obtizné zapojeni do komplexnéjSich systémui. Takzvané
systémové fizeni stdle predstavuje oblast, kterd vyzaduje hlubsi vyzkum. Mnoho védeckych
skupin se zaméfuje na materidlovy vyzkum, ktery si za cil stanovil syntézu materialu s
vlastnostmi piekondvajicimi soucasné materialy (Borup, 2007). Tento nakladny vyzkum vede
k mnoha tspéchiim, ale klicové komponenty (membrana) ziistavaji nepokoteny.

Dal$im problémem je degradace jednotlivych komponent (de Bruijn, 2008). Pro
zavedeni do sériové vyroby je potieba vysoka Zivotnost findlniho zafizeni. V soucasnosti
dosahuji palivové c¢lanky Zivotnosti mnoha desitek tisic hodin provozu. Jednotlivé
komponenty provozem trpi a jejich funkce se zhorSuje (Collier, 2006). Stabilita komponent
tak hraje dualezitou roli pfi vyvoji palivovych ¢lanku. Prikladem muze byt katalyticka vrstva,
kde je nutné vytvofit kompromis mezi U€innosti vrstvy a jejim obsahem platiny. Platina
funguje jako katalyzator a jeji vlastnosti neni mozné jednoduse nahradit. V soucasnych
palivovych ¢lancich se vyuziva jen zlomek mnozstvi platiny oproti mnozstvi pfed zhruba
deseti lety. Malé obohaceni katalytické vrstvy platinou vSak vede k jeji postupné degradaci a
ztraté katalytické funkce. Chemicky Ize platinu z degradovanych katalytickych vrstev ziskat s
vysokou ucinnosti (cca 95%). Platina ale patii mezi strategické suroviny, a proto je tendence k
redukci jejiho pouziti.

3 Zavér

Vodik jako nosi¢ energie predstavuje perspektivni alternativu soucasnym energetickym
zdrojim. V zahrani¢i se problematice vodikovych technologii vénuje vysokd pozornost, v
Ceské republice se viak jedna spiSe o okrajové téma. Rozsifeni technologie je pfitom mozné
predpokladat jiz v blizké budoucnosti. Pfi podrobnéjsim pohledu lze ale vypozorovat oblasti,
kde vodikové technologie vyzaduji posun pro zvySeni jejich konkurenceschopnosti.

4 Pouzita literatura
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3

RESENI SLOZITEJSICH ULOH Z MECHANIKY 1

Josef VESELY

1 Uvod

V této prednasce budou feseny tlohy o soustavach téles, kterd konaji riizné druhy
pohybu, bude pojednano o otd¢ivém rovnomeérné zrychleném pohybu. Experimentalné
ovétime vliv zjednoduSovani na pouzitelnost vysledku.

2 Vliv otaceni kladky

Hledame-li zrychleni soustavy na obr. 1 a zanedbame tfeni v kladce a m
Ma — My

jeji hmotnost, dojdeme k vysledku ‘ my + My

Pro zavazi o hmotnostech 20 g a 30 g a pouziti hodnoty g = 9,8 m-s™
nalezneme pro zrychleni soustavy a = 1,96 m-s? Hmotn&jsi zvazi
nechame klesat rovnomérné zrychlenym pohybem z vysky h, vnasem
pfipad¢ to bylo 1,56 m. Pokus jsme opakovali vicekrat, Cas méfili témeét
vSichni pfitomni. Primérmy cas pocitany ze vSech cca 20 méfeni byl asi Obr. 1
1,59 s. Realné zrychleni soustavy pak je asi 1,23 m-s2 Rozdil je pomé&mé
veliky, hmotnost kladky nelze v této soustavé zanedbat.

Uzitim siloméru ur¢ime hmotnost kladky tvaru valce ms = 48 g.

Kladka kona rovnomérné zrychleny otac¢ivy pohyb s uhlovym zrychlenim e. Sestavime
pohybové rovnice pro vSechna tfi télesa, musime zde pouZit vnitini sily napinajici provazek

1 - a
(mg-—mypr= E?m“a, kde z=—

na obou stranach kladky, pro kladku to bude 7. Sectenim rovnic

(mg - mylg
a= 1
a upravou My + Mz +3Ma , &iselné asi 1,33 m-s. Tato hodnota je jiz blizka skuteénému

zrychleni soustavy. Zbyvajici rozdil je zpusoben tfeni v ose kladky.

3 Valeni bez prokluzovani

Za jakych podminek se bude valec valit po naklonéné rovin¢ bez prokluzovani? Otaceni
valce je zpusobeno tfeci silou mezi valcem a rovinou. Tteci sila udéluje valci thlové
zrychleni. Pokud je te¢né zrychleni na povrchu vélce stejné jako zrychleni posuvného pohybu
valce, k prokluzovani nedojde. Jednoduchym vypoctem zjistime, ze tomu tak bude pro tga <
3f, kde a je sklon naklonéné roviny a f je soucinitel smykového tfeni mezi valcem a
naklonénou rovinou. Hodnoty soucdinitele smykového tfeni najdeme v tabulkach (Mikulcak,
str. 161)

Pro vélec a obru¢ pak bude ¢islo 3 nahrazeno jinym c¢islem. Doporucujeme Ctenarfi tato
Cisla najit.
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Priklad:

Na vélci je navinuta tenka, lehka, dokonale ohebnd pevna nit, jejiz

, . y . , ; . .. Obr. 2
volny konec je upevnén vysoko nad valcem. Vilec ,,pada“ tak, ze se nit
odviji (viz obr. 2). Urcete zrychleni vélce.

Reseni: Pouzijeme pohybové rovnice pro posuvny pohyb valce a pro K WO
otacivy pohyb valce
Fe—F, =ma E
Fyr = Emr‘s
2
, a=—
Sectenim a upravou 39

5 Soustavy téles spojenych vlaknem
Déle byla feSena a diskutovdna fada tloh o soustavach téles spojenych vldknem.
Jednalo se o soustavy podle nésledujicich obrazk:

Obr. 3 m;

6 Zavér

Pti feSeni tloh o pohybu soustavy téles, kde télesa konaji rizny druh pohybu, feSime
soustavu pohybovych rovnic pro jednotlivd télesa. Cim vice ucinime zjednodusSujicich
piedpokladii pii feSeni tlohy, tim je matematické feSeni pohodInéjsi, vysledek je ale mén¢
realny.

7 PouZita literatura
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3

RESENI SLOZITEJSICH ULOH Z MECHANIKY 2

Josef VESELY

1 Uvod
V této ¢asti vyresime jesté n€kolik tloh o pohybu soustavy téles. Dale se budeme
vénovat zavedeni u¢inngj$iho matematického aparatu a ukazkam jeho mozného uziti.

2 Soustava téles

Priklad 1

Urcete zrychleni soustavy téles (viz obr. 1) a velikost sily napinajici vldkno. Hmotnost
vlakna a kladky zanedbejte, neuvazujte ani valivy odpor.

Reseni: Pohybové rovnice Fg —F, =mza F

| G
_ F
F, —F, =mja ﬂp
Obr. 1 F
g : W W r G
Upravami a feSenim soustavy
Mg Imymg
a=— .El': == 2 . g
Mo + §mi ’ 2mg + 3m,
<« 2

Priklad 2

Urcete zrychleni téles soustavy (viz obr. 2) a velikost sily napinajici vlakno. Hmotnost
vlakna a kladky zanedbejte, neuvazujte ani valivy odpor.

Reseni: V1akno se odviji z valce, zrychleni valce az je polovi¢ni nez zrychleni a; zavazi.

Pohybové rovnice Fe—F =ma,

- Oz
FErl=—-mgr*—
- - _1_"
Upravami a feSenim soustavy >
my
Gy =——"——+9
F 5 m
2my +3Mg 2 1
Ty F
Q:I. o | _J_? t
My +gM; Obr. 2
E = Smymg Fg
27 8m,y +9m, g
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3 Derivace

K zavedeni pojmu derivace je tfeba nejprve objasnit pojem limita. Potom mtizeme
definovat derivaci. V praktickém pocitani pak pouzivame vzorce a pro derivace funkce, ktera
uvadi naptiklad Mikulcak, str.47 a 48.

Okam?zit4 rychlost hmotného bodu je derivace polohového vektoru podle ¢asu,
(okamzité) zrychleni je derivace okamzité rychlosti podle Casu.

Priklad 3

Pro zévislost soufadnice X hmotného bodu pohybujiciho se po ose x na ¢ase t plati

B = 3EF - -6

bodu v Case 6 s.
ReSeni: x =54 m

. Ur¢ete polohu, okamzitou rychlost v a zrychleni @ hmotného

dx
v=—= ({F-Hms?=30m=s1
511'
aw
a=———= 2{1-} m'E_: = 12 m'E_:
ar

Priklad 4

Ur&ete maximalni vy§ku §ikmého vrhu po¢ateéni rychlosti vo = 40 M- pod elevaénim
tthlem 30°. Odpor vzduchu neuvazujte. Pro numerické feseni poditejte g = 10 m-s™.
1

v =1,tsina — E_gr:

Reseni: Pro svislou soufadnici plati :
funkce mize mit maximum tam, kde ma nulovou derivaci.
dy , _ . Vg Sim visin®a
— = vgsina — gt =0, =2 , y=-9"_ "
dt Jei - 240
Maximalni vySka vrhu je 20 m.

4 Neurcity a urdity integral

Integrace je opacny proces k derivovani, lze téZ mluvit o hledani primitivni funkce
k funkci dané. Urcity integral pocitame jak rozdil pfislusnych primitivnich funkeci.
V jednoduchych ptipadech vystacime se vzorci, které uvadi Mikulcak, str. 48 aZ 49.

v= | adt, x = |vdt

V kinematice hmotného bodu potom plati J J

Priklad 5

Mal¢ téleso pada ve vzduchu a diky jeho odporu pro zrychleni télesa plati & = geor,

Naleznéte rovnici pro okamzitou rychlost v a drédhu padu y.

y v= jadt= |ge ¥ dt = —ghe ¥ 4 c.

Reseni: - .

Integra¢ni konstantu ¢ uréime z poc¢ateénich podminek: 0 = —ghe™® % 4+ ¢
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c=gb

Priklad 6
Mg&jme pruzinovou soustavu, pro jejiz silu plati F =kx* kde kje konstanta a X je
prodlouzeni pruziny. Urcete praci W, kterou je tfeba vykonat, abychom pruzinu prodlouzili
z délky a na délku b.

ok b 1. 1
. W= Fdx=| kxPdx=[-kx?] =-k(®?-a?)
Reseni: Ja Yo 3 a 3

5 Zavér

Po vyteSeni dalSich ptikladii studenti ziskali solidni dovednost pro jejich feSeni. Uziti
derivace a integralti prokdzalo, Ze zdokonalenim matematického aparatu je mozné snadno
fesit 1 ulohy diive feSitelné jen obtizn¢, nebo zcela neftesitelné.
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RESENI VYBRANYCH ULOH Z MECHANIKY

Josef VESELY

1 Uvod
V této piednasce byla vénovana pozornost pohybu télesa na naklonéné roviné a pohybu
soustavy téles spojenych vlaknem. Jednalo se o tlohy teoretické i experimentalni.

2 Kvadr a koule

Pozorovani 1:

Mirn¢ naklonéna rovina, kvadr se nepohybuje, koule ano.

Pozorovani 2:

Pti vétsim sklonu se pohybuji obé télesa, koule rychleji.

Pozorovani 3: Kvadr na vzduchové draze, koule na naklonéné roviné (s zlabkem) se
stejnym sklonem jako vzduchova draha. Kvadr se pohybuje rychleji nez koule.
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3

Kvadr se pohybuje témét bez tieni a proto se prakticky vSechna potencialni tihova
energie preménuje na kinetickou energii posuvného pohybu. U koule se potencidlni energie
pireménuje na kinetickou energii posuvného pohybu a na kinetickou energii ota¢ivého pohybu.

Priklad 1

Kvadr klouze po naklonéné roviné z vysky h. Urcete jeho rychlost pii opusténi
naklonéné roviny a) zanedbame-li tfeni a odpor vzduchu, b) je-li soucinitel smykového tfeni f
a sklon naklonéné roviny je o .

v= |Zhyg (l - L)

Vysledky: a) ¥ = v 2hg  b) v tg

Priklad 2

Koule se vali po naklonéné roviné z vysky h. Jak velikou rychlosti koule rovinu opusti?
Odpor vzduchu a valivy odpor neuvazujte.

Vysledek:
mj
3 Kladky
Priklad 3
Télesa o hmotnostech my a mz jsou zavéSena pies velmi lehkou kladku
(viz obr. 1). Urcete zrychleni soustavy, tfeni v ose kladky neuvazujte.
m] 2

g — 1y

qg=—-—""~-" E
Vysledek: my +Mms

Obr. 1

Priklad 4
Urc¢ete zrychleni télesa o hmotnosti my na obr. 2.
Hmotnost kladek a provazku a tfeni neuvazujte.
4m,; - 2m,
, A= g
Vysledek: 4m, +m;

m
2
i

Obr. 2

4 Zavér
Byly téz podrobné diskutovany podminky pro feseni a ¢etné obmény uvedenych tloh.
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