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MATEMATICKY KEMP

DIOFANTOVSKE ROVNICE
Jaroslav HORA

1 Uvod

S teorii potebnou profeSeni tzv. linearni diofantovské rovniaex + b y = ¢ o dvou
neznamyclx, y [0 Z, kdea, b, ¢ jsou cel@iselné parametry, buddasitelé jiz seznameni snad
i z predchozich kemp Ukazuje se, Ze pokudslo d = D(a, b) necli c, pak dana rovnice
nemaieSeni. Pokud ale nejp&i spoleény clitel d cisela, b déli ¢, pak existuje nekoras
mnoho reSeni, kterd Ize zapsat ve tvatu= X + (b/d).t, y = yo — @d).t, kdet O Zje
celatiselny parametr a jedrieSeni[ X, yo] dané lineérni diofantovské rovnice Ize ziskat tzv.
rozSienym Euklidovym algoritmem nebo v jednodusSiipac i uhodnout.

2 Elementarni Gvod do pokrdilejSi teorie

Dostupnou teorii pro gkteré typy diofantovskych rovnic Ize nalézt hapa internetu
nebo v uvedené literate. To plati nap pro pythagorejskou rovnief + y? = Z. Ta ma opt
nekonénd mnohoiedeni jiz v N. Existuji ale Glohy, pro &k je nejlepsi mit &aky dobry
napad... .

2.1 Friklad (diofantovska rovniceieSena tzv. metodou rozkladu)

Reste diofantovskou rovnici
Yy —x=01.
Rozlozime levou stranu rovnice a dostaneme
(y— x)(¢ +xy+ y) = 9L
Takécislo 91 Ize rozlozit na s@éin nasledovd: 91 = 1.91 = 7.13 = 13.7 = 91.1. Dostadvame
Ctyfi soustavy rovnic. VkeSme zde jen prvni z nich.
a) y-x=1,x +xy+ y=91.
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Vyjadiime z prvni rovnicey = x + 1 a dosadime do rovnice druhéceia ze ziskané

kvadratické rovnice® + x — 30 = 0 vypoéteme kdeny 5 a — 6. Vidime, Ze nasi soustav
vyhovuji dvojice[5, § a[- 6, — §.
Obdobr postupujeme i v dalSichripadech. MnoZin&eSeni dané diofantovskeé rovnice

je nakonec P =[f, ,[-6,-3,[-3,4,[- 4, 3}.
V daném pipad® ma zadana diofantovska rovnice kémg paietieSeni.

3 Zaver

Dobrou motivaci pro dalsi studium diofantovskyctvric druhého stuph o dvou
neznamych rive byt webova strankattp://www.alpertron.com.ar/QUAD.HTM Po
povoleni vypétu (Run) a zadani cealtselnych koeficierit bud’ ziskame vypis (gkterych)
feSeni anebo informaci, Ze dana diofantovska rovieéeni nema. E¢eme roviiz ziskat
informaci o metodackeSeni. Jde vSak spiSe o zalezitosti vysokoSkolskématiky.

4 P9u2it§1 literatura
ZNAM, S.: Tedriagisel, Alfa, Bratislava, 1977.

5 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy RRE, Klatovska 51, Plze
horajar@kmt.zcu.cz
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DIOFANTOVSKE ROVNICE |
Jaroslav HORA

1 Uvod

Je dobré se seznamit s trochou teoriéghote prareSeni linearni diofantovské rovnice
ax+by=codvouneznamyck y O Z, kdea, b, c jsou celgiselné parametry. Existuje totiz
mnoZzstvi slovnich Uloh, jejichieSeni vyZzaduje znalost této teorie, u#iteje téz zfisob, jak
zapisovat nekor®@ou mnozinueSeni pomoci parametru.

2 Elementarni Gvod do pokrdilejSi teorie
V nasledujicim gikladu bude vyhodné do&pk vyjadieni jednoho firozenehaisla ve
tvaru soudtu étverai. V dalSim gikladu pontize uvedeni rovnice do stinového tvaru.

2.1 Fiklad

Reste diofantovskou rovnici
X +y=x —xy+ Y.
Reseni Pidmex*— x+ y¥*— y—xy = 0 a pracujme se dvojnasobkem této rovnice:
2X2—2x+2y¥—2y—2xy= 0. (1)
Nyni si povSimgme, Ze sotet druhych mocnin
(Xx=1)2+ (Yy=1F+ (X=y)? =X =2X+ 1+ Y =2y + 1 +X¢ —2xy + V¥
je az na &itanec 2 pesre roven levé stranv (1), proto nizeme namisto (&gSit rovnici
(X—= 17+ (y—1F + (x-y)*= 2. (2)
Nasesti moznosti, jak zapsaéitslo 2 ve tvaru satiu tii druhych mocnin, je malo a jejich
praizkum lze penechattenéi.

MnozinateSeni dané diofantovské rovnice je nakonec P0=q, [1, 4, [0, 1], [2, 1],

[1.2.[2,7}.
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2.2 Fiklad

Reste diofantovskou rovnici
Xy+3X-—-5y=-3.
Reseni Pokusme se uvést levou stranu rovnice dé@isouého tvaru. Je
(x—=5)(y + 3) =xy + 3x — 5y — 15, takZe zadanou rovnici upravime do tvaru
x—5)(y + 3) =-18.
Nyni je feba prozkoumat vSechnyigoby, jak zapsatislo —18 ve tvaru s@inu dvou
celychcisel a poté viesit islusné soustavy dvou linearnich rovnic o dvou aemych. | tuto

praci Ize penechattendi. Ziska se tak mnozina vSet#seni dané diofantovské rovnice
P = {[_6! —21], [4! 15! [7! —12]' [3! Ql [8! _Ql [2! 3' [11! —6], [_1! q1 [14! _51
[_4! —j_l, [23! - 4! [_131 —3 }

3 Pouzita literatura
GALPERIN, G. A.,, TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matetngeskije olympiady,
Prosves&enije, Moskva, 1986.

4 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FREU, Klatovska 51, Plze
horajar@kmt.zcu.cz
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DIOFANTOVSKE ROVNICE Il
Jaroslav HORA

1 Uvod
Budeme srérovat k obtizgjSim aloham, vyZadujicim netrivialni algebraickéayyy.

2 Elementarni Gvod do pokrdilejSi teorie

V prvnim p@ikladu bude hlavni potiz s nalezenim rozkladu Hkistépolynomu
s cel@iselnymi koeficienty. Pak jiz bude mozné nahlédndet dana diofantovska rovnice
nemareseni. V dalSimifkladu ogt pomiZze uvedeni rovnice do stinoveého tvaru.

2.1 Fiklad
Dokazte, Ze rovnice

X+ 3x'y —=5X° Y —15X y* + 4x y* + 12y° = 33 (1)
neméieseni v 2
Re3eni Pokusme se rozlozit levou stranu naisouNeni to vibec snadné, ale rads pokust
pronikneme do uvazovanich, ktei dany giklad vymysleli.Clen X by mohl vzniknout po

vynasobeni i zavorek tvaruX + ¢i — nekolik y). Nakonec dojdeme k tomu, Ze jde o &ou
(x—=2y) (x=y) (X+y) (x+ 2y) (x+ 3y). Lze owiit, Ze vskutku plati

K—2y) (x=y) (x+y) (x+2y) (x+3y) =X+ 3x'y -5 y* —15xy° + 4x y* + 12y°.
To je podstatny pokrok.

Vratme se k rovnici (1) aipdstavme si, Ze existuji jakasi ce€ldlax, y, pro rez (1)
plati. To by znamenalo, Ze calslo 33 je mozné rozlozit v sdim péti celych ¢isel, ktera
jsou navzajemiizné (neb6 vyrazyx — 2y, x—y, X +y, X+ 2y, X + 3y zjevre navzajemiizné
jsou). Ale cel&islo 33 Ize rozloZit pouze v s¢in dvou girozenychéisel jako 33 =3 .11 (na
poradiciniteld nehledime) a tedy jako v sBin nanejvysctyi navzajem dznych celychiisel.
VyuZzijeme totiz navic jiz jen ,hratky se znameénky3 = —-1. 1 . 3.( —11) nebo obd&bn
Ziskdvame tedy z&v, Ze ¢islo 33 Ize zapsat nanejvys jako &ouctyi navzajem idznych
celychgisel, nikoli vSak pti. Z toho plyne, Ze diofantovské rovnice (1) nef@seni.
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2.2 Fiklad
Reste diofantovskou rovnici

X*= y*+ 2y +13.

Reseni Pokusme se postupnymi Gpravami uvést levou stramoice do sokinového
tvaru. Jex?= (y + 1¥ + 12, respx’® — (y + 1Y = 12, takZe zadanou rovnici upravime do
tvaru

k-y-1)(x+y+1)=12.

PovSimrme si te’, Ze kazda ze zavorek je néitsudécislo. Vidime tedy, Ze jedna ze
zavorek je rovna hll ¢islu 2 nebo —2 a druha #@to cislu 6 nebo —6. DalSi postup je jiz
ziejmy a fenechame jejtendi. Vyjde P = {4, 1,[- 4, 1, [4, -3, [- 4, -3}

3 PouZzit4 literatura
GALPERIN, G. A., TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matetngeskije olympiady,
Prosvegenije, Moskva, 1986.

4 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy RRE, Klatovska 51, Plze
horajar@kmt.zcu.cz
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ROVNICE A NEROVNICE S PARAMETREM |

Jaroslav HORA

1 Uvod
Priklady na rovnice a nerovnice s parametrem jsoti dasté v éznych matematickych
soutzich. Je takéidezité znat metodu getniho i grafickéhdeSeni.

2 Grafické reSeni nerovnosti
Uvedeno jen zadani, grafickéSeni neni obtizné, ale zabralo by dosti mista.

2.1 Fiklady 1: Vyieste graficky nasledujici nerovnosti:
aAy-2>1 bx+|y <1 c)¥*>y* d)x y<-2 atd.

2.2. Riklad 2: Pasetrs feste rovnicié + 1* — @ — 1x— 22 =0 s neznamox O R a

parametrena.
2.3. Rriklad 3: ReSte nerovnick/2x+ a> x s neznamou a parametrer.

Redeni 1. Pokud jex < 0, jsou feSenimi vdechny uspidané dvojicdx, a], pro réz
X>—al2.

2. Prox > 0 dostavame umoénim ekvivalentni nerovnici® — % — a < 0. ReSeni
zaviseji na hodneétdiskriminantu D = 1 &.

a) Proa < — 1ieSeni neexistuje.

b) Proa > — 1 vyhovuji hodnoty, pro 6z 1 —+va+1<x <1 +Ja+1, které jest
sphiuji podminkyx > 0 ax> —a/2.

Je tedyitebareSit soustavu nerovnic

1-va+l<x<l1l+va+1l,

x>0,
XZ_aIZI
a>-1.

Vidime, zecislo x musi byt ¥tSi nebo rovné kazdémuesel 0, —a/2, a 1 —va+1.
Ted je treba posoudit, jak jsou tattisla rozmistna na osex v zavislosti na hodnotach
parametrua. Tuto diskusi jiz penechametend& — povede na rozliSenitijpadi &) a > 0 a

B) al (-1,0)se zagrem:
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Proa < — 1feSeni neexistuje.

Proal (-1,0) je P =(1-Va+1,1+a+ 1).

Proa>0je P :<—a/2,1+\/a+ 1>.

3 Pouzita literatura
BASMAKOQOV, M. I.: Uravnenija i neravenstva, druhéepracované vydani, Nauka, Moskva,

1976.

4 Kontakt na autora

Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

katedra matematiky, fyziky a technické vychovy RRE, Klatovska 51, Plze
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ROVNICE A NEROVNICE S PARAMETREM Il
Jaroslav HORA

1 Uvod
Priklady na rovnice a nerovnice s parametrem jsoti dasté v éznych matematickych

sougzich.

2 Elementarni ivod do pokrdilejSi teorie
Zatneme pikladem spiSe ,maturitniho charakteru, am je vhodné vyuZit znalost

Vietovych vzorg.

2.1 Fiklad 1 (viz [BU] ): Urcete vSechny hodnoty paramepul] R, pro ®Z mé rovnice
X +2(p-4x+p°+6p=0 (1)

a) alespa jeden realny kien,

b) dva realné kieny, které jsou oba kladné,

c) dva realné kieny, které jsou oba zaporné,

d) dva realné ki@ny, z nichz jeden je kladny a jeden zaporny.

Postupg ukazeme, Ze

~ | oo

a) dana rovnice ma alespgeden realny kien prop <
b) dva kladné realné keny ma rovnice (1) prp O (-, - 6) D(O, §j

c) rovnice (1) nema dva zaporné realné&ky pro zadng [ R,

d) rovnice (1) ma jeden kladny a jeden zapornigek@ro vSechng 0 (- 6, 0).

Situace ad a) nastavéepme praws tehdy, kdyZ D= 0. Je D = 4§ — 4F — 4> + 6p) =
Ap°—32p+64—4p°—24p=—56p+64=8(8—1), odkud 8—DP>0, p< 8/7.

b) Dva realné kieny (rozumi seiizné) existuji pro D > 0, tedy< 8/7. Dale je ovSem

tieba zajistit, aby oba tyto kenyxi, X, byly kladné, tj.x; > 0,x,> 0. Tyto posledni podminky
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jsou ale ekvivalentni ;. x» > 0 0 x; + X, > 0, coZ je zase podle Vietovych vzirc

ekvivalentni s podminkami —2¢ 4) > 0,p> + 6p > 0. Je tedyp < 4 Op (p+ 6) > 0 a ovdem
p< 8/7,t.pd0,-6)n (0, 8/7).

Rozbor ad c), d)iignechamétenéi.

2.2. Fiklad 2: V mnozire realnychciselieSte rovnici

va-+a+ x =X, kdea je realny parametr. (Vig5A], str. 23)

Reseni: Ama snahaesit danou rovnici dvojim umognim vede k rovniciétvrtého
stupré v x s parametrera, coZ neni saidna cesta. Pomocitike substitucg = va+ x, na&ez

X = \/ﬁ. Umocrénim obou vyjaéeni na druhou mame
Y =a+x X =a-yaodétenimy’ —x2 =x +y, (y + X)(y —X) =y + X, naeZ
(y+x)(y-x-1)=0.
Ziskali jsme dva fipady l.y=—x, Il.y=x+ 1.

|. Dosazenim do vyj&eni ziskanych po substituci mame jeddak x = —x, ale téz

Ja+x = x, odkudx = 0 a téza = 0. Po provedeni zkousky vidime, Ze vskutkug@ro0 ma

dana rovnice vskutktesSenix = 0.

Il. Po dosazenly = x + 1 do obou vyjéibni dostdvamex + 1 =Ja+x, resp.

X = Ja-x-1. Po disledkové uUpray (umocréni na druhou) dosjeme v obou fipadech

k jediné kvadratické rovnici s neznamoa parametrera

X¥+x—a+1=0.
Tato rovnice ma diskriminant D = 4 — 3 a kdeny x; = —%+—;/4a—3 ax =

= —%——;\/4a—3. Z pavodni rovnice okamit plyne, Zex > 0, proto kden x, nevyhovuje
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puvodni rovnici a musime jeShalézt ty hodnoty parametru, prézne x> 0. To nastava pro

a>1.

Zkouskou lze o¥fit, Ze proa> 1 ma mivodni rovniceeSenix = —%+—;\/4a—3.

3 PouZzit4 literatura

BUSEK, I.: ReSené maturitni Glohy z matematikyett p‘epracované vydani, Prometheus,
Praha 2002.

GALPERIN, G. A., TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matetngeskije olympiady,

Prosves&enije, Moskva, 1986.
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SOUSTAVY ALGEBRAICKYCH ROVNIC I
Jaroslav HORA

1 Uvod
Po probrani zakladnich techni&Seni soustav algebraickych rovniézaeme pistoupit

viN 7

priklady.

2 Priklad
V R? iedte soustavu

X—y*=2b
Xy—xy =b

S neznamynx, y a parametrerb [0 R.

Reseni
1. VyzkouSimeeSeni soustavy pro hodndiu= 0. Mame pak
(X— Y)(X +xy+ y)=0
(x—y).xy =0.
Z prvni rovnice plyng = x a dalSi postup je jiz snadny.
2. Nech? nynib # 0. Dostavame soustavu
(x— Y)( X +xy+ y)=2b# 0.
(x—y).xy = b.

Nyni je ze druhé rovnice patrné, &y, x# 0,y # 0. Za tchto podminek ale tieme
vydélit prvni rovnici druhou a po malé Uprayodstragni zlomku, gevedeniclenu z prave
strany vlevo) dostaneme

x> —xy + Y =0.

Je ale ¥ejmé, Ze pro vSechna nenuloyd O R platixX* —xy + y* > 0, tj. pro hodnotu
parametrib # 0 nema soustavaseni.

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v roce 2013 financovan z rotpdPlzaéiského kraje



L]
*
** ** ﬁ._
. * * . M
evropsky IO II\. g A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP VzaBlavani - »
% 4 fondvCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkurenceschopnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3 Priklad:
V R® reste soustavu

X+y+z=a
X+y'+7 = a
XC+y+7Z = a

S neznamyn, y, za parametrera [ R.

Reseni Umocnime prvni rovnice n#eti a odéteme od niieti rovnici. Mame
3x°y+3xtz+3xy?+ 3xz? +3yz?+ 3y?z =0,
coz lze upravitna 3(+y) (x+ 2 (y + 2 =0.

Kdyby platilox + y =0, plyne z prvni rovnice{vodni soustavy ihned, &= a, tj. do oboru
pravdivosti P dané soustavy patispdadana trojicg0, 0, a]. Zcela analogicky obdrzime
dalSi de feSeni.

Je tedy P =[f0, 0,a], [0,a,0],[ & 0,J} proa+0. Pokud ja=0,je P={0,0,Q }.

4 Pouzité literatura
GALPERIN, G. A.,, TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matetngeskije olympiady,
Prosves&enije, Moskva, 1986.

5 Kontakt na autora
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SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
Jaroslav HORA

1 Uvod

Se soustavami linearnich rovnic se v jednoduchéndaseznamuiji jiz zaci zakladni
Skoly. Na stedni Skole se studenti zabyvaji i pkad nar@néjSimi tlohami a ziskaji i jiny
pohled na danou problematiku (analyticka geometriey prvnich semestrech
vysokoSkolského studia se pak studenti obeznandjnsypjako matice a jeji hodnost,
Gaussova eliminai metoda, Frobeniovaita.

2 Elementarni Gvod do pokrdilejSi teorie

Pro Gastniky matematického kempu byl na jednodusSichstawach obvykle it
linearnich rovnic oiech nezndmychipdveden Gvod do poksitejSi teorie. Byly motivovany
pojmy jako matice soustavy, roESha matice soustavy, coZz ostatrede k efektivgSimu
zapisu. Déle elementarfadkové Upravy, Gaussova elimind metoda. V pedvadnych
piikladech po jejim provedeni jsme schoprituzyv. hodnost matice soustavy, resp. hodnost
rozStené matice soustavy. DiskuseSitelnosti fvodni soustavy lineérnich rovnic je nyni
piehledna (Frobeniovaéta). Je iteba nacwiit zapisieSeni v tom fipac, kdy ma soustava
nekon€né¢ mnohoreSeni (uZiti paramei.

2.1 Nekteré ulohy, pro néz neni obecna teorie filis efektivni
Existuji ale ulohy, pro & je stale dobré mitéfaky dobry napad, kterym siiheme
vyrazre uSetit praci. Zde je jedna z nich (viz literatura, 28):

Reste soustavu rovnig; + x; + X3 = 6,
Xo+X3+X =9,
X3+ X4+ X5 =3,
Xg + X5 + X = =3,
Xs+Xg+X7=—9,
X + X7 +Xg=—6,
X7+ Xg + X1 = =2,
Xg+ X1 +X2=2.

Pracovat se soustavou osmi linearnich rovnic o ammhamych podle ,velké" teorie,
ktera sice neselze, ale je pracna, by stalo ¢hmi. Je dobré &ist vSechny rovnice a tim se
ziska trojnasobek sotw vSech neznamych. 8eme —li prvni,¢étvrtou a sedmou rovnici,
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nahlédneme snadno, xg= 1. Obdoba lehko najdeme hodnoty dalSich neznamyeghs 1, x,
=2,%=3,X%=4,%=-4X%=-3,x=-2,%=-1

3 Zawér
Obdobné ulohy se

4 Pouzita literatura

mohou objevitiznych matematickych satitich..

GALPERIN, G. A.,, TOLPYGO, A. K.: Moskovskije matetngeskije olympiady,
Prosves&enije, Moskva, 1986.

5 Kontakt na autora
Doc. RNDr. Jaroslav Ho
katedra matematiky, fyzi
horajar@kmt.zcu.cz

ra, CSc. 5
ky a technické vychovy FRBJ, Klatovska 51, Plze

Stredisko sluzeb skolam, PizeCastkova 78

Po

dpora talentovanych zak Plzeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001

Tento projekt je v roce 2013 financovan z rotpdPlzaéiského kraje



L]
*
** ** ﬁ._
. * * . M
evropsky IO II\. g A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

DIRICHLET UV PRINCIP V ULOHACH
Martina KASPAROVA

1 Uvod

Dirichletiv princip je jednoduché tvrzehikteré g reSeni UGlohsasto pouZivame
newdone. Jeho existami charakter haadi do kategorie velmidezitych matematickych
vét. Je vhodné ukazat jeho pouziti na ulohach maitekéablympiady, které vyzadujitétaz
existence objektu jistych vlastnosti.

2 Ulohy

Priklad 1 V krychli o hrar velikosti 1 je dano 2 050 badDokaZzte, Ze mezi nimi existuje
pét takovych, které lezi uvrfikoule o poloniru g (26. MO, A-llI-1, 1979, s. 127)

V Uloze je Zejme, Ze rozmi®vanymi objekty bude 2 050 bédFihradkami ve tvaru
koule o polongru g nelze beze zbytku vyplnit krychli o hrajedna. Nahradime proto koule

jim vepsanymi krychlemi. Polo#n kouleg predstavuje ve vepsané krychli polovirlesové
Uhlopricky. Odtud jezzif délka hrany vepsané krychle. Krychle o takové &nagize beze
zbytku ,vyrovnat” k hras velikosti 1. Hledejme proto takovou hranu kryctdby byla mensi
neizzif a zarove, aby se jeji celiiselny nasobek rovnal 1. Proto,’%é = 0,128, zvolme%.
Krychli o hrarg velikosti 1 1ze vyplnit 512 krychlemi o hrarvelikosti % Rozmigujeme-li
2 050 bod do 512 krychli o hram%, musi podle Dirichletova principu existovat aspedna
krychle, v nizZ je aspopét bodi, a tedy i koule o polosnu % s peti body uvnit.

Priklad 2 Ve tiid¢ je 25 Zak. Vi se, Ze v libovolné skupintii z nich jsou dva fatelé.
Dokazte, Ze existuje Zak, whoz je aspd dvanict patel. (8. turnir imeni Lomonosova,
17. Gloha, 1985.)

Predpokladejme naopak, Ze neexistuje zak siasi pateli, kazdy zak ma tedy
nejvySe 11 patel. Ozname jednoho z ZakA, pak k #mu musi existovat Zak B, ktery neni
jeho gitel. (Pokud takovy Zak neni, pak A mé za kamaré&aahny spoluzaky zé&dy, tj. ma
vice nez 11 fatel) Kazdy z zak A, B ma dle pedpokladu nejvySe 1llidel, to je
dohromady 22 78k Ve tidé je ovSem 23 Zak Proto bd’ A, nebo B ma aspol?2 patel.

! Rozmis’'ujeme-limn + 1 predn¥ta don piihradek, pak existujeijiiradka, v niz je aspom + 1 prednita.
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Priklad 3 V rovin¢ je dano 17 bail z nichZz zadnéfit nelezi na jednéifmce. Kazdé dva

body jsou spojené U8eou, ktera je obarvena zelenou, modiodervenou barvou. Dokazte,
Ze lze najitii body tak, Ze vSechnyituseky jimi uréené maji stejnou barvu, tj. existuje
jednobarevny trojahelnik. (Hecht, Sklenérikova 1,992109)

V trojuhelniku vedou z jednoho vrcholuduse&ky, zkoumejme proto obarveni sk
vedenych z jednoho bodu (ozn@e ho A) do zbyvajicich Sestnacti liodProtoze obarvujeme
Sestnact usek temi barvami, existuje barva (napelend), kterou je obarveno aspgest
useek. Ozné@me krajni bod &které ze zelenych U8ek jako B, B# A. Spojujme nyni B
s ostatnimi @ti krajnimi body zelenych ugek. Kdyby réktera z &chto spojnic byla zelena,
existoval by jednobarevny trojuhelnik s vrcholyB\,Pokud spojnice obarvujeme jen modrou
a ¢ervenou barvou, musi byt asptii Useky z piti obarveny stejnou barvou, napnodrou.
Pokud je ve skupintti krajnich bod modrych Usé&ek rektery spojen s druhym modrou
spojnici, existuje jednobarevny trojuhelnik. Pokachu tak neni, musi byt vSechny body
navzajem spojeny U8eou cervené barvy, v kazdém fipact existuje jednobarevny
trojuhelnik.

Priklad 4 Na Sachovnici 88 je ozn&eno 17 poli. DokaZte, Ze z nich Ize vZdy dybrat tak,
Ze kin potrebuje aspw tfi skoky pro pesun z jednoho z nich na druhé. (20. turnir gorodov
3. tloha, 1998/1999)

Udélejme si nejprve fedstavu o tom, jaka poletire kin zaujmout tetim skokem. Kin
se pohybuje do pismene ,L“ Zjakého pole uprostd Sachovnice sgrem vzhiru, dok,
doprava i doleva, takze vyztfime-li pole, kam &n dosk@i jednim skokem, ziskame
sttedow soungrny obrazec, jehoZ igdem je vychozi pole. f®dow soungrny obrazec
zastane zachovan itpdalSich skocich. #jejich zndzofiovani se proto iZeme omezit na
ptipad, kdy kin vychazi z leveho dolniho pole, které oginze 0.

3 3
3 3 3
21323 3
312(3[2|3 3
2|1 3|23
3 112|3 3
0/3/2|3[2|3

Pokusme se najit obrazec, smiz bude platit, Ze z kazdého pole se na zbyvajisiathe
kun aspa tremi skoky. Z obrazku je patrné, Ze z pole 0 (dawme pro snazSi vyja@dvani
soustavu sa@adnic s pdatkem 0 = [0, 0]) se na pole [4, 4] i na pole [pddstane kn tiemi
nebo vice tahy. Z pole [4, 4] se na pole [5, &npisti Kin také po tech skocich, nelo
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z vychoziho bodu se na sousedni pole dosténdikmi skoky, jak je patrné z poli [0, 0] a
[1, O]. ProtoZe jsou skoky keérsoungrné podle vychoziho pole, Ize se naopahni ¢i vice
skoky gemistit z poli [4, 4], [5, 4] do vychoziho pole [@, a z pole [5, 4] na [4, 4]. Obrazec
tvoreny body [0, 0], [4, 4] a [5, 4] ma tu vlastnost, Z kazdého jeho pole se na jiné pole
dostane #n aspa tiemi skoky.

Existenci aspi dvou poli ze 17 ve vzdalenosti agpti tahi korém zajisti Dirichletiv
princip. Pro jeho pouziti pt#bujeme 17 (ndhodh ozna&enych poli rozdit do dostatene
malého potu piihradek — obraZg tvorenych poli ve vzdalenosti aspdii konskych skok.
Dv¢ ze 17 vyznéenych poli budou obsazeny v obrazci, kdyz bud&eipobrazé mensi nez
17. Pro Sachovnici®B je teba najit obrazec, ktery sestava z asp/16 = 4 poli, aby bylo
jisté, Zze v &m budou d¥ ze 17 vyznéenych poli. Navic jeftba, aby Sestnacti obrazci
tvorenymicétyimi poli bylo mozno pokryt celou Sachovnici.

K nalezenému obrazci zéi tpoli pidejme pole [1, 0]. Budeme-li ho povaZzovat za
vychozi bod, je z obrazkugimé, Ze se z&pna pole [0, 0] a [4, 4] dostaneme p¥avemi
koniskymi skoky a na pole [5, 4] vice néemi tahy. Sestnacti obrazcistyiech polich, které
maji stejny tvar jako Sédvyznaeny obrazec na Sachovnici zndzoré vySe, |ze beze zbytku
pokryt celou Sachovnici. vze 17 vyzn&nych poli jsou v jednom z obraz® nemz vime,
Ze z kazdého jeho pole se Ize do jiného pole dastat tiemi kaiskymi skoky. Tim je dkaz
proveden.

Priklad 5 Je dano 51 tznych dvoucifernychéisel (jednocifernéagisla povazujme za
dvouciferna s prvni cifrou 0). Dokazte, Ze je moznuch vybrat Sest takovydlisel, Zze maji
navzajem odliSné cifry na méstlesitek i jednotek. (Alfutova, Ustinov 2002, s) 15

Uspaadejmecdisla vzestupé a roza&lme je do skupin podle cifry na mistesitek.
Takovych skupin je nejvySe deset a nejihéast (51¢isel nelze rozmistit do¢f a meérk
skupin po desettislech). Rozmitujeme-li 51¢isel do 10 (nebo méh skupin se stejnou
cifrou na mist desitek, existujeigjme¢ skupina, v niz bude asp@estéisel, ozname ji As.
UkaZzme dale, Ze existuji dalsi skupirigymé od A a mizné od sebe navzajem s aspmti,
Ctyifmi, ttfemi, dw¥ma a jednim prvkem. Ozéme je postuph As, ..., Ar. Ve skupir Ag je
aspa 6 cisel, ale nejvySe 10Bisel. (Ve skupia se stejnou cifrou na méstesitek nMze byt
maximalre deset ¢isel s tiznou cifrou na mist jednotek.) Na ostatni skupiny zbyva
minimalré 51 — 10 = 4Xisel. Rozmisujme tchto 41¢isel do 9 (nebo ménskupin), pak
existuje skupina As aspéa péti, ale nejvySe deseti prvky. Zbyva minim&fdl dvoucifernych
¢isel na dalSich osm nebo mséskupin. Ot podle Dirichletova principu musi existovat
skupina, v niz jsou aspd31/8] + 1 = 3 + 1 = 4 prvky, neche to A,. Podobg se zdivodni
existence skupin A A,, Ai1. ProtoZe existuji skupinysA ..., As Ize vzdy vybrat Sestisel
poZadovanych vlastnosti. (Prwiglo se vybere ze skupiny;Adruhé ze skupiny Atak, aby
se na mistjednotek liSilo octisla ze skupiny A tieti ¢islo se vybere ze skupinysAak, aby
cifra na mist jednotek byla jina nez tisel ze skupin A A,. Ziejn¢ to lze vzdy provést,
protoze v kazdé dalSi skupije vzdy o jednaislo vice.)

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v roce 2013 financovan z rotpdPlzaéiského kraje



L]
*
** ** ﬁ._
. * * . M
evropsky IO II\. g A
£ ———

socialni & i .
MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP VzaBlavani - »
% 4 fondvCR EVROPSKA UNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkurenceschopnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3 Zavér

Tvrzeni, jejichz dkaz se v uvedenych udlohach pozadoval, platila @ tdivodu, ze
jsme n€li k dispozici dostaténé velké mnoZzstvi objekt Pra¥ na takovy typ uloh lze
Dirichletiv princip s vyhodou pouZzit.

4 Pouzita literatura

XXVI. ro¢nik matematické olympiady. Praha: SPN, 1979. 198 s.

8. Turnir imeni Lomonosova. 17. uloha, 1985.

Dostupné na internetuhttp://problems.ru/view_problem_details_new.php32357
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matmaticeskich skol. 1. vyd. Moskva: MCNMO, 2002. 264 8N5-94057-038-0.
Dostupné na internetuhttp://problems.ru/view_problem_details_new.php®8a353>
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SOUSTAVY ALGEBRAICKYCH ROVNIC |
Martina KASPAROVA

1 Uvod

Obcas se mezi ulohami matematické olympiady objekiklgdy vyZadujiciteSeni
soustav rovnic
f]_(X]_, X2, ,Xn) =0
fz(Xl, X2, ,Xn) =0

fn(Xa, X2y ..y %n) =0

kdefy, fp, ...,fmjsou polynomyn neukitych stupr vysSiho nez jedna, nebo soustav, které Ize
na tento tvar fevest.

2 Ulohy

Soustavy zadavané v MO #egi obvykle porérné rychle programy jako Mathematica
¢i Maple, existuje tedy obeé&nfungujici algoritmus (Buchberger algoritmus) pro jejich
zvladnuti. | kdyby ho vSak student znal, nemi&eSeni sowtnich tloh vySSich kol dostatek
¢asu pro jeho ,manualni pouziti“, tj. vypet bez kalkulatoru. Od studenta sekava ®jaky
postup vyuZivajici vhodné zadani soustavy. Nasieidigxt na pikladech pipomina rkterée
z pouzitelnych ,fint".

2.1 SoustavareSena uzitim vhodné substituce
Priklad 1 V oboru realnyckiselieSte soustavu (Hecht, Sklenarikova 1992, s. 18):
X(x+ 1)(X + 5y) =144
X + 4 + By = 24

Dosazeni zaybz druhé rovnice do prvni vede k vyt@ni jedné neznamé, ale vzniklou
rovnici X* + 2¢ — 23¢ — 24 + 144 = 0 je nané vyesit i @i omezeni se na obor celych
&isel. V piibshu dosazeni si v8ak Ize povsimnout vyrdy a x* + x, které jsou na levych
stranach obou rovnic. Volbou novych neznamych,insp t, za vyrazyx’* + x a X+ 5y
ziskdme novou soustavist = 144, s + t = 24. Uzitim Viétovych vztah sestavime
kvadratickou rovnici a najdeme jeji #emy & = t = 12), gipadré reSeni uhodneme
z predchozi soustavy v neznamyska t. Zbyva vyesit jednoduchou soustavif + x = 12,
3x+5y = 12. Vhodnou substituci jsme misto jedné rovitvetého stupa eSili dw rovnice

druhého stupf) které v vedly ke dsma realnynieSenim: [3%], [-4, ?].
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2.2 SoustavaeSena Upravou na sotin a pocet reSeni
Priklad 2 V oboru realnyckiselteste soustavu (16. MO, C-I-1, 1968, s. 34):
X(x+y)+zx-y)= 6

Yy +2) +x(y-2 =-2
Z2(z+x)+y(z—x)= 3

Odhlédneme-li od pravych stran rovnic, vznikne danéstava rovnic tzv. cyklickou
zamenou neznamych, y, z. V takové soustavlze rovnice vyhod# s&ist a gipadré upravit
na sodin. Nag. sowet prvni a druhé rovnice vede k rovniciHy| = 2. Roviz sowget prvni
rovnice sefieti a druhé sedti vedou k linearnim rovnicim s neznamymi v absalbodnog.
Uvézime-li vS8echny moznosti, které mohou nastajdesynnozina osmi trojic, kteréesi
tlohu.

V tomto a podobnychifkladech seeSitel mize trapit otdzkou, zda nasel vSecheseni
dané soustavy. Odp&¥ na takovou otadzku poskytuje Bézoutowday kterou lze patkud
volngji formulovat nasledové Jestlize ma soustavepolynomidlnich rovnic e neznamych
kongny paiet feSeni, pak je nejvySe roven sow stugitt vedoucich¢lena polynomi
piislusnych soustav Platnost ¥ty |ze ukéazat nap na spolénych bodech dvou kuZelassk
nebo spolenych bodech rovinné kubickéiikky a kuzeloséky. V predchozi soustav
odpovida sokin 2.2.2 stupil vedoucichileni x, y?, 72 postu feSeni soustavy.

2.3 Soustavy uzivajici symetrii polynon (funkci)
Priklad 3 V oboru realnyckiselteSte soustavu rovnic (52. MO, A-llI-1, 2004, s. 88-91):

X=Xy +y =7

XY + XyF = =2

Polynomy na levych stranach rovnic se né&ainzapiSeme-li v nich misto neznamouw a
zaroveh mistoy neznamow. Jde o tzv. symetrické polynomy, které se n&znpii libovolné
permutaci (zan¢ poradi) proménnych. Pokud je &aka dvojice ko, Yo] feSenim soustavy,
k niz gislusné polynomy (funkce) jsou symetrické polynoffunkce), pak je jejinfeSenim
i dvojice [yo, Xo)-

Symetrické polynomy? — xy + y?, X’y + xy* |ze vyjadit jako funkce polynom (tzv.
elementarnich symetrickych polynémnx + y, xy. Ozn&me tyto elementarni symetrickée
polynomy jako nové neznansat. Dana soustava ma po substituci tvar

sE-2
f-3=7

a vede na normovanou kubickou rovnici s ¢Eelnymi koeficienty, jejiz keny 1, 2, -3
(nebo aspd jeden z nich) lze uhodnout. Ze znamych hodsatt, tj. sowtu a sodinu
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neznamychx, y, sestavime pomoci Vietovych vztalkvadratickou rovnici. Uspgadané
dvojice sestavené z jejichilami predstavuji hledangesSeni dané soustavy.

3

Priklad 4 Najdte vSechna realn@seni soustavy rovnic (26. MO, A-111-4, 1979, s213

Funkce vystupujici na levych stranach soustavy ggonetrické. Je proto lakavé postupovat
cestou uhodnuti aspgedné trojice, ktera by soustakesila. V takovém fipads bychom totiz
permutovanim vsech jejichleni dostali vSechnaeSeni dané soustavy. (Pokud v druhé
rovnici odstranime zlomky, je odpovidajici polynaimuhého stupt) a tedy maximalni piet
feSeni je dan séinem stupu 1.2.3 = 6, coZ je zarougpaiet permutaci, které Ize provést na
prvky uhodnuté trojice.)

Pokud trojici neuhodneme,theme pouZzit metodu nazmamou v pedchozim gikladk.

Zvolime nové nezndm&= x + vy, t = xy, v zavislosti na nich @Zeme danou soustavu zapsat
ve tvaru:

s+z=3
s 1 _ 5
Sio =2
t z

s(sz—3t)+z3:41125

Eliminaci za t (dosazenim za vyjadiené z prvni rovnice a ztiz druhé rovnice doreéti)
ziskAme z této soustavy ziskdme rovnieitiho stups s° — 65° —s + 6 = 0, kterou Ize
jednoduSe upravit na sginovy tvar. DalSi postup jergjmy.

Lze postupovat téZ pomoci elementarnich symetritkgolynomi ve vSech fech
proménnychyx, y, z, které na zakladVietovych vztali pro kubicky polynom umozniipme
sestaveni kubické rovniéeOznaime-lis=x +y +z t = xy + xz+ yzau = xyz bude mit dana
soustava tvar:

s=3
— 5
t=5u
s’ - Ft+3u=45
Odtud jes=3,t=—10,u=—24,x, y, zjsou proto k#eny kubické rovnice® -3 —10x + 24=0.
Priklad 5 Najdte vSechna realn@seni soustavy rovnic (Ernestova, 1999, s. 65):

X+2y—z=2

2 Ozn@&meyx, y, z nulové body polynomuetiho stupt v proménnéw, pak Ize psat —x)(w —y)(w—2) =

=W (X +y + W + (xy + Xz + y2W —XyZ tj. elementarni symetrické polynomy nulovych b@olynomu jsou

koeficienty tohoto polynomu.

% Technicky narengjsi je vyjadeni polynomué + y* + 2 pomocis, t au:

S=X+y+2°=X+y + 2+ X+ Y +XZ + 3z + YL + Pz + oxyz=xXC+ Y+ 7 + Xy(s—2) +
+XAs—y) + yAs—X) +6u=xX+y + 7+ 3st—
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X+ Ay + 7 — Xyz=6
X+8y°-2=8
Polynomy pisluSné soust&vnejsou symetrické, ale pro nové p@amé X=x, y=2y,

Z=-z uZ symetrické jsou. &kterym z postup ukazanych vfedchozim fipact bychom
zjistili, Ze dana soustava nema zadegeni.

3 Zawér
Na ulohach jsmeipomenuli rEkteré zakladni i mé&nobvyklé postupy pouzitelnérip
feSeni soustavipvoditelnych na soustavy polynomiélnich rovnic.
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ULOHY MO VYUZIVAJICI CIFERNY ZAPIS CISEL
Martina KASPAROVA

1 Uvod

V kategorii B a C matematické olympiady sasto vyskytuji piklady pozadujici
nalezenic¢isel, jejichz cifry musi spbvat zadané podminky. Takové problémy vedou
k dikazovym ¢i uréovacim uloham na dlitelnost @irozenych cisel, ke kombinatorickym
problémum, kieSeni diofantovskych rovnic apod.

2 Ulohy
Priklad 1 Ve kteréciselné soustavmacislo 2015 zapisbals?

Ulohu miZeme stroné zapsat vztahem (2045)= (abab),, kdezje kladné celé&islo
vétSi nez 1 &, b jsou kladné celéisla mensi nez nebob = 0. ZapiSme neznaniéslo abab
rozvinutym zapisem v soustawe zakladwz

2015 =aZ +bZ +az+b
Obs strany rovnice Ize upravit na stuo:*
5.13.31 =éz+b)(Z + 1) 0

Podle zakladni aty aritmetiky je kazdy rozkladipozenéhotisla na sotin prvaisel ugen
jednoznéné az na peadi ¢initela. Proto i vyraz na pravé strammusi byt pro jistaa, b,
zrozlozitelny na i cinitele, pokud méa dana uloh@Seni. Posta uvaZzovat dva ifpady.
(1) Vyrazaz + b je dale nerozloZitelny, je tedy roven 5, nebo dgho 31. (2) VyrazZ + 1
neni sodinem dvoucinitela, v tom gipact musi byt roven ¢kterému z prvéisel na levé
strarg¢ (). Prozkoumanim vSech moznosti zjistime, zedeni s phlédnutim k podminkam
naa, b azvede pouzeifpadaz+b = 31,7 + 1 = 65, z 8hoZ vyplyne (2015) = (3737).

Priklad 2 Ciferny sodet kladného trojciferného prétsla p, je dvojciferné prveisio p..
Ciferny souet prvaisla p; je jednociferné prusislo p; > 2. Najdte vSecky takové trojice
prvaciselpy, p2, ps. (21. MO, Z-P-1, 1973, s. 56)

Uvazujmep; = 100a+ 10b +c¢, p, = 10x+y,a, b, ¢, x,y O {0, 1, 2, ..., 9},a, x £ 0.
Cifry a, b, ¢ jsou maximald rovny 9, proto je jejich ciferny séat, tj. ¢islo p,, maximalr
roven 27. Hledame tedy dvouciferna ptigbap,, jejichz ciferny sodet je roviz prvaislo, a
to prvaislo ps > 2. VSechna prvgsla p; s cifroux = 1 na mist desitek maji sudy ciferny

* Pi rozkladuginitele 403¢isla 2015 = 5.403 fizeme s vyhodou pouZit tvrzeni, podigoZz musi byt nejmensi
prvocislo p, které @li ¢islon, mensi nebo rovngn.
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souet, protox = 2 ap, maze byt jedig 23. Zbyva najit cifrya, b, c tak, abya + b + ¢ = 23.
Dvouciferné prveéislo p, = 23 Ize ziskat s ohledem na maximalni mozny mjfesowet
trojcifernéhocisla jako sotet ,pomerné vysokych” cifer. Zjistime, ze 23 =9+ 9 + 5 = B+
+7=8+8+7=9+7+ 7.(Rnym uspsadanim cifer &islech lze ziskat 15 trojcifernych
Cisel se sottem 23, z nichZ pouze 599, 887, 977, 797 jsoudisien.

Priklad 3 K pfirozenémucislu m zapsanému stejnymiislicemi jsme pcetli ¢tyimistné
prirozenécislo n. Ziskali jsmectyimistnécislo s opanym pdadim ¢islic, nez m&islo n.
Urcete vSechny takové dvojicean. (52. MO, C-I-5, 2004, s. 29, 34-36)

Uvazujmen ve tvaru &bcd;o. Protoze satetm + n = (dcba je ctyiciferny, je takém
nejvyse ctyiciferné ¢islo. Redpokladejmem = (xxx¥10 a zapiSme vztahn(+ n) —m =n
V rozvinutém tvaru:

(d.10° + c.10° + b.10 +a) — @10° + b.10F + .10 +d) =x.10° + x. 1P +x.10 +x )

Po Upra¥ levé strany na s@et 999¢ —a) + 90 — b) je Zejmé, Ze i prava strana musi byt
nasobkem 9. Vzhledem k tomu, 2éD111, musi byk = 9, a tedym = 9 999. Takovén viak
Ulohu neéesi, nebo jeho fFictenim kectyrcifernémucislu se ziskadgticifernécislo.

UvaZujmem trojciferné, pak lze rovnost odpovidajiej (ipravit na tvar:
37x = 3[111¢@ —a) + 10 —b)]

Odtud jex O {3, 6, 9}. K feSeni vede pouzeipadx = 9, pro ®jZ jeb=cad=a+ 1. Ulohu
v tomto gipack reSi 80 dvojic n, n] ve tvaru [999, bb2], [999, D3], [999, Db4], [999,
4bh5], [999, Hb6], [999, Bb7], [999, D8], [999, &I, b {0, 1, ..., 9}.

Je-lim dvojmistne, resp. jednomistné, .= (xX)10, resp.m = x, musi byt opt x = 9 a
rovnost ¢) zapsanou pran = 99, respm = 9 |ze upravit na tvar 1B6(-c) + 11 = 1114 —a),
resp. 100 —c) + 1 = 1114 —a). Ani jeden z &chto gipadi nevede KeSeni.

Priklad 4 Najdste viechnaifirozenagislan, pro réz se ciferny sotet ¢isla 2' rovnagislu 5.
(21. MO, B-I-1, 1979, s. 83)

ZapiSme prvnich deset mocn#fsla 2: {2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1 024}
VSimnéme si, Ze na mistiednotek se opakuiji cifry 2, 4, 8, 6 a Ze ty magriisla 2, které
konci 8 nebo 6 ufité nevedou KesSeni, nebdpresahuji pozadovany ciferny sat. V gripace
(a) budeme uvazovat mocniny dvou kfmi 4. Na ostatnich mistech takovétisla mohou byt
nuly a na prvnim musi byt 1, aby byl ciferny 8eu5. Takov&isla mizeme zapsat ve tvaru
4 +1.16, k= 1,k O N. Hledame tedy tak, aby platilo 4 + 1.10= 2". Prok > 3 je jisE n> 9
a predchozi vztah Ize upravit na tvar 1 °5* = 22 Rovnost v tomto vztahu nenastane pro
Zadnék = 3 (lichéc¢islo se nermize rovnat sudému). Plo= 1, respk = 2 je zkoumanym
Cislem 14, resp. 104, které nenajdeme v uvedenétn wyocnin 2, a tedy nejsdaSenim.
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(b) Uvazujme nyntisla kortici 2. Do daného ciferného sttu 5 zbyva 3 =1+2=2+1 =
=1+ 1 + 1. UvaZujme profyii piipady: (A) 2 = 1*2*2, (B) 2' = 2*1*2, (C) 2' = 1*1*1*2,

a (D) 2' = 3*2, kde znak * zastupuje aspednu 0 nebo nicCislo typu (A) neni ditelné 4, a
proto nenize byt mocninou 2. Ze stejnéhéwbdu neni mocninou dvou atislo tvaru (B),
pokud méa na mistdesitek 0. Pokud na misdesitek ma 1, jde &slo tvaru 2*12 a zvaZzujeme
dklitelnost 8° Zadnécislo typu 2*12 neni ditelné 8. Posledni trojsli v piipads (C) mize
mit tvar 002, 012, 102 nebo 112. Pruiitary vedou kiislim, ktera nejsouditelna 8.Cisla
typu 1*112, kde na mist* jsou aspa@ dvé nuly, tj. &isla 112 + 1.1%) kdek = 5, Ize upravit na
tvar 2(7 + 27459. Je-lik = 5, jen > 10 a ve vztahu ‘g7 + 27459 = 2" Ize krétit 16. Pak je
ziejme, Ze takové& neexistuje. (Na levé strage lichécislo, na pravé sudé.) Agisla 1 112,
10 112, tj.¢isla 112 + 1.1 k O {3, 4}, nejsou mocninami dvou. Aby bykisla typu (D)
mocninou dvou, muselo by existodet 1 an tak, ze 3.16+ 2 = 2, resp. 3.81.5¢+ 1 = 21
po zkraceni. Pr& > 1 je na levé straniché a na pravé sudgslo, a tedy Zzadne nevyhovuije.
Zkusmek = 1, pak je 3.5 + 1 ="2", odkudn = 5 je jediné firozenécislo, pro které je ciferny
sowet¢isla 2' roven 5.

3 Zawér

V tlohach byly prezentovany postupy fatiné pi feSeni ,cifernych dloh®, rozvinuty
zapiscisel v fiznych ¢iselnych soustavach, metoda réledi ulohy na dii ulohy a vyuZiti
delitelnosti.

4 Pouzita literatura

XXI. ro¢nik matematické olympiady. Praha: SPN, 1973, 184 s.
52. rainik matematické olympiady. Praha: SPN, 2004. 186BN 80-7015-960-X.
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® Prirozenéislo je dlitelné osmi pray tehdy, kdy? je ditelny osmi sodet jednotek, dvojnasobku ol
desitek &tyfnasobku pé&tu stovek. (8] = 8|cy + 2c; + 4c,, N =¢p + 10c; + 10C; + ... +10c,, Co, Cy, ..., GO {0,
1,2,..,9c%0)
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ULOHY O TURNAJICH
Martina KASPAROVA

1 Uvod

Mezi ulohy, v nichZ je ieba provést vicetenych uvah, pdt Ulohy o turnajich.
V piispivku jsou vybrané problémy wySeny metodami, ktekten&ovi pomohou p feSeni
obdobnych uloh.

2 Ulohy

Priklad 1 Ve volejbalovém zapase hraji druzstva kazdy sikaw po jednom zapasu. Za
vitézstvi se ziskad 1 bod, za prohru 0 bode znamo, Ze v jednom okamziku zapasu maji
vSechna druzstva navzajentizny paet bodi. Kolik bodi ziskala na konci zapasu
piedposledni skupina a jak dopadl jeji zapasézein. (Alfutova, Ustinov 2002, s. 16)

Predpokladejme, Ze hraje celkemdruzstev. Hraji-li kazdy s kazdym, odehraje se
celkem @° —n)/2 = (5) zapas. V souboji dvou druzstev je vzdy jedenceita jeden porazeny,
proto se v kazdém zapase rozda 1 bod. Celkem&estejny p@et bodi jako je zapas t;j.

(n? —n)/2. Aby mila druZstvaiizny sowet bodi, musi se pity jejich bodi lisit aspdi o bod.
Uvazujme pipad s nejnizSim moznym celkovym gtam bodi. To je gipad, kdy posledni
druzstvo nema zZadny bod a kazdé dalSi druzstvoréwd p bod vice neZipdchozi:

0,1,2,3,..n-1}

Sowet 0 + 1 + ... +1f— 1) je roventf® —n)/2, tedy pétu bodi, které se udli za cely turnaj.
Okamzik, kdy maji vSechna druZstva navzajéany paet bodi, nastane na konci turnaje.
Predposledni skupina ziskala 1 bod a &zéitn prohréla. (Pokud by vyhrala, nemohl by mit
vitéz n— 1 bodh, coz je zarove patet zapas, které prvni druzstvo hréalo.)

Priklad 2 Sachového turnaje se&stnili zastupci dvoutid. Utastniki z jedné ttidy bylo
10krat vice nez dastniki z druhé tidy. Kazdy ze sosFicich hral s libovolnym jinym pouze
jednou. RBi uzavirani vysledk turnaje se zjistilo, Ze saifici ze fidy s wtSim pa@tem
Ucastnili ziskali spolén¢ 4,5krat vice bodfl nez vSichni soéfici z druhétidy. Kolik bodi
ziskali sowtzici z tidy s menSim piem sowtZicich, kdyz se za \itstvi udluje 1 bod, za
remizu @il bodu a za prohru 0 béd@d (12. Bloruskaja respublikanskaja niataticeskaja
olimpiada, uloha 10.3, 1962)

Ozna&me tidu s menSim pitem (Eastniki A a s @tSim p@&tem &astniki B. Znazorgme
mozné vysledky &kterych zapasmezi Sachisty v tabulce.
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Uéastnici z A (astnici z B
< | x|0|%|1]1]|0]|1]|%%
N
S |1|x|0]%
e
‘g Wl1|x|11]0
S10|w|o0]|x s
0 1 X
1 X
0 £Y X
m
N | 156 X
=)
2 <
1
3 X
\3
X
X
X

Pokud ztidy A hraje x Zaki, pak je celkem 14 (Castniki z obou tid. Hraji-li kazdy
s kazdym, bude se celkem konlée(ﬂlzx2 — 11x) dueli, v nichz se celkem rozda stejny¢po

bodi. (V kazdém zapase sedlidl bod. Pokud existuje ¥, zisk& ho viiz, v gripads remizy
se bod dli na poloviny.) Porér paitu bodi ziskanych zaky z A ku gtu bodi ziskanych
Zéky z B je dle zadani 1:4,5. Refe proto celkovy peet bodi (11 — 11X) v pongru

2:9. Pak 1% —x je patet bodi ziskanych dastniky z A a% (1])(2 —X) pacet bodi ziskanych
Sachisty zifidy B. Zkusme zjistit p&et bodi ziskanych zaky #idy A jinak. Sachisté z A
hraji jednak mezi sebou a jednak kazdy z nich gy@aztastnikem z B. Reet bodi, které
ziskaji v zadpasech sehranych mezi sebou, je rowtu geéchto zapas, tj. %(x2 - X).

V z4pasech s Sachistyitdy B mohou ziskat maximé&ink.10x bodi, a to v gipac, Ze by
vSichni z A ve vSech zapasech s Zaky z B vyhraik@y paet bodi ziskanych sogZicimi
zAje nejvyée% (* —=X) + 10¢, proto miZeme vypoteny paet bodi omezit takto:

114 —x < %(xz—x) +10¢

Nerovnici Ize upravit na tvax < 1, takzereSenim jex = 1. Sachového turnaje se¢astnil
jeden 74k zerfdy A a ziskal celkem 3 —x = 10 bod.

Priklad 3 Hokejovy turnaj se hraje systémem ,kazdy s kaZdywiprabe¢hu turnaje se kazda
dvojice druzstev #¢tne prav jednou. Turnaj se odehrava po jednotlivych kolé¢kazdém
kole sehraje kazdé druzstvo jeden zapas. Za redustane kazdy ze soujiepo jednom
bodu. Pokud zapas neskomemizou, dostane ¥# dva body, porazeny neziska zadny bod.
O paadi v tabulce rozhodujagdevsim pdet bodi, pii rovnosti bod pak skére. Po odehrani
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n¢kolika kol nengla Zadna dvojice druzstev stejnyc¢po bodi. Dokazte, Ze v tomifpadt uz
posledni v tabulce ztratil n&d na celkové viézstvi. ReSte Ulohu pro turnaj deseti druzstev.
(57. MO, B-11-4)

Celkem se iejme odehraje% (10? — 10) = 45 z&pds ve kterych se dohromady 3190

bodi. V kazdém kole se kona 10/2 = 5 zapasnichz se roz#li 10 bodi. Po odehrami-tého
kola, n £ 9, maji druzstvaizny paet bodi, tj. pii vzestupném usgédani druzstev podle
poctu bodi se bodové zisky po sébjdoucich druzstev musi liSit aspam jeden bod.
Predpokladejme, Ze gty bodi od nejhorSiho druZstva k nejlepSimigegbstavuji posloupnost
{0, 1, 2, 3,4,5, 6,7, 8, 9}. Seet bodi je pri takovém rozlozeni roven 45. Takovy geti
nelze ziskat po Zzadném dokeném kole. (Na konci kazdého kola je celkovygiobod:
nasobek 10.) Rozdilny pet bodi maji proto druzstva negjive po patém kole turnaje. V tom
okamziku zbyvaji do konce turnaje maximélityii kola. | kdyby v kazdém z nich posledni
druzstvo vyhrdlo, rize do konce turnaje ziskat uz jen 8 iod tedy mé& nez nutd musi
mit po prvnich pti kolech prvni druzstvo.

V tabulce je uvedenftiklad moZnych vysledky jednotlivych zagapo Sestém kole.
Vysledky jsou uspiadany od nejlepSiho druzstva k nejhorSimu.

Vysledky zapasi po Sestém kole

1123/4(5/6|7|/8]9|10]=2
1| x|2[2]2 2 21 2|12
2 10]|x 212|2]|2 2110
310 x |21 2122 9
410 0(x|2|2 2 218
5 0/1/0]|x 2 2 7
6 0 0/0 1121 2]5
7,10(0/0 0 x| 2 2|4
8 0/0|0 1/0]|x 3
90 0 00 0 2|2
10/ 0|0 0 0|0 0 0

Priklad 4 Skolni S8ampionat ve stolnim tenise probihal syst@ ,prohravajici vypadava".
Vitéz vyhral Sestkrat. Kolik gastniki turnaje vyhralo vicekrat, nez prohralo. (V kazdéote
se pro kazdého saitticiho naSel protivnik do dvojice.) (OkruZnaja gdiada, Uloha 06.4.8.3,
2009)

Do Sestého kola, vémzZ se rozhodlo o celkovém &ii, vstoupili jiZ jen dva tenisté.
V patém kole se utkalttyii Ucastnici a v kazdémiedchozim vzdy dvojnasobek ¢to
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sougzicich z nasledujiciho kola. V prvnim kole, tj. zatatku turnaje bylo 64 sot#icich. Ti,
kteri prohrdli v prvnim kole, Okrat vyhrdli a 1lkrat prdli. Do dalSiho kola zbylo 32
Ucastniki. VSichni zatim 1krat vyhrali a Okrat prohréli. Beina z nich ve druhém kole
prohréla, tj. jeji dastnici 1krat vyhrali a 1krat prohrali. Zbylych péstoupilo dal. Kazdy
z nich musel aspo2krat vyhrat. ProtoZze prohrat Ize jen jedenkré&thto 16 stolnich tenigt
vyhrélo vice her, nez prohralo.

©
© ®
. P

©® ©0 66 06
]
@ ®

A

© ® © ®

3 Zavér

Na predchozich ulohach sten& mohl uwdomit zdsadni vztahy mezi g Ucastniki
turnaje a p&ty jednotlivych zapasv soutzich se systémem ,kazdy s kazdym* i v systému
~prohravajici vypadava“.

4 Pouzita literatura

ALFUTOVA, N. B., USTINOV A. B. Algebra idorija ¢isel. Sbornik zadadlja
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP
FUNKCIONALN{ A DIOFANTICKE ROVNICE, NETRADICNI NEROVNOSTI
Josef KRISTAN

Uvod

Text je rozdélen do tif ¢asti. V prvni se zabyvame zakladnimi metodami feSeni funkcionalnich
rovnic, ve druhé ¢asti se vénujeme jednoduchym diofantickym rovnicim a v posledni, tfet{
¢asti, netradicnim nerovnicim a nerovnostem. VSechna témata jsou dobfe znama jak z
hodin matematiky (snad kromé funkcionalnich rovnic), tak z matematickych soutézi jako
je napiiklad matematickd olympidda. Pfejeme hodné radosti z nalezenych fesen{ pifkladi.

1 Funkcionalni rovnice

V této &asti se budeme zabyvat funkciondlnimi rovnicemi. ReSeni funkcionalnich rovnic
je velice narotna disciplina. Kazda funkcionalni rovnice je totiz original a jeji feSeni
vyzaduje slusnou dévku invence. Uved'me nékolik zakladnich metod.

o Metoda substituéni. Tato metoda je zalozena na dosazovani konkrétnich hodnot
za proménné, které se ve funkcionélni rovnici vyskytuji. Napf. pokud se v rovnici
vyskytne viraz f(z + y) a zndme hodnotu f(0), muzeme zkusit dosadit y = —z.

¢ Metoda matematické indukce. Metoda je zalozena na pokusu najit hodnotu f(1),
a pak f(n) pro kazdé pfirozené n. Nésledné se snazime urcit hodnoty f (%) a f(r)
pro racionalni &islo r. Metoda se pouziva nejcastéji v piipadech, kdy je rovnice
definovanid na mnoziné racionalnich éisel Q. Pokud cheeme ié8eni na mnozing @
rozsitit na mnozinu realnych ¢éisel R, je potieba o funkci f znat dalsi vlastnost,
napf. ze je spojita, nebo rostouci a podobné.

e Dalsi metoda spociva ve vySetteni, zda je funkce prostd (injekce) nebo jde o zo-
brazeni na (surjektivni).

e Dalsi napovédou muze byt nalezeni pevnych nebo nulovych bodu funkce. S touto
metodou se muzeme setkat u velmi tézkych problému.

. L. VIL..VIIVL. VUV L
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e Vyuziti Cachyovy rovnice a rovnic podobného typu.

e Vysetfeni monotonie a spojitosti funkce. Podminka spojitosti je dana vétsinou jako
dodatecna podminka a spolu s monotonii nabizi, pokud to vibec jde, redukovat
rovnici na Cauchyovu rovnici.

¢ Dalsi metoda vyuziva pfedpokladu, Ze funkce je v néjakém bodé vétsi nebo mensi
nez hodnota funkce o které se snazime dokazat, ze je feSeni. Tato metoda se Gasto
pouziva jako pokracovani metody matematické indukce nebo v pfipadech, kdy jsou
hodnoty omezené z obou stran.

e Vytvoreni rekurentnich vztahi je pouzitelné v pripadech, kdy jsou hodnoty omezené
a nebo kdy jsme schopni najit vztah mezi hodnotami n, f(n) a f(f(n)).

o Dals{ metoda spociva v analyze mnoziny hodnot, kdy je funkce rovna predem odhad-
nutému feseni. Cilem je pak dokézat, ze popisovand mnozina je rovna definicnimu
oboru funkce.

e Substituce funkce je metoda ¢asto vedouci ke zjednoduSeni zadané rovnice.

e Metoda rozlozeni funkce na soucet lichych a sudych éisel se opirda o poznatek, Ze
kazdou funkci lze reprezentovat jako soucet jedné sudé a jedné liché funkce.

Nezapomeite vzdy ovérit zkouskou, ze nalezené fedent spliiuje zadanou rovnici pro viechny
pripustné hodnoty.

Nisledujici pfiklad demonstruje dulezitost zkousky.
Priklad 1. Najdéte vsechny funkce f : R — R", Ze pro kazdé x,y € R plati

flx+y)— flz) =2/ f(y) +yl= +y).

Regeni. Dosadme » = 0, pak pro kazdé y € R plati f(y) — f(0) = ¢*, neboli f(y) =
y? + £(0). Pokusime se uréit nezndmou hodnotu f(0). Dosazenim do ptivodni rovnice
y = 0 ziskdme f(z) — f(x) = 2/ f(0) pro kazdé = € R, coz je mozné splnit jen pokud
f(0) = 0. Funkee f(y) = 9" je tedy horky kandidét na jediné fesenf zadané rovnice.
Provedeme zkousku. Leva strana je rovna L = (v + y)? — 2% = ¢* + 22y, prava
P = a\/y? 4+ zy + 2 = z|y| + xy + 2. Pokud by mélo platit L = P pro kazdé z,y € R,

. L. VIL..VIIVL. VUV L
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muselo by byt y = |y| pro kazdé y € R. Jak vidime, neni to splnéno napi. pro y = —1.
Dochéazime k zaveéru, ze zadana funkcionalni rovnice nema reseni.

Vsimnéme si, ze pokud bychom zménili definiéni obor funkce z R na Ry, rovnice by
méla jediné fesen{ f(z) = 2? pro kazdé 2 € R.

Niésledujici uloha nam ukaze, jak dilezité je vyuzit poznatki o vlastnostech funkce.
Piiklad 2. Pro dané n € N a funkei f - R — R plati: f(0) =0, f(1) =1, f® () ==
pro kazdé x € |0,1]. Dokazte, Ze f(x) = x pro kazdé x € |0, 1].

Regeni. Nejprve ukézeme, ze funkce f je na intervalu [0, 1] prosté. Piedpokladejme, 7e
f(x) = f(y) prolibovolnd x,y € [0, 1]. Pak bude jisté také f®(zx) = f(f(2)) = f(f(y)) =
@ (y), a po n-tém slozeni dostaneme rovnost £ (x) = f®(y). Podle zadan{ to znamen4
(na intervalu [0, 1]) x = y. Tim jsme dokézali, ze funkce je prostd na intervalu [0, 1].

Déle ukdzeme, ze funkce f je ryze rostouci na intervalu [0,1]. Dukaz provedeme
sporem. Predpokladejme, ze pro x < y plati f(x) > f(y). Ze spojitosti funkce f plyne
existence ¢ € [0, 2] pro které plati f(c) = f(y). Zkuste si nakreslit obrézek a existence
¢isla ¢ bude ihned zfejmé. 7 prostoty funkce f na intervalu [0, 1] pak plyne ¢ = y. Ale z
volby ¢ plyne ¢ < z, tj. y < z. To je v&ak spor s pfedpokladem » < 3.

Aplikujeme nyni metodu, kdy budeme predpokladat, ze existuje bod, jehoz funkéni
hodnota je mensi, resp. vétsi, nez funkéni hodnota funkce, pro kterou chceme dokazat,
7e je feeni. V nasem pripadé jde o funkci g(z) = 2. Bud pro néjaké zq € [0,1] g(xg) =
xo < f(xo). Protoze je funkce f ryze rostouct, plati také f(xg) < f(f(20)) = f@(x0), a
tak dale az fO~D(2g) < f®(zg) = 2. Posloupnost téchto nerovnost{ dévé dohromady
x < f@ (x0) = o, coz nemuze nikdy nastat. Ke sporu dospéjeme i v pripadé, kdy
ptipustime existenci ¢isla xg takového, ze g(xg) = xp > f(zg). Protoze volba xy byla
libovolna, plati f(x) = x pro kazdé = € [0, 1], a to jsme chtéli dokézat.

Dalsi tloha povede na feSeni rekurentni rovnice.
Priklad 3. Najdéte vsechny funkce f : RT — RY spliwjied rovnici f(f(x)) + af(x) =
bla + b)x, kde a,b jsou prirozend &isla parametry.

Regeni. Pro libovolné 2y € RT definujme posloupnost g, 21, . . ., kde , — f(zy 1) pro
kazdé prirozené Gislo n. Funkcionalni rovnici jde tak prepsat do tvaru

Tpy2 = ATpy1 + bla + b)zp,.
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Hledejme teseni ve tvaru x, = A™ pro nenulové . Tento tvar dosadime do ptedchozi
rovnice a po vykraceni A2 dojdeme k charakteristické rovnici

A =a) + bla +b)

s kofeny Ay = —a—0b, Ay = b. Hledané z,, hleddme jako linedrni kombinaci A} = (—a—b)"
a A} = b", neboli

x, = ai(—a — b)" + axb”,
kde aq a as jsou realna cisla, kterd se obvykle urél z pocatecnich podminek, napt. z
hodnot zq, x1. Aby bylo x,, > 0 pro kazdé n, musi byt oy = 0. Totiz, jak snadno vidime,
pokud aq > 0, pak staci najit licha n pro ktera z, < 0, tj.

b < —oq(—a—b)" = o (a +b)".

Pokud as < 0, je tato nerovnost splnéna automaticky (predpokladdme totiz aq > 0 a
a, b jsou prirozend). Pokud ag > 0, staéi, aby

log(an/on)
log (1 +a/b)

V tomto pripadé bude pro lichd n > v vady 2, < 0. Tim jsme zduvodnili, proé musi byt

=g << n.

aq = 0. Z po¢atecnich podminek pak plyne xg = an, f(xg) = 21 = asb = bxg. A protoze
bylo xg zcela libovolné, je f(x) = bx pro libovolné éislo 2. Zkouskou snadno ovéfime, ze
je to jediné feseni.

Priklad 4. Najdete viechna resend f(x) : Q — Q spliugicd pro kazdé x,y € Q rovnict
fl@+y) = flz) + f(y)-
Reseni. Uvedeme klasické fegeni, které je kombinaci Cauchyovy a indukéni metody.
Nejprve najdeme funkéni hodnotu f(0). Dosadme do zadéni x = y = 0: f(0) = 2f(0),
tj. f(0) = 0.

Déle ukazeme matematickou indukei, ze f(kx) = k(z) pro libovolné kladné celé k a
libovolné z € @. Pro k = 1 je to zfejmé. Piedpokladejme, ze plati f(kz) = kf(x). Volme
y = kx, pak

F((k+ D) = Flo+ ba) = f(z) + F(ka) = F@) + k(@) = (& + 1) f(a).

Tvrzeni plati i pro & + 1. Dikaz induked je hotov.
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Déle dokazeme, ze f(kz) = kf(z) pro kazdé k celé a xz € Q. Plati
0=f(0) = flz —2) = f(z) + f(-2),
neboli f(—x) = f(z) pro libovolné = € Q. Potom pro k ptirozené plati
f(=ka) = —f(kz) = —kf(x).
Tedy f(kz) = kf(x) pro libovolné k celé a » € Q. Specidlné f(k) = kf(1) pro kazdé k

celé.
Nakonec dokdzeme, ze f(x) = zf(1) pro libovolné x € Q. Pro k celé plati

1 1
1) = k=1 =kf|=
tedy f (%) = % A pro celé m a prirozené n plati rovnosti

(2) e () - Zr

Dokézali jsem, ze f(x) = cx pro libovolné z € Q. Oznacili jsme ¢ = f(1) € Q jako
libovolnou konstantu. Zkouskou se snadno presvedcime, ze jde skutecéné o feSent.
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2 Diofantické rovnice

Diofantickou rovnici zpravidla oznatujeme rovnici, kterou fe§ime na oboru celych nebo
piirozenych &isel a nezndmych je vice nez pocet rovnic.

Priklad 5. Nejdete viechna redeni x,y € Z rovnice

72 + 5y + 15 = 0.

Reseni. Rada prvnf zni: pokud se v rovnici vyskytuji prvocisla, zkoumejme zbytky po
déleni néjakym vhodnym prvocislem. V nagem piipadé zkoumejme délitelnost ¢islem 5.
Leva strana modulo 5 dava

L=72"+5y+15=22" 44 (mod 5).

Kvadrat pfirozeného &isla dava pouze zbytky 0, 1,4 po délenf éislem 5. Vyraz 22% + 4
muze davat tim padem jen zbytky 1, 4 po délenf 5, nikdy vsak zbytek 0 jako prava strana
rovnice. Tim jsme dokazali, Ze rovnice nema v oboru celych &isel fegeni.

Priklad 6. Pro dané prvocislo p Teste v oboru celijch ¢isel rovnici

p + 400 = &°.

Resgeni. Rada druh4 zni: pokud se na obou stranich rovnice vyskytuji vyrazy, které jde
rozloZit v soucin, nevahejte ani minutu. Rovnici upravime do tvaru

p=a®— 400 = (a + 20)(a — 20).
Tj. prvocislo na levé strané jsme rozlozili na soucin dvou éisel na pravé strané. To je mozné
jen v pripadeé, kdy plati soucasné a —20 = 1,6 +20 =panecboa—20=—1,a+20 = —p.
V prvni piipad vede k feSeni p = 41, = 21, druhy piipad vede k p = —39, coz neni
prvocislo. Uloha m4 jediné fedeni, a to a = 21 pro p = 41.

Nisledujici uloha nas zavede k metodé, kterou lze nazvat metoda po sobé jdoucich moc-

s o

nin. Plati totiZ tvrzeni, které ¥ika, Ze neexistuji cela ¢isla a, b a pfirozené n, aby platilo

a" < b < (a+1)"
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Pro n = 2 to znamen4, Ze mezi dvéma po sobé jdoucimi kvadrity nemuze byt kvadrat
prirozeného cisla.
Priklad 7. V oboru celych cisel vesie rovnici

2 = yly +2).

Regeni. Protoze z > 0, musi byt y(y+2) > 0, tj. v tvahu piipada y < —2 anebo y > 0.
Pokud y = —2 nebo y = 0, musi byt = 0. Pokud y > 0, plati nerovnosti

Y <yly+2) =y +2y < (y+1)°

a podle nasi véty nemtize byt @ celé. Musi totiz spliovat 3 < 2% < (y + 1)
Pokud y < —2, plati nerovnosti

y+2?<yly+2) =y +2m<@y+1?
a ¢islo x opét nemuze byt celé. Tim jsme ukdzali, Ze rovnice ma pouze dvé feseni:

(z,y) = {(0,0),(0,-2)}.

Nasledujici tdloha je pomérné obtizna a zavede nas k rozkladu pfirozeného &isla na
prvocinitele, coz je zdkladni princip v teorii éisel. Umeéli byste dokazat existenci nebo
jednoznac¢nost takového rozkladu?

Priklad 8. Pro prirozené éislo n oznacme d(n) pocet kladnyjch déliteli ¢isla n. Najdéte
véechna n, pro kierd plati 4n = d*(n).

Regeni. Pisme &islo n, které splituje zadanou rovnici, v prvoéiselném rozkladu jako
n=pi'py* Pyt
kde £ > 1 a2 < p; < py < -+ < pg jSou navzijem ruzna prvocisla. Exponenty ay,

1=1,2,...,k, jsou nezaporna pfirozena ¢isla. Tento zapis éisla n je vyhodny pro vypocet
poctu délitelt d(n). Délitelem n je kazdé cislo ve tvaru

p§1p52p§k> OSﬁigaz}@':laZ"wk'
Nynf je snadné urcit d(n) = (aq + 1)(as + 1) - -- (ay + 1). Resfme proto rovnici

dn = 2% ps% - pik = dP(n) = (g + 1)3(an + 1+ (o + 1) (1)
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Jelikoz levé strana rovnice (1) je tfeti mocninou, musi byt nutné nejmensi prvodislo rovno
2, tj. p1 = 2, a exponenty «; tvaru

] — 3,31 + 1,052 :3/62,...,()tk :3/6k, ,62- 2 O,i: 1,2,...,k.
Rovnice ziskala novy tvar,
PP gl = (38 + 2)(3By + 1)+ (36i + 1), )

Pravé strana (2) delitelnd 3, proto p, > 5. Podle Bernoulliho nerovnosti mtzeme hrube,
ale dostatecné, odhadnout: pro 7 > 2 je

P =44+ 1% > 1446 > 1+ 38, (3)

Rovnosti v posloupnosti nerovnic nastanou jen v piipadé 8; = 0. Rovnici (2) pfepiSeme
do jiného tvaru, abychom mohli vyuzit predchozi odhad (3),

CXRIN' S "
2P+ 36, +1 38 +1— 7

tj.
36, +2 > 2h L, (5)
V nerovnici (5) roste exponenciala na pravé strané rychleji nez linedrni ¢len na levé strané.
Jiz pro By > 3 plati vzdy opacna nerovnost, takZze zbyvaji vydetfit pouze 3 piipady.
Pro 8, = 0 dostavame z rovnice (4)
_ BB
3B+1 38 +17
a rovnost nastane, jak vime, pouze pro 5; = 0 pro i > 2. V tomto piipadé ziskavame
prvni feseni n = 2.
Piipad B; = 2 je totozny s piedchozim pifpadem. Dalsi feseni je n = 27

~ s

?

5

4 3%+1 38 +1
odkud je vidét, ze pp = 5. Pro 7 > 3 je tedy p; > 5 a diky Bernoulliho nerovnosti plati,
za predpokladu 5; > 1, odhad

AN N L
3B+ 1 36;+1 7 36, +1
5, 15
= 1 >1l4+—-=-. 6
+3ﬁi+1_ +4 4 ()
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Posledni nerovnost 3;11 > i je pro i > 3 ekvivalentni podmince G; > 1. Z tohoto rozhoru

vyplyva (za predpokladu 3; > 1)
o
S__ A 5 a5\ 0
4 3B, +1 3Bi+1-436:;+1 36,1 4\4

Tato nerovnost nemuze platit pokud k > 3. Je tedy k = 2 a rovnost v (7) plati pouze
pokud B; = 1. Pro 5 > 1 plati ostra nerovnost. Celkem jsme zjistili, ze p1 = 2, ps = 3,
ar =361 +1 =4, ay = 36, = 3 a dalsi feseni je n = 245°.

Zadan{ spliujf tii pfirozena cisla: n € {2, 27,2453},

Kapitolu o diofantickych rovnicich ukonéime metodou, ktera je znama pod nazvem
metoda nekonec¢ného kleséni ¢i sestupu. Metoda je zalozena na principu, ze neexistuje
nekonecnéa klesajici posloupnost prirozenych éisel.

Priklad 9. Dokazte, Ze neexistuje Zddnd Ctverice x,y, z,u pfirozenyeh cisel spliugict
rovnost ©? + y* = 3(2% + u?).

Reseni. Na této tloze budeme demonstrovat tzv. metodu extrému, konkrétné metodu
nekonecného klesani.

Pro spor pfedpokladejme, Ze takova étvefice existuje. Mezi vemi takovymi étveficemi
vybereme tu s nejmensf hodnotou 2 +y? (pokud je jich vice, vezmeme libovolnou z nich)
aoznacme ji (a, b, c,d). 7 rovnosti a® +b? = 3(c? +d?) plyne 3|a® + b2, a to je mozné jen v
piipadé 3|a a soucasné 3|b (podle malé Fermatovy véty: je-li ¢islo x nesoudélné s 3, pak
dava 2? zbytek 1 po déleni 3. V feci kongruenci: > =1 (mod 3) pokud nsd(z,3) = 1).

Existujf proto ag, by, Ze a = 3ag, b = 3by. Dosazenim do ptivodni rovnice:

A +d® = 3(ak +02).

Nasli jsme tedy dalsi ¢tvefici, ktera spliiuje zadanou rovnici. Je ji ¢tvefice (c,d, ag, bo),
pricemsz

A+ =32 +d*) >+ &
Jak je vidét z piedchozi nerovnosti, nové nalezen4 étvefice (¢, d, ag, bg) mé mensi soucet
kvadratt prvnich dvou slozek nez ndami zvolené étvefice (a,b,c,d). To je ale ve sporu s
predpokladem, ze ¢tvefice (a, b, ¢,d) méla takovy soucet nejmensi. A to je hledany spor.
Proto zadna ctvetice, ktera spliiuje rovnost ze zadani, neexistuje.
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3 Netradi¢ni nerovnice a nerovnosti

Nasledujici kapitola bude vénovana netradi¢nim nerovnicim a nerovnostem.

Priklad 10. Dokazte, Ze mezi libovolnymi 101 redlnymi ¢isly existufi dvé ¢isla w a v, pro
néz plald
100Ju — v| - |1 — wv| < (1 +u)(1+v2).

Reseni. Nejprve uvedeme autorské feseni. Ekvivalentimi dpravami zadané nerovnosti (s
vyuzitim toho, ze vyraz 1 + 22 je kladny pro kazdé redlné 2) dostaneme

100)(u — v) (1 —w)| < (L+u®)(1+v?),

100ju — v — v?v + w?| < (1 4+4?)(1 +v?),
100Ju(1 +v?) —ov(1 +4?)| < (1 +4®)(1 +v2),
U U 1
- < —. 8
‘ 1+u?2 1+42| — 100 ®)
Uvazujme funkci
%
f(x):1+x2, r e R.
Jeji hodnoty lezi v intervalu [—%, %}, coz lze nahlédnout z nerovnosti, kterd plati pro

libovolné realné cislo x,

1+ 2 1
2| = V122 < 1 neboli i < -
4 1+a22 — 2

—%, %] o délce 1 na sto intervala o délce 1(1)—0. Podle Dirichletova principu

mezi libovolnymi 101 realnymi cisly najdeme dvé cisla v a v takova, ze funkéni hodnoty
f(w) a f(v) lezf v témze intervalu. Pro tuto dvojici ziejmé plati | f(u) — f(v)| < 15, coz
je pravé nerovnost (8), kterd je ekvivalentni se zadanou nerovnosti.

Rozdélme interval |

Druhé feSeni vyuziva goniometrickou substituci a po vhodné upraveé zadané nerovnosti
vyuzijeme opét Dirichletav princip. Volba goniometrické substituce rozhoduje o alge-
braické naro¢nosti provadénych tprav a neni vidy jisté, Ze se ndm situace zjednodusi.
Jak si ale vybrat tu spravnou substituci? V zadané nerovnosti se vyskytuji vyrazy typu
1442, 1 —uv a u— v. Podobné vyrazy se vyskytuji v goniometrickém vzorci

6 —t
il — ) anx — tany

(9)

N 14 tanztany
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a nabizi se proto moznost vyzkouset substituci pomoci funkce tangens. Ta je na intervalu
(—%.%) prostd, a tak pro kazdé realné cislo u (resp. v) existuje pravé jedno realné cislo
x (resp. y) z intervalu (-7, %) takové, ze u = tanx (resp. v = tany). Touto substituct
ztotoznime libovolné reédlné cislo s pravé jednim redlnym &islem z intervalu (=7, 7%) a
naopak.

Zadana nerovnost je potom ekvivalentni nerovnosti
100[tanx — tany||1 — tanz tany| < (1 +tan®z)(1 + tan®y). (10)

Pravou stranu upravime jednoduse takto

- 9 = 2
1
(1+ tan?z)(1 + tany) = (1 +3 x) (1 + 32 y) - (11)

cos?y cos?y cos? xcos?y’

kde jsme vyuzili goniometrickou jednicku cos? t+sin? t = 1. Vyraz na levé strané upravime

|[tanz — tany||1 — tanz tany| =
(sinx cosy — coszsiny)(cos x cosy — sinx siny) ’

cos? x cos? y

1
= — ‘Sin x cos x(cos’y + sin’ y) — sin y cos y(cos® x + sin® )‘ =
Y

cos? x cos?
1 1, :
— m §(Sln 29 — sin 2y) P (12)

kde jsme vyuzili vztah sin2t = 2sintcost. Nerovnost (10) je podle vztahu (11) a (12)
ekvivalentni nerovnosti

100 | sin 2x — sin 2y| . i
2  cosfmcosiy T cos?wmcosiy
neboli 5
in2x — sin 2y| < —. 13
| sin 2z — sin 2y| < 0 (13)

Regeni dokonéfme podobné jako v prvnim pfipadé. Uvazujme funkci f () = sin 2z,
kde z € (-Z,Z), tj. 2z € (—m,m). Na tomto intervalu nabyvé funkce f(z) hodnoty v
intervalu (—1,1). Tento interval o délce 2 rozdélime rovnomeérné na sto intervali o délce
%. Podle Dirichletova principu mezi 101 libovolnymi realnymi ¢isly z intervalu (—%, %)
najdeme dvé Cisla x a y takova, ze funkéni hodnoty f(z) a f(y) lezi v témze intervalu. Pro
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tuto dvojici plati |f(z) — f(y)| < lgm, coz je prave nerovnost (13), kterd je ekvivalentn{
puvodni nerovnosti. Tim je tloha vyfeSen4.

Priklad 11. V Sachovém turnaji, kde bylo 10krdt vice chlapci nez divek, ziskali chlapci
jen 4, Skrdt vice bodu nez divky. V turnagi hrdl kazdy s kazdygm prdvé jednow, pricemsz
ve vzdjemmém soubofi si odnesl vitéz jeden bod, pri remize si odnesl kaZdy pul bodu o
poraZeny neziskal nic. Ukolem je uréit, kolik bodu ziskaly divky dohromady a kdo vyhrdl
turnaj - chlapec nebo divka?

Reseni. Oznacme n pocet divek, pak pocet chlapcil je 10n. Oznacme déle b pocet bodi,
které ziskaly divky v partiich d — i (divka-chlapec). Chlapci v téchto soubojich ziskali

10n-n—-5b>0 (14)

bodi. K tomuto éislu jsme dospéli tak, ze pocet partii typu d — h je pravé 10n - n (kazdy
z 10n chlapct hral s jednou z n divek). Z kazdé partie si soupefi odnéseji dohromady 1
bod, takze dohromady si divky a chlapci odnesli z téchto partii pravé 10n - n bodld. A
pokud jich z toho divky ziskaly b, chlapci jich maji 10n? — b.

Pocet partii d — d (divka-divka) je %n(n — 1) a to je také pocet bodt, ktery divky
ziskaly ve vzajemnych partiich. Pocet partii h — h (chlapec-chlapec) je %1011(1071 —1)a
to je také pocet bodu, ktery ziskali chlapci ve vzdjemnych turnajich.

Nyni muzeme matematicky vyjadfiit vztah ze zadani, Ze chlapci ziskali 4, 5krat vice
bodu nez divky.

1 91
—10n{(10n — 1) + 10n? = b= = |=n(n — 1) + b .
2 212
Po jednoduché tdpravé
1
20 =231 - 1ln = b= E(21712 —n).

Nalezeny vztah mezi b a n vyuzijeme v nerovnosti (14). Resime nerovnost

1
5(21n2 —n) < 10n%,
tj. n? < n. Ta je splnéna v oboru piirozenych &fsel jen pro n = 1. Pak b= 10.

Co tyto vysledky znamenaji? To znamena, ze v turnaji byla jedina divka a 10 chlapcu
a divka ziskala ve viech 10 partiich d — h dohromady 10 bodi. To znamen4, Ze vechny
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partie vyhrala a vyhrala tak spravedlivé cely turnaj. Tim je tloha vyTesena a vytézné
divee patii nas obdiv.

Piiklad 12. Bud k kruinice opsand trojihelniku ABC a A', B’ o O priseciky os
vnatinich whli pri vreholech A, B a C. Dokazte, Ze obsah trojuhelniku A'B'C' je vétsr
nebo roven obsahu trofihelniku ABC.

ResSeni.

Obrazek 1. Nacrt k prikladu 12.

Pokusme se najit prvek, ktery majf trojuhelniky ABC' a A’ B'C” spolecny. Je jim préave
opsané kruznice k. Ta ndm pomuze vyjadiit obsah pfislusnych trojihelniki. Oznacme
thly v trojihelniku ABC obvyklym zpusobem «, 8 a v. Potom z vlastnosti obvodovych
uhlt plati, viz obrézek 1,

LCOB| — |20AB| = & |zac'c| = |za'Bo) = £,
2 2
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tedy

a+ 0B
5

|ZA'C'B!| = |£A'C'C| + |£CC'B'| =

Podobné spocitame zbyvajici dva thly v trojdhelniku A'B'C”,

Oty L aBC - @.

Nyni snadno vyjadiime obsahy obou trojihelnikii. Vyuzijeme pfitom sinovou vétu,
jejiz jeden z moznych tvart (pro trojihelnik ABC') je

|LC'A'B'| =

b
2R = ,a — = = .C 5
sinoy  sinf  sinvy
kde R znaci polomér kruznice opsané trojuihelniku ABC. Proto

1
Sipc = §ab siny = 2R%sina sin Bsiny,
Saypor = ZRQSina;Bsinﬁgysian;a.

Dokazujeme nakonec goniometrickou nerovnost pro libovolné tihly «, 8 a v v trojihelniku:
a+f o B9 .
sin sin
2 2 2
Pii dikazu takové nerovnosti nam pomuze znalost pribéhu funkce sinus na intervalu
(0, 7). Na tomto intervalu je funkce sinus konkdvni. To znamend, ze pro libovolna éisla

x,y € (0, 7) plati nerovnost

sin

> sina:sin 3 sin 7.

x+y - sinx + siny
2 = 2 )
Polozime-li napt. x = e a y = 3, plati

. a+ B _ sina+sing - -
Sin = > /sinasin 5,

2 2
kde druhé nerovnost je dusledkem A-G nerovnosti pro kladna éisla z = a a y = 3 (funkce
sinus nabyva na intervalu (0, ) jen kladnych hodnot). Podobneé

in,@+'y . sin 8 + sin+y

sin

S

> +/sin Bsin 7,

2 - 2
« sin sin o
sinyg = 7; > 4/ sinysin .

Vynasobenim poslednich tiech nerovnosti ziskame dokazovanou nerovnost. Rovnost nas-
tane jen tehdy, pokud a = 8 = v = 7/3 (trojthelnik ABC je v tomto piipadé rovnos-
tranny).

. L. VIL..VIIVL. VUV L

Tento projekt je v roce 2013 financovan z rotpdPlzaéiského kraje



* Kk
* *
. * ¥*
evropsky IO

hod po p———
socialni & i .

MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

Zavér a podékovani.

Na piednasce jsem se zabyvali funkcionalnimi a diofantickymi rovnicemi a netradi¢nim
nerovnicim a nerovnostem. Nejvétsi piinos vidim hlavné v aktivnim zapojeni studentu
do ptednasky.

Timto bych chtél podékovat vSem lidem, ktefi se podileli na piipravé Matematického
Kempu. Zvlasté bych chtél podékovat PaedDr. Nadézdé KubeSové za pozvani a v neposledni
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CELA CAST REALNEHO CiSLA, ABSOLUTNi HODNOTA
REALNEHO CISLA

Josef KUBES

1 Uvod

Celacast realnéhdgisla je partie, ktera se v klasickych hodinach maitgky neprobira.
Ovsem je to v&né téma ke tvowb netradénich uloh, ve kterych je nutna individualni
strategie. Nelze se natiuniverzalni postup, je nutné sigglem dobe zvazit postupeseni.

2 Definice cel&asti readlnéhocisla a jeji graf
Vyraz [a] znamena celotast z redlnéhdislaa. Je rovna nejblizSimu nizSimu celému
islu. Tedy[1] = 1, [3,5] = 3,[-6,2] = —7. Graf funkcev = [x] ma tvar:

¥

—1fa

. . . . _4
2.1V oboru realnyciiselifeSte soustavu rovnic

10x[v] = 1492
10y[x] = 177

Reseni kazdé ulohy s celoasti neznamé je vzdy originalni a neni daniverzalni
pravidlo. Zadana soustava seyede na soustavu dvou nerovnic
[x][v] = 149
([v] + 1)[x] = 178.
Odtud stanovime podminky prodopromenné a dosadime vSechny mozZiigpady.
Soustava métyii reSeni.
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2.2 Urgete vSechna redlridsla, kterd vyhovuiji rovnickx — 2[x] = 5.
2.3 V oboru realnycltiselteste rovnici
[3x—5]=5x—38
Ve vSech ulohach vyuzijeme definici celisti, tedy X] = x + k, kde 0<k < 1.

2.4 Urcete vSechny dvoijice realnyc¢fsel, které vyhovuji soustavovnic
lx =1 +lv] =2
v =4 =|2x]|

Kli¢ k reSeni je v diskuzi jednotlivych absolutnich hodi&anovime podminky pro
jednotlivé promnnné tak, abychom mohli jednozimg urcit jejich znameénko a pro kazdy
piipadreSit zvlag soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych.

Pro kontrolu Ize Ulohiesit graficky. Z obrazku je patritéSeni: K = {[-1,-2],E, _T:]}

y

3

3 Zawir _

Uvedené ulohy z velké&asti gesahuji rozsah zakladnihotextoSkolského diva
matematiky. PradeSeni pikladi matematické olympiady jsou vSak zakladni a nawaszajna
n¢é ve vysSich kolechReSitele zdokonaluje ve strategii éstednostieSeni.

4 Pouzita literatura
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netratiiich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. sr. 0., 2007. 186 s. ISBN 97848B-341-7

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes

Gymnazium, Plz& Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz
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DUKAZOVE TECHNIKY — NEROVNOSTI
Josef KUBES

1 Uvod

Znalost dikazovych technik pétk zakladnimu vybaveni kazdébesitele matematické
olympiady. Owfovani platnosti zadanych nerovnic vzdy vyZadujgioélni gistup, utity
nadhled a zkuSenost.

2 Nerovnosti a jejich owrovani
Zakladnim stavebnim kamenem je nerovnost vyplyvajcdruhé mocniny
dVOJC|enul1. — 1)°. Pro libovolné reélnésislo plati, ze (x— 1)° = 0. Odtud plyne

-‘-_._: |

DalSi dilezitd nerovnost je vztah mezi geometrlckym a a&’[tukym plﬁmerem Pro

libovolnou n- tici realnych kladnycéiselxy, x,, ..., x,, plati: 7, X, =

Posledni nerovnosti, se kterou se budeme zabyva(ta;ﬂachyova nerovnost Pro
libovolné dw¥ n- tice reélnych clsel X4s X3 eees Xy @ VY V2 vees Vi plati
(g =2y, =+ 1) €(xf=xi+ .= x0T +vi+ .+ v

2.1 DokaZzte, Ze pro kazdy ostry Uteplati
tga«+ cotga =2
Pouzijeme vztah mezi funkcemi tangens a kotangemsavime na druhou mocninu
dvojclenu.

2.2 DokaZzte, Ze pro libovolnou trojici kladnyéhsela b,cplati

(a+b)(b+c)lc+a) = 8Babe
Roznasobime a pouzijeme nerovnost mezi arltmetumgeometrlckym dmeérem.

2.3Dokazte, Ze pro libovolnou trojici kladnycisela,b,cplati

a 27

(1+
.\I_:I\.-.

- o

e+ alt ¢:+E}’I 8

Upravime a pouzijeme nerovnost mezi aritmetickygeametrickym pimérem pro
clenyatb, bt+c, cta.

2.4Dokazte, Ze pro libovoln&ipozenécislo n > 1 plati:

m =1\
-
.= { 3 |
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Vyuzijeme rovnost: Pro libovoln&ipozenécislon vétsSi nez jedna plati: 1+2 +3 +
4 +...+n="""2" Dale je pateba pouzit vztah mezi aritmetickym a geometrickym
primérem.
2.5Dokazte, ze pro viechmg Xy, ... , X, R’ plati:

3

! -

=1 ! i=1

Dosadime do Cauchyovy nerovnostizay., ..., v, ¢islo 1.

2.6 Dokazte, Ze pro kazdé real¢iélo a plati:

3(1+a®*+a*)=(1+a+ a?)*

2.7Neclt x,y, zO R; . Dokazte, ze plati:

Jxy+yz+zx € (Jxi+yiez

Ob2 nerovnosti dokaZzeme aplikaci Cauchyovy nerovnosti.

2.8Dokazte, Ze pro libovolnou trojici realny¢fsela, b, ¢ plati:
(a+b—c)Y+(bt+tec—a)+(cta—b)Y =ab+bc+ca

Upravime levou stranu a &psikovre pouzijeme Cauchyova nerovnost.

2.9Dokazte, Ze pro libovolnou trojici kladnych realhyisela, b, ¢ plati:
1 1 1 9

bla+~b) c(b<c) alc+a)” 2(a®+b?+c?)
Dukaz nerovnosti je poénné narany. Vychozi nerovnosti je tentokrate vztah mezi

harmonickym a aritmetickym fimérem. V dalSinteSeni pochopitethbudeme pdebovat
Cauchyovu nerovnost.

3 Zawér

Uvedené ulohy z velkéiasti gesahuji rozsah zékladnihotextoSkolského diva
matematiky. PradeSeni pikladi matematické olympiady jsou vSak zakladni a nawazgjna
né ve vysSich kolechResitele zdokonaluje ve strategii astednostireSeni. Mkazové Glohy
uvedeného typu také vyZaduji precizni znalost aupvani algebraickych vyraz
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4 Pouzita literatura
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netratiich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:

Prométheus, spol. sr. 0., 2007. 186 s. ISBN 97848B-341-7

KUFNER, A. Nerovnosti a odhady. 1. vyd. Praha: Midnta 1975. 120 s. 508/21/82.6

5 Kontakt na autora
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KRUHOVA INVERZE, APOLLONIOVY ULOHY
Josef KUBES

1 Uvod

Tato oblast je nad ramec zakladnich osnov mategnatkstedni Skole. Resto kruhova
S Apolloniovymi tlohami se ovSem Zaci seznamujbjzzakladni skoly, aniz by byleceno,
do jaké skupiny vlastnpati. Nagiklad konstrukce kruznice opsané trojuhelniku.

2 Definice kruhové inverze

Je dan bod S a nenulovislo k. Kruhova inverze je zobrazeni tzv. Mobiovy rovimy
Maébiovu rovinu, které kazdému bod{#S pritadi bodX', pro ktery $X-5X| = k| a ktery pro
k > 0 lezi na poloffmceSXa prok < 0 lezi na opaé pologimce k polopimceSX boduX =
Sprifazuje nevlastni bod; nevlastnimu boditgzuje bods.

V kruhové inverzi se g¢demS plati:

obrazem fimky prochazejici s¢demsS je totozna fimka,

obrazem fimky neprochézejici s@demsS je kruznice prochazejicitsdems,
obrazem kruznice prochazejicfestemS je gfimka neprochazejicitetdemsS,
obrazem kruzZnice neprochazejidgestemsS je kruznice.

YV VY

3 Apolloniovy ulohy

Apolloniova uloha ma své jméno podtckého geometra Apollonia z Pergy (262 — 200
pt. n. 1.), ktery se touto ulohou zabyvaiesil ji v dile "O dotycich". Apollonios formuloval
ulohu nejprve proit zadané kruznice, po#jil byly tyto kruznice postuphnahrazeny bodem
(kruznice o nulovém poloénu) a gimkou (kruznice o nekowa¢ velkém polondru).

Originalni zréni se nezachovalo. Je vS8ak znama reprodukce uldig YMathématikai
synagogai” (dlezity pramen historie matematiky obsahujichatky ze ztracenych
matematickych spig reckého matematika Pappose Alexandrijského (3.rstbl. Paposs
uvadi ulohu v nasledujicim &mi:

"Nech’ jsou dany#i predmety, z nichz kazdy dve byt bodem, fmkou nebo kruhem; ma se
narysovat kruh, ktery prochazi kazdym z danychilfigdu-li dany jen body) a dotyka se
danych pimekei kruha.".

Z vySe uvedeného zadani je mozno vypozorovéttpmoznych variant tlohy. Hledame
vzdy skupiny ti objekifi ze tech druli (Bodi, piimek, kruznic), gicemz pdadi danych
objekti neni podstatné. Tvimme kombinace s opakovaniiteti t#idy z podminek Kk,n )=
K'( 3,3 ) = 10. Je tedy0 riznych pfipadid (novych dewt jsou zvlastni fipady ulohy
obecné), ficemz obecna uloha nmejvySe 8ieSeni
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Existuje tedy dest specialnich fipadi obecné ulohy kkk, jsou to ulohy BBB, BBp,
BBk, Bpp, Bpk, BKK, ppp, ppk, pkk.

3.1Reste Ulohu Bpk

Stredtidici kruznice kruhové inverze volime v &d8. Tim giimku i kruznici
pirevedeme na évkruznice a hledame jejich spoie t&ny. Zpstnym prevodem ziskame
hledané kruznice.

3.2Reste Ulohu Bkk

Stredfidici kruZnice kruhoveé inverze épvolime v bod B. Tim ol& kruznice
pirevedeme na kruznice a hledame jejich sp@deny. Zpitnym prevodem ziskame hledané
kruznice.

3 Zaver

Uvedené téma sleduje spini dvou citi. Nejprve roz&it obzor o dalSi zobrazeni a jeho
pouziti na ulohach. Druhy z @iJe propojeni matematickych poznaétk historickou dobou, ve
které se jimi ¥dci zabyvali. Je evidentni, Ze rozvoj statké& geometrie a formulované ulohy
jsou natolik obtizné, Ze jejickeSeni v dnesni débje dano pouze tité nadané skupén
student.

4 Pouzita literatura
Patdkova, E. Apolloniovy ulohy. Diplomova prace.sbgna na internetu
<http://geometrie.kma.zcu.cz/work/AU/apoll/apolirit

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kube$

Gymnazium, Plz& Mikulasské nam. 23
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PLANIMETRIE

Josef KUBES

1 Uvod

Planimetrie, tedy rovinna geometrie, je velmi stdrsciplina, kterd svou nanoosti
potrapifadu studerit VyZaduje pedstavivost a @itou schopnost si zadanou situaci tob
nartnout. Kazda uloha je vlastnoriginalni, a proto jejiteSeni vyZzaduje z&aou miru
kreativity. Znalost planimetrie je vyuzZitelnd ¥Amém Zivot i v profesni karige ufady obod.
Obvykle si Skolské postupy nepamatujemiestavaji v naSem poddomi a pirazujeme si je
k dalSim Zivotnim zkuSenostem.

2 Ditkazové ulohy v planimetrii

Dukazové ulohy jsou velkym balikem uloh. PomahajidsEni vzajemnych vztaha
geometrickych potek. Aplikujeme krom geometrickych znalosti také poznatky
matematické logiky. Pro snazSi vyfadani vyuzijeme poznatky z teorie mnozin.

2.1 Je dana kruznick(s, r) a jeji ptiméry AB aCD, které jsou navzajem kolmé. Sestrojte
tétivu KN kruznicek, kterda je rovnokzna sAC tak, aby protinala Ugky SA SCporad ve
vnitinich bodech., M, pro réz plati |[KL| = |LM| = |[MN]|.

Vedeme pimku AC. Za bodA i C na gimku AC naneseme Ugky stejné délky jakou
ma useéka AC. Noveé krajni body spojime seetiem kruznice. Kde protnou tyto spojnice
kruznici, ziskame bodi aN.

2.2Nech’ Sznai stred kruZnice vepsané danému ostrouhlému trojuhelBB@ Ozn&me
daleA’, B", C" obrazy bodisv osovych sourrnostech pdact podle gimekBC, AC, AB.
Dokazte, ze trojuhelnikgsBC, A'B'C” jsou podobné, prékdyz ABCje rovnostranny
trojuhelnik.

Vyuzijeme trojuhelnik sestrojeny zgedinich pi¢ek trojuhelnikuABC. Jedna se o
dukaz ekvivalence, tento fakt si musime tibwdomit.

2.3Na kruznicik jsou dany dvaiizné bodyX aY tak, Zze pimkaXY neprochazi sédem
kruznicek. Usetka XY je ptimérem kruznicd. Na wtSim obloukuXY kruznicek lezi bodP a
na kruznicil bodQ tak, ZestyitihelnikPXQYje konvexni a fitom PX || QY. Dokazte, ze
velikost UhluPYQnezavisi na poloze bodRi(za podminky existence bod).

Ukazeme, Ze UhlPXQaXQYjsou vzdy pravé a Uh&PY nezalezi na poloze bodu
(obvodovy uhel).
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2.40zn&meK, L, M, N stredy strarAB, BC, CD a DA konvexnihaityiuhelnikuABCD.
Dokazte, ze z ugek KL, KM aKN Ize sestrojit trojuhelnik a vyj&ete jeho obsah pomoci
obsahutyiruhelnikuABCD.

Uloha neni slozita, stapouzit podobnost trojuhelnika viastnosti gedni Ficky. Pri
feSeni pouzijeme uhlojgky ctyruhelniku.

3 Zawér

Planimetrické ulohy &etrg dikazovych jsou vé&knym tématem matematickych séiit
a obvykle paf ktém, které oddluji UspSné reSitele od neusgnych. Uvedené ifklady
reprezentuji vzdy velkou skupinu uloh, proto kajai&@Sena jinym zgsobem.

4 Pouzita literatura
SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netrathich matematickych uloh. 1. vyd. Praha:
Prométheus, spol. s r. 0., 2007. 186 s. ISBN 97848H-341-7

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kube$

Gymnazium, Plzg Mikulasské nam. 23
Josef.Kubes@mikulasske.cz
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EXKURZE DO CESKEHO HYDROMETEOROLOGICKEHO USTAVU
V PRAZE-KOMO RANECH

NadZzda KUBESOVA

1 Uvod

Pcatasi jsou neustalé pramy vzduchu kolem nas. Pasi hraje v naSem Zivovelmi
duleZitou roli. Risobi na krajinu vSude kolem nas. Snih vyZivuje Wedovitr zaobluje skaly a
z pisku dokaze vytud obrovské duny. NejiezitéjSi ulohu g tvorbé patasi maji Slunce,
vzduch a voda. Diky Slunci mdme na Zemi teplo &@lsyvzduch zase obaluje nasi planetu
jako ochranna slupka. Voda zaségpbuje, Ze mohou vzniknout oblaka, ktera vidimegtém
denrg na obloze, a taky to, Ze na nas prsi &isrProtoze lidé &d¢li, Ze paasi tak hod#&
ovliviiuje jejich Zivoty a nenified nim aniku, ctdi vzdy védét, jak bude aspov nejblizSich
hodinach. Tak se #alo predpovidat p&asi. Nejdive pomoci lidové meteorologie, ktera byla
blizka astrologii, a postuprvédeckymi metodami.

2 Cesky hydrometeorologicky Ustav v Praze
Sowasné ukoly ustavu

Zakladnim @elem gispivkové organizac& HMU je vykonavat funkci Ggedniho
statniho UstavuCeské republiky pro oboryistota ovzdusi, hydrologie, jakost vody,
klimatologie a meteorologie, jako objektivni odbérsluzby poskytovanéi@dnostd pro
statni spravu.

Predmétem &innosti CHMU v uvedenych oborech je:

« racionalr, vécrg a ekonomicky integrovat vykon statni sluzby;

« ziizovat a provozovat #fici stanice a sfts vyuzivanim telekomunikaich siti (statni
pozorovaci sé pro sledovani kvalitativniho a kvantitativniho \ataatmosféry a
hydrosféry a fi¢in vedoucich k jejich zrgStovani nebo poskozovani);

« odborre zpracovavat vysledky pozorovanig¢imni a monitorovani;

« vytvaret a spravovat databaze;

« poskytovat pedpowdi a vystrahy;

+ provadt a koordinovat ¥deckou a vyzkumno&nnost

Po celou exkurzi nas provazela RNDr. Milada Sandovéa

Hlavnim cilem numerické ipdpovdi potasi je co nejrychleji zpracovat nafané
Udaje z meteorologickycheigtroja (pozemnich meteorologickych stanic, balonovyctieni,
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meteorologickych druzic, radan dalSich specialnichizaeni) a pomoci pitacové simulace
vyvoje atmosféry vypditat jeji pravédpodobny budouci stav.

Numericky @gedpo¥dni model je feSen na potatich. Algoritmy jsou
naprogramovany ipdevSim s ohledem na maximalni rychlost vysledn@hogramu.
Pouzivaji se pokkilé numerické metody ip konstrukci zakladnich numerickych schémat,
rychlé numerické algoritmy a efektivni programovapostupy umoiujici vysokou
paralelizaci dat i algoritth Numerické modely se ve svych prodnich verzichiesi
zpravidla na vysoce vykonnyckasto specializovanych pitacich, tzv. superptacich,
schopnych provad velké mnoZstvi vypéia nad velkymi objemy dat.
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3 Zawér

Exkurze byla vedena poutavou formou. Vzhledem kuoke @astnici byli studenti se
zajmem o matematiku a fyziku, budou se moZ&idaii ve své budouci profesi numerickymi
vypocty zabyvat.

4 PouZzit4 literatura
http://portal.chmi.cz

5 Kontakt na autora

PaedDr. NagZda KubeSova

Gymnazium L. Pika Plzg Opavska 21, 312 00 Pize
kubesova@gop.pilsedu.cz
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Priklady z Matematickych olympiad
na rovnosti. nerovnosti a posloupnosti

Petr TOMICZEK

1 Uvod

Tento prispévek je vénovin prikladum z matematickych olymmad celého svéta, ve kterych
se fedsly priklady s rovnostmi, nerovnostmi a posloupnostmi. Rovnosta jsou reseny v oborech
celych a raciondlnich éisel. Jednothivé podkapitoly v nerovnostech se postupné vénuj prikla-
dum s absolutni hodnotou a promérum (antmeticky, geometnicky, harmomcky). K fesem
piiklada na posloupnosta je nutna znalost pojmu hmita posloupnosti.

2 Rovnosti

Priklad 2.1 - (Rumunsko 1981)
Pro =,y € & teste rovnic: 2% + 3% + 1 = ¢,

Reseni: Substituci z = r* piejdeme ke kvadratické rovnici 22 + 32 +1 -y = 0, pro jejiz
diskriminant mus{ platit D =5 + 43* = %, n € M, abychom dostal feseni v celych gislech.
Polozime m ﬂyz, pak n=mtSan>m+l, tedy e 5> (m+ 12 =m?+2m+ 1.
Odtud plyne 2 > m = 2%, tudiz 1 > |y|. Pro y = () feseni neexistuje, pro y = +1 je = = 0.

Priklad 2.2 (Jugaslavie 1974)
Pro z,y € Z felte rovnici 22 + ry +y* = 2%,

Regeni: Diky symetri piikladu mugeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze y
ar, |al E 1. Potom =2{1 4 a a?) = alrt a 12 —.,—L"::'“ < 3, tedy proz=—1,jey =1, pro
r=0jey=0,prozx=1jey=—-1
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Priklad 2.8: (New York 1977)

Pro x,y € Z feste rovnici 2% + 1 = .

Reseni: Z nerovnosti0 <2 =gy — 1 vyplivipror,y€Z, 2e 2 =y* —12>3a x> 1,
Tedy 2% + 1 je hiché gislo 1y je liché. Pak 4y — 2k + Lk € Za 2 + 1 — (2k + 1), odtud

27-2 _ (k+ 1)k. Tato rovnost nastane pouze pro k =1, neboli =3,y = 3.

Priklad 2.4: (NDR 1973)

Pro r € & feste rovnici r{r + 1)(z + 7)(z + 8) = 3~

Reseni: Substituci z = = + 4 prejdeme k (22 — 16)(2> —9) = ¢°. Proz =0 je y = £12,
proz =23 z=34jey=0 pro z = 45, jey = £12. Pro z = £1,42 fedeni v celych
#slech neexistuje. Zhyva uvazovat |z| > 6. Pak 2¢ — 2522 + 144 — ¢ = (22 — 12)2 — 2% Tedy
(T—122 > ay? = (2 — 132 = & —25:2 + 144 — (22 — 25), nebot (22— 25) > 0 pro
[z} = 6. Dalai feieni tudii neexastuji.

Priklad 2.5: (NDR 1974)
i a

Pro z,y € Z feste rovnici {z + 2)* — ' = .

Reseni: Vypoétem dostaneme 8{r® +2{r + 12+ %) = ¢, tudi y je sudé :
o+ Hr+12 42 = B Odtud vypliva, e k> 14+ L Prok = x4 1 plati £ 4+ 2(z + 1) 4+ 22 =
P4+ 232 +3z+ 1 tedyr = -1,y = 0. Pro k¥ > = + 2 musi platit 2 + 2(z + 1)2 + =
= 1?4 6% + 122 + 8, neboli 0 > 32 + 81 + 6, coi nikdy nenastane.

Prklad 2.6: (NDR 1970)

o e 1 - - + ¥ L
Dokagte, e pro lichd &sla a,b, ¢ € & rovnice ar? + br 4 ¢ = () nem4 fefeni v Q.

Reseni: Ahby kofeny kvadratické ravnice byly racionalnf éfsla, tak pro jeji diskriminant
musi platit [} = b — dac — n®, n € MU {0}. Z lichosti &sel a,b, ¢ a rovnosti 5 — dac = n?
plyne; ze 1 n je hiche cislo. Pologime a =20y + 1,b=2by + l,e =2¢y + 1. n = 2ny + 1, potom
-lb']'} tAb+1—4({dajey +2a1+201+1) = =1-n$ Fdni+1 n b:f b — (4o +-2a1 4+ 2014-1) = n?-} ny.
Jelikoz b + by 1 n + ny jsou sud4 éisla, tak éislo na levé strané posledni rovnosti je liché a
vpravo sude, coz je spor s predpokladem, ze kofeny rovnice jsou racionalni ésla.

Priklad 2.7: (Anglie 1970)
Pro r,y € Q feste rovnici 4/2y/3 — 3 = /2/3 — /y/3.

Reseni: Po umocnéni dostaneme 243 — 3 = /3 — 2/793 + y+/3, vydélenime /3, pak
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—V3=r—2yTy+y a 2—1— y — /3 — 2,/Ty. Opét umocnime, potom [r:' —r—y) =
3—44/Ty3+4zxy. Odtud plyne, e /Ty3 € Q. V prvni rovnosti 24/3—3 = r/3-2,/1y -va"'_
‘."rtknemf'ﬂ..""_ 3, pak V32 —r—y) = i—']-.,a"rijQ Nutné tedy 2—x—y =0a3-2/my3 =

Odtud jiz dostaneme teseni x %, y = 2'

V dalsich pfikladech pouzijeme nasledujici jednoduché tvrzeni
Véta2.1: (module 4)
Nechf £ € T, pa.L pti déleni * &islem 4 jsou zhytky pouze 0, kdyz ¢ je sudé, a 1, kdyi z
je liché. Piseme £?| pod s =0 (r sudé), 2% med 4 = 1 (= liché).

Piiklad 2.8: (CSSR 1976)

Pro x.y, z € Z teste rovmici =° +y° = 3z,

Regeni: Trividlni fefeni + = 0,y = 0,z = 0 je zfejmé. Bez ijmy na obecnosti mizeme
tedy predpokladat, #e r, y, z jsou nesoudélna éisla a alespon jedno je nenulové, Podle predcho-
ziho trzeni 2.1 platf (22 + 1®) medd = O nebo 1 nebo 2 a 32 a4 = 0 nebo 3. Tudiz
(%4 5.'2]| mod 4 = 0a 3z 54 =0, cof nastane pouze v F“rfpadé: #e viechna éisla r. y, z jsou
suda. Dostali jsme spor s predpokladem nesoudélnosti, Uloha tedy nema netrivialni fegent.

Priklad 2.9: (USA 1976)

Pro x,y, z € & teste rovmo 2 4 qﬂ poath r"!y?_

Regeni: Opét tloha ma trividlni fefeni £ = 0,y = 0,2 = 0. Podle tvrzeni 2.1 bud a)
124 modd =1 nebo B) 29| meaa = 0.

ad a) Tedy =,y jsou liché, pak i z je liché a 2 + 4 + 2% aoat = 3 # 270" med t
Tedy mo#nost a) nenastane.

ad b} Nechi = je sudé, y je liché, pak z je téz liché a 12+ +2%| med 1 = 2 7 29| moa 1 = 0.
(Analogicky y je sudé, x je hche.) Zbyva moinost x je sudé, y je sudé, pak 1 z je sude. Potom
=25, y=2uy, 2= 2 ari i+ 5 = dxdyd. Odtud 234358+ 27| mod a = 22717 w1t =0,
coZ nastane pouze v pripade, e xq, yq, 21 jsou suda éisla atd. Cisla =y, 2 jsou tedy déhtelna
hibovolnou moenmon éisla 2, tato situace nastane pouze proz =0,y =0 z=0.

i

Priklad 2.70:  (USA 1979)

V celych éislech feste rovnici ©f +2 + ... + 28, = 1500,
Redeni: Plati Y] mod 16 = 0 nebo 1% mog 16 = 1. Tedy I:JT':‘ + -r% +...+ 1'{1]| mod 16 = 14

a 1590 . s = 15, Protoidloha nema feseni.
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3

3 Nerovnosti

3.1 Absolutni hodnota

Definice3.1: Zobrazeni f: B = Bf = {r € B : r > 0} definované piedpisem
flr) = max{r, —r} nazveme absolutni hodnotou.
Absolutni hodnotu ¢isla r znadime ||,

Absolutni hodnotu Gisla @ muzeme definovat 1 nasledujicim zpusobem.

T ; T >0
Cviceni 3.1: Dokaite: || = { =5 pa
|xZ0=max{r,—x}=1x, =<0= max{r,—1}=—r.

Vétad.2: (vlastnost: absolutni hodnoty)
Necht a,b € R, pak

N T I o L S
b |6
var 2|, ‘a< |al,
w) |a+ bl < |a] +|b] tropihelnikova nerovnost, (N1)
wv) |jal — [b]]| < la — b, (N2)

cislo o — b nazyvame vzdilenost bodu a.b.

Priklod 3.1 : (USA 1952)

Dokazte, ze pro redlna Gisla apag,...,a, a 120 2 b = .. 2 b, 20 eastuye
ke {1,2,...,n} takove, ze plati
n | k
|Z-.'1'J='|'..Iii‘_‘:_-: ‘Zﬂi|.
i=1 i=1
oo g g T 5, = -
Refeni: 5= bhai| = |ay+ 2 bla;+...+ o) — 3 bifaey +. ..+ a)| = |2 ka4
i=1 ' i=2 =1 ' i=1
n—1 A ) im
Fag)— 3 bifet.. .4 u;]| (B — by )+ .4 rJ-_‘j‘ , kde b,y = 0. Nyni polozime
i=1 =1

-"'hi ||‘J,'...||]l_

S k
a Ay = max A;, potom H"ﬁ::z' 3 bi—bapa)| [{ast. . 4ay)] € Ax | N
L} -

e
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Priklad 3.2: (Jugoslivie 1972)
Mame redlné Gislo M a matice realnych éisel (a;;)7,_; splfiuje nerovnost

3

(21
E lasry + apzs + . oo+ Gt = M
i=1

pro hbovolné r; € {—1,1}. Dokazte, #e pak plati

11 }

a3

bovat Jann| € M

Redeni: Kazdé z &isel r; nabyva dvou hodnot, proto take

n
) E lastzs + gara + . oot G| £ 2" M

{21 Lxa ) =1

a
n
) + 4 T4 LT i ":\. g
T E laiyry + @igTs + v+ QinTa| < 27 M.
=1 [ri....xa)
Oznacime
..I‘;!' E ilii:_.f"| I I'.il'g.lril- | PR | I'El:n.r"_
|_.'I!|_....:J.'n:l
Pra S; [:-E-'_d.f
3 L L S S S, P S O S o L TR S o O
b Tl S W P
f E |ﬂ11.i-] Foaoe T By 1y T — Dy I TijigdyTitt T -- -+ Tigly
T SRS S
(V1) o i I
. - L Jll‘I“: .-Eﬂ' Tyl -
S P ST A
: o . i . !
Odtud jiz plyne 2% lag| < 3. 5; < 2" M, co# jsme méhi dokdzat,
i=l1 i=1
Priklad 3.3: (Bulharsko 1982)
Dokagzte, ze pro cisla aj,ag,...0,; € 0,2, n > 2 plati nerovnost
n T
~ L
E E 4 — ;] <.
i=1 j=1

Pro jaké hodnoty nastane rovnost?
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Reseni: Zieymé plati |, —a;| = |a; —a;| a miieme predpokladat. ze ay € aa < ... < a,,.
; I ) i ] I P
p-;r_lc
L. o,
i J="T"i i
=22, |ai—a;] =2 Iﬂj—a-.- ="2 3 (a;—)
i=1 =1 fiage I<i<yin
QIEU—I]L‘J} TI,?I—'E Ja; ) Ef"“r—r:—].ra,
=2 =1

Souéet S bude maximalni, pokud r:r, =2 proitakove, Fe 2i —m—1>0a a; =0 pro
sphiujict 21 —n — 1 < 0.

n

Prolichén =2 +1jepak §5=2 3 (2i — 2k —2)2 =4k{k+1) <nr’.

i=k+2
L]
Prosudén=2kje §5=2 5 (2i—2k—-1)2=4(k)*=n?.
i=k+1
Tedy pro nsudéaay = ... a2 -0}, @z 41 = ... = a, = 2 nastane rovnost.

3 Pruméry
Vzdalenost dvou Gisel a, b na redlné ose se rovna [a — b Jla — b)e. Zrejme (a — n!'i,'l2 >0,

coz Je ekvivalentnt se zakladm nerovnosti
5 ]
(1 i jl_

—

2ab < a® + b, popfipadé ab<

(N3}

]

ktera se objevuje v mnoha ulohach; napitklad:

Cuviceni 3.2: Proa,b.c € R dokaite nerovnosti: a+b < /2(a? +¥)a abtbetac<
a o
= |!I']_

V 15, roéniku MO kategorie B se objevila uloha
FPriklad 3.4
Je dan kvadr o rozmérech a,b, ¢, ktery nent krychli. Dokazte, e souéet objemu krychli o
hranach a.b, £ je vétdl nez trojnasobek objemu daneho kvadru.

Reseni: V podstaté mame dokdzat platnost nerovnosti 3abe < a® + 5 + ¢

Platnost této nerovnosti plyne 2 nasledujici véty.
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* *
* ok

Vétad.d: (o prumérech)
Nechf a; =0,¢=1,2,...n, pak plati

n . ag + oo g
e M S T 51|P."

T 2 |:_‘\-1_l|

Definice 3.2: Nechf aq,as..... a, £ R, aritmeticky prumér se nazyva cislo

ay +as 4+ 4+ o,

T
Necht a; > 0,i=1,2,...n, geometricky primér se nazyvi cislo

B Rl ST | e

ba

Necht a; =0,i=1, .1, harmonicky prumeér se nazyva cislo

I

Necht aj.a@a,.... i, € B kvadraticky prumér se nazyva éislo

,-'lu% g+ oo tad

mn

Dhikaz véty 3.2: Nejdfive dokdazeme vetah mez geometrickym a artmetickym primérem

PR | o R O 1
May e, € —m (GA)
T
, s iy + v+ g - a; _
Upravime (GA) do tvaru n € —————, a poloiime 5 = ———— i=1,...,n.
Ty = (R
Potom =y on ...+ T 1 a pomocl matematické indukce budeme dokazovat, Fe n <
1 2 n e
r+ 29+ ...+ Tn. Pron 1 tvrzeni ziejmé plati. Z vyozsitim indukéntho predpokladu
n < 1y + 23+ ...+ 1, chceme dokazat, e n+ 1 < 71+ 19+ ... + Tn + Tnet, pokud
T T3 ..o T Tnei = 1. Bez 4jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze oy > 1axs < 1,
potom [r; — 1){zxs — 1} < 1, tedy 1 + 7973 < 71 + 72 a také
R T B o o SR T R I A R o 5 S B e T PR T e e S I
Pro n &sel £yra, w9, ..., Tt plati ryza-xrg- ...« They = 1 a podle mdukéniho predpokladu
n<rirs+I3+ ...+ I+ Tnst . Odiud pE dostaneme
l4n<l4rmm+ag+.cctTnt+Tnet <31+ T+ oo+ Fn + Taga

coz Jeme méll dokazat.
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Pokud pologime a; E:._ ,i=1_..,n v nerovnost1 (GA), pak dostaneme

Fo——

———— . Odtud 5z snadno plyne nerovnost mez harmomckym a geometrickym prumérem

ﬁ—i\nfﬁi'...'bn. :_H{-_::

b i 3t

Nerovnost mez aritmetickym a kvadratickym primérem dokazeme také pomoci matem-
atické indukee. Cheeme tedy dokazat

fouge - o A
5 i T o' lay + -+ a; .
o L v+ 1'i"|l¥' (AK)
Tl n
co pro n = 1 zfeyme plati.
7a mdukéniho predpokladu (a3 + --- + a,)? < n[n'f f wen ni], dokazeme platnost
! 2 2 2
(@y 4+~ +ag+ag1) €(n+1)j(af + -4 a; +a54)-
r'l‘:'i“f [N
T r : I g i
(ar+ -+ ag +a1) = (a1 +-+ EHIE F2ay + -+ ag)anst + (Ba41)° < nl,.:.l? e o
n 7 o n ! n 1 e Ao e
al)+al+ iy Fooetag ag ui_ﬂ (m+1){a} +--++a2+ a; ), coz jsme meh dokazat.
Poznamenejme, e rovnost v (N4) nastane pouze proa) =ag = ... = ;.

S nerovnostmi z predchozi véty se casto sethame v ilohach z matematickych olympiad.

Priklad 3.5: ({2.rofnik MO lat. A)

Dokadte, e pro a; = 0, i =1,2,...n, plati nerovnost

(ay +an+ ... }.r[,,][:l $ l boeaed L) >nt.
2 @ g iy

Reseni: Jednoduchou dpravou dostaneme
a1 +as+...+a n
— S T

T I S

g @i [

co# Je nerovnost mez1 harmomickym a antmetickym prumérem, viz (N4).
Regeni viak muzeme dostat 1 pnvm postupem s vyuzitim zakladni nerovnosts (N3).

1 1 1 £ 1 s 1
[a -|t.'[-1|...--ﬂn'(—-|—-|~--|—} E 1+ — E aQ; - — =
t = ! il aa Ly : ey L[J'
=1

(HA)

i1
i=1 x
n
i a4 ny ., 5
T E = Ly A
L R 2
i im S :
=2
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FPriklad 3.6 :
Dokazte, ze pro trojict kladnych éisel a, b, ¢, plati nerovnost

(a+ b){a+ e)(b+ ) = Babe.
Kdy nastane rovnost?

Reseni: Podle (GA) nerovnost je a+b > 2v/ab, tudiz (a+b){(atc)(b+e) = 2/ab2/ac 2v/be
Babe | coz jsem méli dokazat. Rovnost nastane pouze v pripadé, kdva=5b=c.
Priklad 3.7: (17.rofénik MO kat. A)
Dokaite, #ze pro trojict nezapornych éisel a, b, ¢, plati nerovnost
ala — vVbe) + bk — ac) + c{c— +ab) = 0.

Reseni: Podle (GA) nerovnosti je viab < 22, tudiz

£

ala — v/be) + b(b— Jac) + clc —v/ab) = ala — BE) + b(b — 25=) + c(c — 222) = M{a —b)* +
(b—e) +(a—e)?) >0.

Friklad 8.8 -

Dokazte, ze pro libovolné prirozene éislo n | plati nerovnost

. 71 1)"
nel < {—E :
[FA)

1 ” r -1 T N R
Reieni: Plati 14+ 24 ... +n= "'"T“ pak (2:1)" = {1—"1_'1—"']" > nl,

Poznamka: Lze to dokdzat 1 matematickon mdukel a binomickou vétow,

Priklad 8.9: (22 rocnik MO kat. A)

Mame posloupnost (a, ) realnych &sel, ktera splinge a,_y+a,4y > 2a, , pron > 1. Oznafime
ay +...+a

A, =— " dokaite ze pak plati nerovnost

1 pak |

n

Ay q4 -’1r.|-l-l > EAH'

Reseni: Nerovnost A1 + Anp1 = 24, prepiseme do tvarn Appq — A, > An— A,y a
dosadime z definice A,. Tedy

L R L ay + ..oa, 1) e ey et 7 1 R gt o e

| n n n— 1
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Prechodem na spoleéného jmenovatele dostaneme postupneé

na,4—ay—...—a, (n—1)a, —a—...—a,

(n -+ 1)n = nfn—1)
(n—1)jnaai—a1—... —au| Z (4 1)l(n— 1) —a1 —... — Ga_1],
(m—lnla, —a)=22{n—1)a, —2a;—... —2a__y,

(rn—1)m _
a1 —aa) 2 |[(n—1)(2n — 81} + (R —2)(@n-1 —au_3) + ...+ (a2 — a1},
(b —1) 4o + 101 — an) 2 |(n — 1){an —ap—1) -+ {2 — @)}

Z predpokladu a, 1 + 8503 = 2a, plyne ap1 —a, 2 ap —apy 1 Gppy — By = Gpof —
T o ei y Onpl —0n = az—ay . Odtud pz zieymeé dostaneme platnost dokazované nerovnosti,
Priklad 3.10: (NewYork 75)

Dokazte, ze pro dvé hibovolna mizna kladna ésla a, b plati nerovnost

b ':'I:I' — I[?:Il: a -} b
(odF <2 =
8(atb _ /ub) 2
seni:  Oznacfme A = =it | — yab . o=t fa—b)® _ [ot+h)—dab
Reseni: Oznacime A = a G = vab, pak TR - 474
142472 O .
TR Rt BE Lo L G < 5= < A,

Priklad 2.11: (Jugoslavie 75)
Dokazte, ze pro ti1 hbovolna cisla a, b, ¢ véta nez 1 plati nerovnost

i}[iugﬁa log_b | log, E.'\J ” 9

a+b b4+e  etald Tatbte
. (ZA) — [GA)
e " ’ | | [ i C { logy alog_ blog, c [ a;
I ade of loma | log O, 1/ Jogg nlog, blog.,
Reseni: Plati odhady _[: B et ) > by e Y T

18
(a8} b cl -+ cta) ©

Priklad 3.12: (Jugoslavie 1976)
Necht souéin trech éisel se rovna jedné a jejich soucet je vétsi nez soucet jejich prevracenych
hodnot. Dokazte, ke pak pravé jedno z téchto éisel je vétai nez jedna.

Refeni; Plati abe=1 a a+ b+ L'}é-l%i%. Potom a b-l-c}h‘—_':fc'_—“‘!'"ﬁg[
a+b+e—(betact+ab)tabe—1>0=a—-1+b{l—a)t+bcla—1)4¢c(l—a)>0=

[a—1l1—b+bec—c)={a—1)b-1){c—1)=0. Odtud pz plyne pozadované tvrzeni.
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4 Posloupnosti

Priklad 4.1 : {Jugoslavie 1976)

II'I! +q'-.ﬁ;: L i ] L r
Necht a, s ey Sectéte ) +as + ...+ am.

Ll - I 1 . |r|'—]:|,.-'r1—11\,-'r|+| —1 g1 g i

Reseni: Upravime a, iR et yhndet — v T Potom ay + a3 4
—1 1 —1 1 -1 1 ]

" a9 VI I W1 I W3 I‘ WE Faea v 10 Wi 10 *

Zakladnim pojmem phn vysetfovani chovani posloupnosti je nasledujici pojem limity.

Definice4.1: Rekneme, ze posloupnost (a,) je konvergentni, jestlize

dJacRVe>ldmpelYreN: n>mp= la,—al <E.
Rikime, e a je limita posloupnosti (a,) a piseme

hm e, =a,
m—+oo

Jesthie posloupnost (@) neni konvergentni, pak fikame, 7e je divergentni. Specialné,
jesthze ) B _ _ )
VEKeRdnyelVneM :n>npp=2a,>K (o, < K),

pak fekneme, Ze posloupnost (a,) diverguje k +o00 (—o0).

Priklad 4. 2: (USA 1974)
Vypoditejte

’ B R b e |
1m
ndoo DL 4 v 2n
BT T -} 1430 = 1P i3 34 [Tn—13{2n4-1) i i R
]?c.:iom.g E1]='.L. 2, = g = P e cae S gooy e Tudiz
. f-3-. - 2n—1} "
lim —p—=— = 0.

Priklad 4.3: (Fmsko 1980)

; ;s s | i 12
Mame pevné n € N, polozime ap= 3, ap = ag1 +—{ae1)°, k=1

_____ n. Dokagte, ze plati

l——=<a, <1.
m
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1y a
1 1 B0y mhoE—1] 1 Po .
——= = : I = . Poseéteni
ag-1 ok dk— | Ok me—dlmk-1+oloe—1 %) Atok—1
I 1 1 1 1 1 1 1 .
dostaneme d — =2 —t =i foert —— < n-- = 1. Odtud vypl¥va nerovnost
T
1 i 1 m

dy [ g nta
T e g g T L. . IS

a, < 1. Zaroven tak dostavime — Ty a opét po seften 2 — — = 4 — = &5

k-1 ok n+1 On an (=59 nTi

Regeni: Odhadneme rozdil

tudiz 1 -1 < a,.
n

Piiklad 4.4 : (Anghe 1980)
Necht a,41 = 2" — 3a,, n € B U {0}. Pro které hodnoty ap je tato posloupnost rostouci?

Reseni: Upravime @pe1 =2"—3a,=2"—3(2"' —3a, 1) =2"— . gm=t g qd om—T
f_f_3ym+l | nm+l - F S -
(=320 (3t = p o - IR (—3)tlag = CEES [—3}"“[—% + ap) . Odtud

1.+;
vyplyvi, e posloupnost a, je rostouci pouze pro ay - % ;

Priklad 4.5: (CSSR 1068)

. " (D P — 2 — T . P | . 'y o 2 =
Dokazte, e a, %&;—ﬂ je celé éislo pro kaide n € Z. Pro které hodnoty n je a,

délitelnd trerm?

(24437 m _ (2=3" e Vit -
W v 3 28 potom pro n £ & plati  a, o — 7,

tnst = (24v3)a—(2=v3)B, ansa = (2+/3Pa— (2378 = (T+4vB)a—(T—44/3)8
4((2+v3)a — (2—3)8) — (a — B) = 4a,y —a,.
Pro zbytky pn déleni ttemi plati 2,19| mod 3 = Gnit| mod 3 — 8n| mod 3.  Zaroven plati

Reseni: Pologime o =

1 = med3 = 1, a2 = 4| moan = 1, tedy 63 noa 3 = 82| mad 2 — 01| med 3 = 0. Podobng
dostaneme 4] med3 = 2, 02| mod 3 = 2 2 ag| mea 3 = 0, odtud vyplyva, ze a, je délitelne
tfemi pron = 3k, k€ M a protoze ag =0 a —a_,, = a,, tak a, je délitelné tfem obecné pro

n=23k ke i.
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Laver

Priklady pouiite v tomto textu se pz vyskytly v nékters narodni &1 mezindrodni matematicke
olymmadé, Vérim, #e budou dobrou pripravou nagim talentovanym matematikum. Néktera
feseni jsou ongindlni a nejsou pfejata z dostupné literatury. Prepi étenamm, aby se jim dafilo
nachazet jeste jednodussEl a elegantnajii reSent.

Pouzita literatura

Alois Kufner : Nerovnosti a odhady, Skola mladych matematika(39), Nakladatelstvi Mlada
Fronta, Praha 1975

Frantisek Veseli: O nerovnostech a nerovnicich, Skola mladvch matematika(48), Naklada-
telstvi Mlad4 Fronta, Praha 1982

Konjagin, Tonojan, Sarigin, a jini: Zarubéinye matematiceskie olimpiady, M. Nauka, Hlavn{
redakce fiz.-mat. hteratury, 1987

Kontakt na autora
RNDr. Petr Tormiczek CSe.
Zapadoteska umiverzita v Plam
tomiczek@lma. zsen.ca
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Zajimavé dvojice trojiihelnikn

Svetlana TOMICZKOVA

1 Pomocné pojmy

Véta 1 (Desarguesova o trojithelnicich) Jsou-li tropihelniby AABC o AKLM wmistény v
tede roving tak, fe primbky AK, BL, CM prochdzep tymz bodem S, potom se sobé odpovidagici
strany tropihelniku (AB, KL, BC, LM, CA, MK ) protinaj v bodech jedné primky.

Plo 1 e
: St == ™
— a4 I|

Obrazek 1: Véta Desarguesova
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Obrazek 2: Stredova kolineace
Stfedova kolineace.
1. Stredova kolineace zachovava meidenc,

2. Primky, které si odpovidaji ve stredové kolineaci, se protinaji na ose kolineace nebho
jsou & ni rovnobéineg,

3. Body, které s1 odpovidaji, lezi na primee prochazejici stfedem kolineace.
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Sdruzené pdly, polary. V kruima k(O r) je AB prumér a bod ¢} lezi na prodlouzeném
pruméru za bod B. Tefny vedené z bodu ) ke kruinica & se kruinice dotykaji v bodech T
a T". Oznatme P pruseéik primek g = TT' a AB. Body P a ) nazyvame sdruzenymi poly,
piimkn p 1| AB jdouci bodem ) polarou bodu P a piimkn g polaron bodu @ vzhledem ke
kruzniei k.

Obrazek 3: Sdruzené poly

2 Zakladni pojmy

Vymezeni pojmi: Pracujeme v dvojrozmérném prostoru | Es). Zvolime jednotkovou kruznict
k= (0,r=1). Vzmknou ti1 disjunktni mnoZiny:

e K je mnoZina viech bodu kruznice k,
e K’ je mnoiina viech bodi vmitini oblasti kruznice k,
s K" je mnozZina viech bodu vnéjéi oblasti kruznice k.

Definujeme bindrni relaci P:
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Obrazek 4: Relace P

Relace 7. Dvojice navzajem riznych trojihelnika AABC a AAyBCy je prvkem relace
P podle palu P, kdyz o jejich vrcholech plati souéasné:

1. {A,B.CYyc Ka{A,B,Ci}C K
2. pfimky AAy, BBy, CC) prochizeji tymz bodem P £ K.
Vlastnosti relace P

1. Relace P je symetricka

8]

. Je zobrazenim v mnoZmé M viech trojiuhelnika XY Z, kde {X. Y, Z} C K

3. Toto zobrazeni je stredova kolineace se stfedem F.
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Véta 2 Je-li dvojice tropihelnikia AABC o AAByCYy v relact P podle P, pak bod P je

stredem kolineace a osou kolineace je poldra bodu P whledem ke spoleéne kruinici témto
trojuhelnikim opsane,

T

Obrazek & Véta 2

Definujeme bindrni relac Q:

Relace Q. Dvojice navzajem mznych trojihelniku AABC a AAaBa(h je prvkem relace
Q podle polu @, kdyz o jejich vrcholech plati souéasné:
1. {4, B.C} C K A {As, Ba, (3} C K, pficemz mnoziny {4, B,C} a {As, Ba, Ca} maji

nejvvse dva spoleéneé prvky.
2. pfimky AAa, BBy, C'Ch prochaze)i tymz bodem Q) € K",
Véta 3 Jeli dvojice trojithelnikid AABC a AAaBaCh v relaci @ podle (), pak bod () je

stiedemn kolineace a osou kolineace je polara bodu () whledem ke spoleéné krufnici témto
frofihelnibim opsané.
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Obrazek 6: Helace Q

Véta 4 Je-li dan jeden z dvojice tropihelnika (AABC)P(AA BiC)) nebo (AABC)Q{AA2BaCa),
potom drihy tropthelnik je uréen pravé dvéma nawdjem nezdvislymi proky, pridems pdly P
a &) maj’ hodnotu dvou takowvijch prukid.

Véta b Mali AABC wvnitimi whly danych velikosti o, 5, v o mnofina tropuhelnika, kiere
jsou s mim v relaci P, wmatind dhel L A1C By dané velikosti o', potom mnofinou viech polu
P je oblouk kruinice men body A a B takouvy, Ze obvodovy whel prislusny k tomuto oblouku
(£LAPB = ) ma velikost

1. p=a+~, je-li v+~ < 180° a oblouk AB [e#i v polorovinég ABC,
2. =360 — (v + '), je-li v+~ > 1807 a oblouk AB leii v poloroviné opaéné k ABC.

Véta 6 Ma-li AABC wnitint whly danych velikosti o, 8, o mnofina trojuhelnika, kiere
jsou s nim v relaci Q, vnitrma dhel £ A3Cy By dané velikosti ', potom mnofinou viech polu
(} je oblouk krufnice mezi body A a B takovy, Ze obvodovy whel prislusny k tomuto oblouku
(£LAQB = =) md velikost € = |y — 9|, pfifemz oblouk LAQRB leii
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Obrazek 7:

1. v poloroviné ABC, kdy v—+' = 0,
2. left v poloroving opaéné k ABC kdyi v— ' < 0.

Véta 7 Necht dvejice trojihelniki (AABC)P(A A BiCy) maji vnitini sihly velikosti po vadé
o, 3,7 aa', 8+, potom Eruhové oblouky BPC, APC o APB wréujicd polohu polu vzhledem
k velikostem whld o+ o', 8+ 5", v+, maji vedle vrcholu AABC pravé jeden dalsi spoleény
bod, totif pol P.

Véta 8 Necht dvojice tropihelnili ( AABC)Q(A A BaCy) maji vnitind ihly velikosti po fadé
a, 8.y aa, §,, potom bruhove oblouky BOQC, AQC a AQB wuréujici polohu polu vzhledem
k velikostem whiu | — o'|, |8 — 3|, |7 — '], maji vedle vwcholu AABC pravé jeden dalsi
spoleény bod, toliz pol ().
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3

Véta O Méme dvogice troguhelnidka (AABC PIAAIB1Cy) a (AABC)Q( A A3 BaCa) takove,
e ant pol P ani pol ) neleii na nékiere strané AABC nebo na jepim prodlouiens, potom o
wrddlenostech vreholi wvaZovangeh trofithelnika plati:

AB; BC; CA
CB, AC, BA,

AB; BC; C4y
CB; AC: BAs

=1

Zavér
Véty a definice v tomto textu jsou prevzaty z textu Arnosta Niederleho: Zajimave dvojice
tropahelnikn, Rozbor, diskuze a dikazy zaznély behem spolecnych prednasek a byly namétem

pro samostudium této velice zajimave knizky. Béhem prednasek byly teseny priklady, kde
bvlo moiné nové ziskané poznatky vyuzit.
1 ]

Pouzita literatura

Amoét Niederle: Zajimavé dvojice trojihelniki, Skola mladyeh matematika (47), Naklada-
telstvi Mlada Fronta, Praha 1980

Kontakt na autora
RNDr. Svaetlana Tomiczkova, Ph.ID,
Zapadoceska univerzita v Plam
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FYZIKALNI KEMP

ASTRONOMICKE A RAKETOVE EXPERIMENTY
Marek CESAL

1 Uvod

Béhem tétocasti kempu si studenti mohly sami vyzkouSetné experimenty Zasti
pokusi s astronomickou tématikou. Otestovat si tak mobdipaleni lihové rakety nebo
vytvoreni vlastni sopky.

2 Popisy pokus

Jednotlivé pokusy maji jasny chemikalni nebo fylrikaaklad, ale astronomickymi je
¢ini pak spojeni se stejnymi jevy ve vesmiru. Prgtozakladem vSechéthto pokus i
astronomické porovnani se skiriesti.

2.1 Simulace sopky

Nejenom na Zemi, ale i na jinyclldsech slun@&ni soustavy nalezneme sdépeu
¢innost, nap. na Jupiterovo gsici 10. Simulace lavy vytékajici z jicnu se dawoyjtt pomoci
malé lahviky a modelu sopky z plasteliny {tte se pouZzit i shdra a nebo dokoncecejma
zem). Do lahwiky se nasype jedla soda. Pak se vigkwiod PET lahve rozmicha ocet
scervenym potravingkym barvivem a nalije se do labiky. Fxi reakci sngsi s jedlou sodou
se vytvdi cervena pna, ktera zéne vytékat a fjpomina tekouci lavu z jicnu sopky.

2.2 Seeing

Seeing znamena kvalitu teleskopického obraztzdw viivem nestélosti zemské
atmosféry. Laicky se tak také nazyva neklid atmmysfda jeho simulaci pé¢ébujeme meotar,
pies ktery poloZzime karton ve kterém bude jeden mo@&gr simulujici hézdu. Ideéalni fipad
bez atmosféry je, kdyZ v cégpaprsku nic negkazi, tzn. obraz nacsk je klidny, nechyje
se. Na pedvedeni atmosféry pouzijeme skigni s vodou, kterou postavime na otvor. Obraz
na zdi se nam mienrozosti. Pokud jed&t pomoci Spejle vodu promichame, dostaneme
rozklepany obraz zdy, ktery simuluje prchod obrazu f&s neklidnou atmosféru. V dnesni
dokz se jiz tento problém odstraje pomoci adaptivni optiky a nebo vyvezenim daiddau
nad atmosféru (nadpHST).
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2.4 Lihova raketa

V modelu rakety, zasseném na provaze se vyitivBhové pary, které se zapali wka,
ve kteréem je 0,5cm otvor. Zapalené lihové pary pakani model rakety kigdu jako u
klasické rakety. R odpalovani je pdeba dbat na bez{most.

2.4 Mapovani povrchu Venuse

Povrch VenuSe se diky velmi husté atmimsf@lanety, neprostupné pro optické
pozorovani, neiize stat cilem pozemskych dalekoliiedapovani jejiho povrchu proto
pievzaly sondy, podminky panujici na povrchu plametjsou vhodné ani pro sondy je zde
priliS vysoky tlak a teplota. iesto se to ¢kterym podélo (Venéra 7) a na &kolik minut
snimkovaly povrch planety. Jako lepSi varianta ls&zalo radarové snimkovani povrchu a
jeho nasledna gitatcova modelace. S moduritu si vytime model povrchu Venuse, ktery
budeme snimkovat. Radarovy svazek papredsimulujeme svazkem 300 Spejli. Pokud Spejle
nasadime na vyt¥eny model, objevi se na druhém konci svazku tvananého povrchu.

3 Zawér

Pokusy se daji pouzit ve Skolachii wyuce astronomie, ale i v astronomickych
krouZcich pro fblizeni jednotlivych Ukak Jejich pouziti i prednésce 1ize dany problém
vice giblizit. V dnesSni moderni d@&bneni problém nalézt na internetu dalSi navody na
zajimavé pokusy a sta pak je jen pevést do astronomie sparovanim s vhodnym
astronomickym ukazem.

4 Pouzita literatura

MEISER T., Jednoduché experimenty demonstrujicy @wrocesy ve vesmiru, bakisia
prace, 2008

MEISER T., Demonstrace astrofyzikalnich pracagevi a jejich pouziti pro zaky zakladnich
Skol, diplomova prace, 2010

KERROD, Robin, SPARRROW, Giles. Jak funguje Vesmavel Rihoda, Universum, 2005.
160 s. ISBN 80-242-1373-7.

MIKULASEK, Zdengk, MIS, Leon, RUMLER, Josef. Navod na pouziti vesmfonline].
2004 [cit. 2008-02-02].

Dostupné na internetschttp://navod.hvezdarna.cz/navod/konvekce.htm>.
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POKUSY S ASTRONOMICKOU ZAPLETKOU
Marek CESAL

1 Uvod

Astronomické pokusy slouzi k jednoduché demonsti&zho tak nekonmeho jako je
vesmir. Pomoci jednoduchych a nerasech experimerit, Ize nasimulovat spoustu UKaz
probihajicich ve vesmiru.

VétSina poniicek je snadno dostupna a proto nejsou pokudynnomezeny a &tSinu
jich maze gipravit kazdy i v domacich podminkach.

2 Popisy pokusi

Jednotlivé pokusy maji jasny chemikalni nebo fylrikaaklad, ale astronomickymi je
¢ini pak spojeni se stejnymi jevy ve vesmiru. Prigozdkladem vSechéthto pokus i
astronomické porovnani se skiriesti.

2.1 Simulace sopky

Nejenom na Zemi, ale i na jinyclldsech slun@&ni soustavy nalezneme s@épeu
¢innost, nap. na Jupiterovo #sici 10. Simulace lavy vytékajici z jicnu se dawojtt pomoci
malé lahviky a modelu sopky z plasteliny @irte se pouzit i sadra a nebo dokoncecejma
zem). Do lahwky se nasype jedla soda. Pak se w&kwiod PET lahve rozmicha ocet
scervenym potravingkym barvivem a nalije se do labky. Fxi reakci sngsi s jedlou sodou
se vytvdi cervend pna, ktera zéne vytékat a fpominé tekouci lavu z jicnu sopky.

2.2 Seeing

Seeing znamena kvalitu teleskopického obrazezdy vlivem nestalosti zemské
atmosféry. Laicky se tak také nazyva neklid atmmysfda jeho simulaci pé¢bujeme meotar,
pies ktery poloZzime karton ve kterém bude jeden o&dgr simulujici hézdu. Ideéalni gipad
bez atmosféry je, kdyz v cégpaprsku nic ndgkazi, tzn. obraz naésg je klidny, nechyje
se. Na pedvedeni atmosféry pouzijeme skigni s vodou, kterou postavime na otvor. Obraz
na zdi se nam mitnrozosti. Pokud je&t pomoci Spejle vodu promichame, dostaneme
rozklepany obraz Rszdy, ktery simuluje prchod obrazu f&s neklidnou atmosféru. V dnesni
dohke se jiz tento problém odstraje pomoci adaptivni optiky a nebo vyvezenim daiddau
nad atmosféru (ndpHST).

2.3 Simulace granulace Slunce

Pokud pozorujeme za dobrych podminek dalekohle@®umce, nizeme spdit
jemnou & tmavsSich a sitlejSich skvrnek po celém jeho povrchu — granul&anulace je
projevem proudhi slun€niho plazmatu v konvektivni vrsty JasijSi skvrnky gedstavuji
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vrcholky vzestupnych prouig které do fotosféryifmaseji teplejSi material z podpovrchovych
vrstev. Poté co se material diky intenzivnimu wggani ochladi, projevi se nam ve fotdsfé
jako tmavsi skvrnka a klesa &ppod povrch. Pozor nez&fovat se slunaimi skvrnami.
Roznery téchto Utvad jsouiddow 1000 — 2000 km. Slugei granulaci si mZzeme vyrobit
pomoci jedlého oleje aiibienky. V kadince nebo konvici rozmichame olej séinkou a
uvedeme do varu. Na hladipak pozorujeme vzestupné proudy, které nam siislupeni
granulaci. Vznikajici biky se jmenuji podle H. Bénarda, ktery je v roce QL9ibprve
pozoroval, podle & byly pozdji také pojmenovany Bénardovymi fikkami.

2.4 Mapovani povrchu Venuse

Povrch VenuSe se diky velmi husté atmimsf@lanety, neprostupné pro optické
pozorovani, neiize stat cilem pozemskych dalekoliiedapovani jejiho povrchu proto
pievzaly sondy, podminky panujici na povrchu plametjsou vhodné ani pro sondy je zde
prilis vysoky tlak a teplota. iesto se to &kterym podélo (Venéra 7) a na &kolik minut
snimkovaly povrch planety. Jako lepSi varianta ls&zalo radarové snimkovani povrchu a
jeho nasledna gitatcova modelace. S moduritu si vytime model povrchu Venuse, ktery
budeme snimkovat. Radarovy svazek papredsimulujeme svazkem 300 Spejli. Pokud Spejle
nasadime na vyt¥eny model, objevi se na druhém konci svazku tvamaného povrchu.

3 Zawér

Pokusy se daji pouzit ve Skolachii wyuce astronomie, ale i v astronomickych
krouZcich pro fblizeni jednotlivych Ukak Jejich pouziti i prednésSce 1ize dany problém
vice giblizit. V dnesSni moderni d@&bneni problém nalézt na internetu dalSi navody na
zajimavé pokusy a st pak je jen pevést do astronomie sparovanim s vhodnym
astronomickym ukazem.

4 Pouzita literatura

MEISER T., Jednoduché experimenty demonstrujicy @wrocesy ve vesmiru, bakisia
prace, 2008

MEISER T., Demonstrace astrofyzikalnich pracagevi a jejich pouziti pro zaky zakladnich
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NOCNI OBLOHA
Lumir HONZIK

1 Uvod

Hvézdna néni obloha pedstavuje firodni a kulturni bohatstvi, které by seilm
zachovat i pro Psti generace. BohuZel v s@snosti existuje stale vice fatajici problém,
ktery se tyka sstelného zné&steni. To kazi veSkera astronomicka pozorovanoleem nebo
pomoci dalekohlel Swtelné znéisteni znehodnocuje praci astrondmale méa negativni
dopad i mimo astronomii.

2.1 Pozorovani h¥zdné oblohy

Na denni obloze je zpravidla pozorovatelné pouaenc®, obas i Mesic. Ostatni
objekty se mohou pozorovat az pdgité dok& po zapadu Slunce.
Jakmile Slunce zapadne, nastava soumrakéatgo se jedna o soumrakdamsky (Slunce je
do 6° pod obzorem). Pasm prichdzi soumrak nauticky, ktery byliléZity pro orientaci na
Sirém mdi (Slunce je od 6° do 12° pod obzorem). Jakmild@gtane Slunce pod obzorem od
12° do 18°, nastava soumrak astronomicky, kdy ezjésrjSi objekty pozorovat. Pak jiz
prichazi astronomicka noc (nenastava u nas v obdobba odervna dacervence), kdy jsou
podminky pro pozorovani nejvhogjsi.

2.2 Pozorovatelné objekty

Z oblasti blizkého vesmiru je mozné pozorovat: &uivEsic, planety a jejich #sice,
meziplanetarni hmotu: asteroidy, komety, drobnéclpraé castice (meteory, bolidy).
Samozejmé miZzeme pozorovat i Ukazy jako jsdeba konjunkce planet.
Z oblasti vzdaleného vesmiru Ize sledovdizné hw¥zdy, vicenasobné Kgdné systémy
(dvojhwezdy - fyzické, barevné, prainné h¥zdy), kulové a oteené h¥zdokupy, galaxie
(razné typy), mlihoviny (emisni, reflexni, temné), @&arni mihoviny, poistatky po vybuchu
supernov a dalsi.
V nekterych gipadech je mozné na &d obloze pozorovat i halové jevy jako jelha halo
kolem Mesice, polarni z&, zbarveni Nisice a Slunce a celgadu dalSich jew.
Z unklych les lze i pouhym okem pozorovatieiety druzic éznych tym (nag. Iridium),
pielety Mezinarodni kosmické stanice IS&lpty letadel a vrtulnik

2.3 Hwzdna obloha a problém orientace

Souhwzdi — vyrazné skupiny Red. Vyrazné hyzdy maji své nazvy a lze je
pospojovat spojnicemi. Souérdi maji své hranice, majiiznou ploSnou velikost aizné
zastoupeni jasnych i slabychéad a objeki. Do souh¥zdi Ize pomysl& zobrazit i uéity
obrazec (osoba, 2¢€, wc apod.), ktery usnadje zapamatovani.
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Souhvzdi — sodasnost - Definitivni podoba a stasné hranice soubxdi pochazi z r. 1925

Mezinarodni astronomicka unie. Existuje celkem &8hsézdi s gesré definovanymi nazvy,
hranicemi a objekty na ploSe 41 288eresnich stupiu.

3

Nazev souhdzdi
latinsky nazev zkratka genitiv reklad
Bootes Boo Bootis Pasty(cesky), Pastier (slov.)

Souhwzdi - dEleni
Souhwzdi Ize @lit podle riznych kritérii. Nasledujici ukazkykEni jsou pouze orientai.
Souhwzdi: - severni a jizni
- cirkumpolarni, zappdialu nas), nevychazejici (u nas)
- jarni, letni, podzihazimni (u nas viditelna)
Skupiny souhwzdi:
- Severni cirkumpolarni souézdi (v nasi zegpisné Sice nezapadajici)
- Jarni souhszdi (v nasi zerpisné Sice viditelna severni i jizni)
- Letni souhwzdi (v naSi zewpisné Sice viditelna severni i jizni)
- Podzimni souhszdi (v naSi zerpisné Sice viditelné severni i jizni)
- Zimni souh¥zdi (v nasi zegpisné Sice viditelna severni i jizni)
- Jizni souhvzdi (v naSi zewpisné Sice nevychazejici)

Pozn.: viditelnost soukkzdi je zavisla:
- ha zetpisnych sotadnicich pozorovaciho stanowist
- na obdobi pozorovani
- hdase pozorovani

Zvitetnikova souhszdi

Zvitetnikovacili zodiakalni souhwzdi jsou souhézdi, kterymi prochazi ekliptika. Tato sou-
hvézdi ngjakou svowasti zasahuji do zidtniku coz je jakysi pomysiny pas znameni ded
ny na 12 stejnychasti o ekliptikalni §te 30°.

Souhvzdi zviretniku je protoieba odliSovat od znameni gefiniku. Rivodn se souhdzdi se
znamenimi viceménkryla (Slunce jimi putovalo ve stejnou dobu), &levem precese se
znané¢ vzdalila. Do znameni zkdtniku také z vice ménneznamych @vodi nepati
Hadonos, ktery ve zkdtniku esto lezi (podle jedné teorie to souvisi s hiskyrigozdjSim
odcklenim souh¥zdi Vah od souhszdi Stira). V sotasné dob existuje 12 zuetnikovych
znameni, avSak 13 soulndi zvietniku.

PrestoZze se pouziva nazev iethikova souhdzdi, neplati, Ze soubizdi, ¢i znameni nesou
jen nazvy zwat. Existuji i souh#zdi a znameni, kterd nazev iatinenesou (8lec, Panna
nebo Vahy).
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Vyrazné skupiny hézd
Existuji vyraznd seskupeni érd, které nejsou samostatnym sot#dim: nap.: Velky viz,
Orionav pas, letni trojuhelnik. &mto skupinam séka asterizmy.

Souhwzdi — fiktivni obrazec
Souh¥zdi je plosny fiktivni obrazec na obloze, kterypfomenny v delSiméase. Tim, Ze se
hvézdy pohybuji, ini se jednat tvar obrazce, ale i jasnosti jedngathivhvzd.

Zdanlivy pohyb hézd po obloze

Souhv¥zdi maji podobny denni pohyb jako Slunce, tedy ¥chodu k zapadu. ®ktera vy-
chazi a zapadaji, jind jsou nezapadajici (cirkudmpd). Z naseho Uzemi sedadna obloha
zdanliw ot&i okolo severniho stového polu (SSP). Pobliz se nachazi jasnizde Alfa
Polaris (Polarka, Severka). Ta je &asti Malého vozu v soubzdi Malého medéda. VySka
Polarka je zavisla na zeépisné Sice (pro Plz# se nachazi asi 49,5° nad severnim obzorem
(pro idedlni horizont).

Podle vyraznych skupin Bzd nap. Velky viz (¢ast souhvzdi Velké medudice) je mozné

se na néni hwzdné obloze orientovat. Navic Ize ze znalosti pdiatzd orienténé urcovat
Uhlovou vzdalenost.

2.4 Skupiny souh¥zdi

2.4.1 Cirkumpolarni souhwzdi

Cirkumpolarni souhszdi (téZ souhtzdi obt@nikova) jsou souhdzdi, ktera na uité
zemepisné Sice nezapadaji. Jejich viditelnost zavisi na @ené Sice. ProCR se jedna
priblizné o vSechna souldzdi i jejich ¢asti), ktera se nachazi ve vzdalenosti asi 50°3#8. S
Duvodem je, Ze SSP je zhruba ve vySce 50° nad ideéfmirizontem. Samaejme reliéf
skute&ného horizontu (ndp v horské oblasti) také ovlivni viditelnost sodhgi, hwzd
a objekfi na obloze.
Pokud by se pozorovatel nachazel na severnim patlednim horizontem, pak vSechna
souh¥zdi a jejich h¥zdy na severni obloze budou préj léhem dlouhé polarni noci
cirkumpolarni. Naopak pozorovatel na rovniku budé& wsechna soulzdi a hwzdy
vychazejici a zapadajici. Proto v oblasti rovnilkeize pozorovat zadna cirkumpolarni
souhwzdi.

Zakladni orientace

Pro z&kladni orientaci na édné obloze slouzi skupinadnd ozn&ovana jako Velky iz.
Nejedna se o soubxdi, ale o skupinu vyraznych érd souh¥zdi Velké Med¥dice (UMa).
Tyto hwzdy jsou dosti jasné na to, aby mohly byt Bpay i za meéa priznivych
pozorovacich podminek.

Prodlouzené spojnice mezicitymi hvézdami pomahaji ip zakladni orientaci, nelfcsmetuji
bud’ do ukitych souh¥zdi, ¢i k jinym vyraznym h¥zdam na obloze.
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Napr. 5x prodlouzena vzdalenost tzv. zadnich kol Vetkérozu dovede pozorovatele
k hvézck a Polaris (Polarce, Severce), coz je neggdrhwzda Malého vozu. Ten je stasti
souh¥zdi Malého medsda (UMi). Polarka se nachazi ¥shé blizkosti SSP (severniho
swtového polu) okolo kterého se zdasliet&i cela obloha. Do této oblasti obr&zmiri
severni konec zemské osy.

Vyska Polarky nad idealnim obzorem se&nimv zavislosti na ze#pisné Sice. V nasi
republice se hodnota pohybuje kolem 50° (pro P& 49,5°). Pokud se pozorovatel bude
presouvat na sever, bude i vySka Polarky nestoupfaatima dosahnerpsré nad severnim
polem (90°). Naopak pokud pozorovatel se bu#esquvat k jihu, bude postuprklesat

i vySka Polarky. V oblasti rovniku bude Polérkart nad obzorem.

Velky vaz lze také pouzit profplizné ucovani uhlovych vzdalenosti nadm obloze. A
vhodném néacviku Ize dosahnout pong piresnych vysledk

Zdanlivym ot&enim oblohy je mozné pozorovat posun saéabi. V CR se souhdzdi
posouvaji sfrem od vychoduis jih k zapadu.

2.4.2 Jarni souh¥zdi

Jarni souh¥zdi jsou souhdzdi, kterd v nasSi ze¥pisné Sice v phabehu roku vychazeji a
zapadaji. Nejsou proto viditeln&hem celého roku. Na rozdil od zimnich nebo letnich
oblohy, je jarni obloha chudSi na vyrazn&zdy. Optimalni viditelnost jarnich sourdi,
ktera budou postugrkulminovat nad jiznim obzorem, nastava ne jee ve€ernich hodinach.
Smérem doprava od jarnich souwadi se nachazi soukrdi zimni, ktera budou v fibéhu
jarni noci postuph klesat k zapadnimu obzoru a zapadaté®m doleva nad vychodnim
obzorem budou soubxdi letni, ktera vSak budou vychazet az gfiadnoci.
Do oblasti jarnich soulk¥di u nas viditelnych nezasahuje ¥é draha, protoZze se nachazi
pod obzorem.

Zakladni orientace

Pro zakladni orientaci na jarni ¢ndné obloze slouzi skupinadad ozn&ovana jako Jarni
trojuhelnik. Podob# jako u Velkého vozu ani v tomtaripad se nejedna o souézdi, ale

o asterismus, tedy skupinkii tvyraznych hézd, z nichz se ale kazda nachazi v jiném
souhwzdi.
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Jarni trojuhelnik tvia: Hvézda Regulus v soukizdi Lva

Hwzda Spika v sout#zdi Panny

Hvézda Arktur v souhdzdi Pastie
Uvedena trojice hizd je dostaténé vyrazna na to, aby mohla byt sfgata i za méh
piiznivych pozorovacich podminek. Zdanlivym @aim oblohy je moZzné na Uzer6R
pozorovat posun jarnich soufadi od vychodu, fes jih az k zapadu.

2.4.3 Letni souh¥zdi

Letni souh¥zdi jsou souh&zdi, ktera v nasSi zefpisné Sice v piibéhu roku vychazeji a
zapadaji. Nejsou proto viditeInéhem celého roku. Na rozdil od jarni nebo podzinidloy,
je letni obloha bohatSi na vyraznééhdy. Optimalni viditelnost letnich sourdi, ktera
budou postuph kulminovat nad jiznim obzorem, nastava \¢lée veernich hodinach.
Smérem na zapad (dopravaippohledu ¢elem k jihu) od letnich soubzdi se nachazi
souhwzdi jarni, ktera budou v pioéhu vetera postup& klesat k zapadnimu obzoru a zapadat.
Smérem na vychod (dolevatippohleducelem k jihu) se nachazi souadi podzimni, ktera
vSak budou postugrvychazet, az pozgl v noci.
Do oblasti letnich soukedi zasahuje vyraznMiécna draha, ktera je v letnim obdobi #imb
viditelna.

Zakladni orientace
Pro z&kladni orientaci na letni dndné obloze slouzi skupinadad ozn&ovana jako Letni
trojuhelnik. Podob¥jako u Jarniho trojuhelniku ani v tomtéigmdt se nejedna o souérdi,
ale o asterismus, skupinkti ¥yraznych h¥zd, z nichz se kazda nachazi v jiném s@abi,
Jarni trojuhelnik tvia: Hvézda Deneb v soulizdi Labut

Hwzda Vega v soulézdi Lyry

Hvézda Altair v souhdzdi Orla
Podobr jako v gipadt Jarniho trojuhelniku, je i u Letniho trojuhelnikmedena trojice
hvézd dostatén¢ vyrazna na to, aby mohla byt sigata i za méh priznivych pozorovacich
podminek. Zdanlivym ot&nim oblohy je moZné na Gze@R pozorovat posun letnich
souhwzdi od vychodu, fes jih az k zapadu.

2.4.4 Podzimni souh¥zdi

Podzimni souhdzdi jsou souhdzdi, ktera v naSi ze¥pisné Sice v pibéhu roku
vychazeji a zapadaji. Nejsou proto viditeliédm celého roku. Na rozdil od letni nebo zimni
oblohy, je podzimni obloha chuda na vyrazn&zy. Optimalni viditelnost podzimnich
souhwzdi, které postugnkulminuji nad jiznim obzorem, nastava na podzimvegernich
hodinach. Srrem na zapad (dopravai pohleducelem k jihu) od podzimnich souéedi se
nachazi letni soulkedi, kterd v pibéhu veera postup® klesaji k zapadnimu obzoru a
zapadaji. Skrem na vychod (dolevatippohleducelem k jihu) se nachazi souadi zimni,
kterd v
prabéhu noci postupfivychazi.
Nad oblast podzimnich souwrdi jenc¢ast&né zasahuje Mléna draha.
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Zakladni orientace

Pro zakladni orientaci na podzimniéadné obloze slouzi skupina dad vzdaled svym
tvarem gipominajici Velky wiz. Podobg jako u gredchozich fipadi, ani v tomto pipact se
nejednd o samostatné sodmdi, ale o asterismus. Sedm vyrggich hwzd podzimniho
obrazce se nachazi ve dvou saifdich. Vychazi se z tzv. Pegasateerce, ktery tvai Ctyfi
hvézdy: B Peg,a Peg,y Peg a hvzda Sirah z Andromedy. Od &érdy Sirah na & pak
navazuji h¥zdy tvaici ,,0j: d And, Mirach a Alamak.

Sedm h¥zd je dostawn¢ vyraznych i za meén piiznivych pozorovacich podminek.
Zdanlivym ot&enim oblohy je mozné na Gze@R pozorovat posun podzimnich sothai
od vychodu, es jih az k zapadu.

2.4.5 Zimni souh¥zdi

Zimni souh¥zdi jsou souhdzdi, ktera v naSi ze¥pisné Sice v pfibchu roku vychazeji
a zapadaji. Nejsou proto viditeln&hem celého roku. Na rozdil od jarni nebo podzimni
oblohy, je zimni obloha vyrazna jak na jasnézdy, tak i souh#zdi. Optimalni viditelnost
zimnich souhw¥zdi, které postugnkulminuji nad jiznim obzorem, nastava v zimnim albid
ve ve&ernich hodinach. Sérem na zapad (dopravdi pohleducelem k jihu) od zimnich
souh¥zdi se nachazi soutmdi podzimni, ktera v jpbéhu veera postup& klesaji k
zapadnimu obzoru a zapadaji. em na vychod (dolevaiippohleducelem k jihu) se
nachazi souhézdi jarni, ktera v gibé¢hu noci postupfivychazi.
Prescast oblasti zimnich soubxdi prochazi Mléna draha.

Zakladni orientace

Pro zakladni orientaci na zimni dndné obloze slouzi skupina vyraznychéio vzdaleg
svym tvarem fipominajici pismeno G,ijpadré nepravidelny mnohostran. Rasinv tomto
piipact se nejednd o samostatné sauiN, ale o asterismus. Osm vyraznychézd/
podzimniho obrazce se nachazi celkem v Sesti vycazsouh¥zdich. Obrazec tid hvézdy:

o Aur (Capella),a Gem (Castor)p Gem (Pollux),a CMi (Procyon),a CMa (Sirius),8 Ori
(Rigel),a Tau (Aldebaran) a Ori (Betelgeuse).

VSech osm hézd je dostaténé vyraznych i za meénpriznivych pozorovacich podminek.
Zdanlivym ot&enim oblohy je moZné na UzedR pozorovat posun zimnich sowadi od
vychodu, pes jih az k zapadu.

2.4.6 Jizni nepozorovatelna soutézdi

Jizni nepozorovatelna souwadi jsou souhdzdi, kterd se v naSi zepisné Sice v
prabéhu roku wibec nedostanou nad obzor. Nejsou pr@éteen celého roku viditelna a proto
nelze pozorovat jejich vychody, kulminace ani zapadzhledem k tomu, Ze na UzediR
neni mozné tuto oblast oblohy pozorovat, je nutréjg@ji sledovani vycestovat $nem na
jih.
Presc¢ast oblasti jiZznich nepozorovatelnych sotgdi prochazi Mléna draha.
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Zakladni orientace

Zakladni orientace na jizni Bxdné obloze je vice problematicka, nez na oblozereé
Duvodem je to, Ze v okoli JSP (jiznihoegwého polu) jsouievazre hvézdy nevyrazné. Pro
orientaci na jizni htzdné obloze slouZi skupina vyr&g@ich hwzd souh¥zdi Jizniho kiZe.
Svym tvarem vzdalenpiipomina na obloze obrazec menSikidé. DelSi stranarkie sngiuje
do mist, kde se nachazi JSP. Na kratSi ramen@ugmi dvojice nejjasgjSich hwzd ze
souh¥zdi Kentaura (Cen). Jedna se a2y a Cen (Toliman) g3 Cen (Agena). DalSim
voditkem pro orientaci fize byt asterismus skladajici se z trojice jasnyaizdh nachazejici
se v fiznych souh¥zdich. Ona trojice tvd mirn¢ zalomenou fimku a jedna se o Bzdy: a
PsA (Fomalhaut)a Eri (Achernar) ao Car (Canopus). Uvedené dndy jsou dostata¢
vyrazné i za ménpriznivych pozorovacich podminek.

3 Zavér

Orientace na hszdné obloze neni zcela jednoduchou zéleZitostio Jakodnou
pomicku, @i ni maizeme vyuZit nap ot&ivou mapu oblohy, ktera zajidje zjednodusSené
zobrazeni. Je mozné vyuZzit takéktery z mnoha p@tacovych progranm (nag. Stellarium),
piipadré raizné astronomické aplikace na mobileghtabletech. V kazdémifpact orientace
na obloze i poznavani vesmiru nas dusesbohacuje a umakije i trochu jiny pohled na sv
kolem nas.
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STELLARIUM - PRAKTIKUM
Lumir HONZIK

1 Uvod

V astronomii se kromh odborné literatury a pozorovaci techniky pouziada dalSich
pomicek. Pro pedpovdi nekterych Ukaa se vyuzivA nap Hwezdaska r@enka. Pro
simulaci denni i néni hwzdné oblohy Ize pouZzit simuiai program Stellarium.

2 Program Stellarium

Pctitatovy program Stellarium fpdstavuje velmi realistické planetarium, ve kterém
muzeme nasimulovat jak denni, tak i¢nd hwzdnou oblohu. Vyhodou programu je, Ze lze
simulaci do jisté miry proveést jak v realné&mse, dale simem do minuléha@asu i docasu
budouciho. Lze volit i zegpisnou polohu mista kdekoliv na z&ouli. Program neni
omezen jen obrazovkou, ale Ize ho promitatindptaprojektorem,ips tzv. rybi oko apod.
Dnes jiz existuje &kolik verzi tohoto programu, ktery se stéale zdokojea

2.1 Popis programu

Program ve vSech verzich obsahuje tisic&ztz katalogu druzice Hipparcos. Krdm
hvézd dokaze zobrazit celdiadu objeki nachazejicich se ve Sluimé soustay. Zobrazuje
Slunce, Msic, planety Slurii soustavy, jejich &Si mesice, kkteré komety, planetky a let
meteofl. Ze vzdaleného vesmiru dokaze velmi idokobrazit Mlénou drahu a jednotlivé
deep-sky objekty jako jsou ot@né a kulové hszdokupy, fizné typy galaxii a mlhovin. Ty
Ize podobg jako objekty blizkého vesmiru kiplizit. Pro tizné astronomické, matematické
a orient&ni Ulohy a dely dokaze zobrazit gtoveé strany, sitovy rovnik, ekliptiku, vySkovou
stupnici, sf obzornikovych saiadnic a gf druhych rovnikovych sdadnic.
Program je dan s volitelnym realistickym zobrazenim krajineté lze i ziskat vlastni
tvorbou, nebo z internetu. Lze vypinat i zapinajiku, atmosféru, mlhufpobzoru, intenzitu
swtelného zn&isteni, intenzitu MI€né drahy, scintilaci hizd a celouradu dalSich efelt
V programu lze dokonce nahravat ielravat vliastni vyti@né skripty. Zarowvelze navolit
razné typy celkového zobrazeni.
Ovladani je porrné jednoduché pomoci klavesnice nebo mysi. PrograrpigéoZzen do
nékolika jazyki veetrg cestiny.

2.2 MoznostifeSeni rkterych uloh ve Stellariu

Pomoci programu Stellarium |zZeSit fadu astronomickych dloh a simuladiznych
situaci. Krond zakladnich ukol slouzicich pro orientaci jako jsou nazvyhd, souh¥zdi,
spojnice h¥zd, hranice soul¥zdi a figuralni zobrazeni soutrdi mizemeresitiadu uloh.
Nékteré moznosti astronomickych dloh a simulaci:
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- Ur¢enicasu vychodu, kulminace a zapadikterych objeki (Slunce, Msic, hwzdy,
planety) pro utité datum a pro @itou polohu.

- Zjisténi rozdili mezi vychodem, kulminaci a zapadettesa @i rezimu skuténého
horizontu a idealniho horizontu.

- Ur¢eni azimutu a vysky objektu proditou polohu, datum &as.

- Ukézka rotace cirkumpolarnich sowdi.

- Ukazka rotace cirkumpolarnich sowhdi pi zapnutych sotadnicovych siti
(obzornikové u druhé rovnikové).

- Ur¢eni kulminace objektu pro ¢&ité misto, datum aas.

- Zjisteni rozdili azimutu a vysSky objektu pro tity datum acas f# vyrazné zniné
zenepisné Siky (nag. pro polarni a rovnikové oblasti).

- Ukazka rozdilu vychodu a zapadu Slunceg$Me, h¥zd) v oblasti rovniku a v oblasti
zenepisneho polu.

- Simulace zminy vySky a polohy Slunce nad obzorem v jednotliviigiznamnych
obdobich (jarni a podzimni rovnodennost, letninandislunovrat).

- Ukézka zmdny fazi Mesice v zavislosti néase.

- Ukéazka librace Msice v zavislosti néase.

- Ukézka Mesice v prvni (poslednétvrti na severni a jizni polokouli.

- Krokovani vychod a zapad Mésice po dnech. Sledovani jeho polohygamynfaze.

- Ukazka jednotlivych planet Slué soustavy a jejich zrychlena rotace.

- Ukazkacaste&ného i uplného zatémi Mésice pro ufitou lokalitu, datum &as.

- Ukazkacaste&ného i Uplného zatémi Slunce (pipadré prstencového) pro &itou
lokalitu, datum a&as. Celkovy pohled a blizky pohled (dalekohledem@oi zoomu)
pfi vypnuté atmosfie.

- Ukazka zrgny faze a uhlového pmeéru planety VenuSe v pbéhu roku.

- Ukézka obloukového vystupu planety Merkiir gapadnim (vychodnim) obzoru.

- Ukazka kltky planety Mars u¢i hvézdnému pozadi.

- Ukézka pechodu gkterého z misioi planety nap Jupiter (nap Europy) ges disk,
vstup nesice do stinu, zakryt #aice planetou, vystupdsice.

- Ukézka naklonu Saturnova prstence tghu nékolika let.

- Ukazka EZného a teného zakrytu htzdy Mésicem.

- Ukazka zakrytu planety Saturngsfcem.

- Ukazka pohybu htzdy ozng&ené jako Barnardova Sipka.

- Ukézka zmdny tvaru souh¥zdi vcasow delSim obdobi (jen u vySSich verzi Stellaria).

- Simulace Ukak jako jsou nap konjunkce planet.

V programu Stellarium Ize sami@pme ieSit jeS¢ dalSi Ulohy a simulace. Toto je pouze
nastirgni nekolika zakladnich.
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3 Zavér

Stellarium je velmi zajimavy a pamé dokonaly simuléator vesmirnéh@rd. Neni ale
od \&ci si Ukazy nasimulované timto programengitivi ve skut€nosti pozorovanimdjii na
skut&né obloze @ jiz pouhym okem nebo pomoci dalekohieden tak Ize ziskat tité
powdomi o tom, co se na denni iamd obloze skuténé odehrava.

4 Pouzita literatura
http://stellarium.sourceforge.net/
http://sourceforge.net/projects/stellarium/

5 Kontakt na autora

Lumir Honzik

Hvézdarna a planetarium Plze
lumir.honzik@seznam.cz
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ZATM ENI SLUNCE A MESICE
Lumir HONZIK

1 Uvod

Zatmeni Slunce a Msice jsou zajimavé a di@b pozorovatelné astronomické ukazy.
DuleZitou roli zde hrajitt télesa. Nej¥tSim z nich je Slunce, které zdeegdstavuje firozeny
zdroj svtla (samozejme i tepla). Slunce ma pmér necelych 1400 000 km a nachazi se
v praimérné vzdalenosti od zeml49,6 milibnu km, coz je 1 AU (astronomicka jed@t
Z této vzdalenosti se Slunce jevi pod UhlaiblEné 0,5°.

Druhym €lesem je firozena druZice Zei-Mésic. Ten je ositlovan Sluncem, a proto
nesviti vlastnim sitlem, ale pouze odraZzenym.uR®r M¢sice je 3476 km a od Zeénse
pohybuje v piimérné vzdalenosti kolem 385 000 km. | on se z téttalenosti jevi pod uhlem
kolem 0,5°, tedy fiblizné stejnym jaké ma Slunce. Drahatdice je velmi komplikovana.
Nejen Ze je excentricka, ale je i skéoa pod Uhlem 5,2°.

Poslednim dlezitym €lesem je planeta Zempata nejutSi planeta Slurimi soustavy.
Jeji paimeér dosahuje 12 756 km.

Tim jak Mesic obiha Zemi, dostava se geometricky dnych poloh a mohou nastat
n¢které pozorovatelné tkazy. Jednim z nich jsou &aitr&lunce nebo Rkice, které vsak
nastanou jenipsplneni nekterych podminek.

2 Zatméni Slunce a Mésice

2.1 Zatméni Mésice
Nepili§ ¢asto dochazi k ukazu, kterérrikame zatrini Mésice. BEhem r&ho dochazi
na ucitou dobu k potemni jeho povrchu.

Druhy meési¢nich zatnéni.

U mésicnich zatmdni nastavajift typy zatneni:

1. Polostinové zaténi Mésice — nastava v okamziku, kdyesdc vstoupi do rozbihavé-
ho kuzZele polostinu. V praxi nema vyznam, prote&Zegpozorovatelné. Lze ho za-
Znamenat pouzeristrojovou technikou.

2. Casténé zatngni Mésice — nastava v okamziku, kdy sbihavy kuZel plrgtfrau do-
padne n&ast nésicného povrchu. Tento typ Ize pozorovat i okem.

3. Uplné zatmni Mésice — nastava v okamziku, kdy se celysi¢ pondi do plného
stinu Zeng. Je pozorovatelné pouhym okemghBm Uplného zatsmi byva Mesic
nékdy velmi tmavy, jindy dostavaizné intenzivni cihloé oranzové zbarveni.
Zabarveni Msice Bhem 0pIné faze zatmi je zavislé na zr&teni atmosféry
Zenx, neba tacast paprsk pohlcuje aast paprsk rozptyluje.
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Zatmeni Mésice je mozné zthto divodu:

1. Planeta Zem vrha do prostoru sbihavy kuzel plného stinu a itealy kuzel
polostinu.

2. Kuzel pIlného stinu ma délku kolem 1 380 000 km, jecdostaténou hodnota proto,
aby byl stin v arovni drahy B&ice dosti Siroky a tudiz se d¢j mohl cely Mesic
pondit.

3. Mgsicni drdha ma sklonii ekliptice 5,2°.

4. Dréaha Mesice protina ekliptiku ve dvou bodech — vzestupaéastupném uzlu.

5. Spojnice vzestupného a sestupného uzlu se v pugstonalu sté.

Aby zatneni Mésice mohlo nastat, musi byt sfho nékolik podminek:

1. Mésic se musi nachazet za planetou Zemi, tedy naédéras nez je Slunce.

2. Je jasné, Ze v tu chvili je ve fazi ol

3. Spojnice obou jeho uklmusi byt natéena ke Slunci.

4. M¢sic se musi zarouenachazet v blizkosti jednoho z tuzla strat od Slunce, tedy
za Zemi.

Zatmeni Mésice jsou méhcasta nez slurei. Lze je vSak pozorovat z celéyacené

s own

Zadny prakticky vyznam.

2.2 Zatméni Slunce

Nepili§ ¢asto dochazi i k dalSimu Ukazu, kteréftkdime zatrdni Slunce. Bhem rgho
dochéazi k postupnémugkryvani slunéniho disku Msicem. V pipact Uplného zatréni se
disk Slunce na éitou dobu schovéa za diskddice.

RovnéZ u slunénich zatréni nastavajiit typy zatneni:

1. Céstené zatndni Slunce — nastava v okamziku, kdgdit z&ne zakryvat slunmi
disk. V praxi nema celkem zadngdecky vyznam, pro cvhou odbornowinnost
Ize feSit rekteré matematické ulohy. Je debpozorovatelné i okemigs vhodny
filtr. Béhem cast&né faze ale Ize pozorovat pokles osvitu, poklesotgpzmeny
v barvach okolni krajiny. dchto znén si ale povSimneme az pcité doke pii veétsi
fazi zatneni.

2. Prstencové zatini Slunce — jedna se o specialni ¢gst&éného zatmini Slunce, kdy
M¢ésic nedokaze zcela zakryt sldnedisk a na kratkou dobu gkolik sekund) je
pozorovatelny pouze 8telny krouzek. Tento typ zatmi nastane, je-li Zeivagci
Slunci v relativé malé vzdalenosti a tim ma na obloze¢omtsi Uhlovy pfimér.
Zarover ale MEsic je wi¢i Zemi v relativie velké vzdalenosti a tim ma na obloze
o néco mensi uhlovy mimer. Nedokaze proto zcela zakryt disk Slunce. Prstefic
zatneni za&ina a kowi jako casténé. Podobé jako ¢ast&€né, nema ani prstencové
zatmeni zadny ¥decky vyznam a hodi se spiSe pranei ulohy.
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UpIné zatmni Slunce — nastava v okamziku, kdydit zcela zakryje disk Slunce.
| tento typ zatmini zaina a kodi ¢asténym zatnénim. UpIné zatréni Slunce je
pozorovatelné pouze v méstkam dopada kuzel plného stinu. Tato stopa sevaazy
stopou totality. Jeji Bfa se pohybuje kolem 150 aZ 250 km, délkkotik tisic km.
Tento typ zatrani trva jen gkolik minut (max. 7,5 min.) a je pozorovatelny pgah
okem. Bhem Uplné faze je viditelna horni vrstva skmieatmosféry — kordna,
v dalekohledu i protuberance. Viipghu jsou viditelné i jasné kzdy a planety.

V okamziku ped a &sre po Uplném zatémi lze pozorovat po kratkyas i dalSi
Ukazy jako jsou Bayliho perly, efekt diamantovéhstenu, letici stiny apod. Na
¢ast&nou a hlava aplnou fazi zatréni miZze reagovatifiroda (fauna i flora).

Zatmeni Slunce je mozné Zdhto divoda:

1.
2.
3.

M¢sic vrha do prostoru sbihavy kuzel plného stimzaihavy kuzel polostinu.
Kuzel plného stinu mé dostateu délku, aby dopadl az na zemsky povrch.
M¢sic ma na oblozefiblizné stejny thlovy pimeér jako Slunce (Uhlové pmery za-
visi na okamzité vzdalenosti Slunce — Zedent — Mésic).

4. M¢sicni draha ma sklonti ekliptice 5,2°.
5.
6. Spojnice vzestupného a sestupného uzlu se v pugstonalu sté.

Dradha Mesice protiné ekliptiku ve dvou bodech — vzestupaéastupném uzlu.

Aby zatneni Slunce mohlo nastat, musi byt sjpla nékolik podminek:

1.
2.
3.
4.

M¢sic se musi nachazet mezi Sluncem a planetou Zemi.

Je jasné, Ze v tu chvili je ve fazi novu.

Spojnice obou jeho uzlimusi byt natdena ke Slunci.

M¢sic se musi zarouienachazet v blizkosti jednoho z tizla stras u Slunce.

Zatmeni Slunce) jsou sic€asgjSi nez ndsicni, ale jejich sledovani (hlagnuplna
zatmeni) jsou omezend pouze na oblast pasu tzv. taté#liyto je sleduje jen maly pet lidi.
UpIné zatrgni pro jedno misto na Zemi nastava wrpéru jednou za 200 let. Prasdecké
Gcely vS8ak maji dodnes velky vyznam.
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2.3 Perioda saros

Jiz minulé civilizace si povSimly, Ze podité dok¥ dochazi k opakovani stejnych typ
slunenich i mésiénich zatnéni. ProtoZe se jedna o periodicky se opakujiciasialize proto
spaiitat a fedpowdét, kdy nastanou dalSi za¢mi. Tato perioda se nazyva saros a trva 223
synodickych misiai, coZ odpovida 18 rdgkn a 10 dam.

3 Zawér

Zatmeni Slunce a Nisice pati mezi jedny z nejzajim&j8ich astronomickych Ukéz
které ngély vyznam hlave v minulosti. V sodasné dob dulezitost zatnani jiz neni tak
vyznamna jako v minulosti. Zatmi Mésice iz z ¥deckého hlediska vyznamna nejsou. U
slun&nich zatnéni maji i v dneSni dabzatneni Uplnd. V kazdém ffpact pati zatneni
Slunce a Msice mezi nejzajima&jsi a nejnapadijSi astronomickeé Ukazy, které sledovatelné i

bez sloZigjSich pozorovacich poicek. Proto je mohou pozorovat nejen odbornici, iale
laick&a veéejnost.

4 Pouzita literatura

Astronomie 1; V. Guth, F. Link, J. M. Mohr, B. Steerk; vyd.: Nakladatelstvi
Ceskoslovenské akademi&dy Praha 1954

Hveézdasky zengpis; V. Vanysek, Nakl.: Orbis, Praha, 1953

Atlas Mesice; A. Rukl; vyd.: Aventinum, Praha 1991, ISBN&&277-10-7

Dostupné na internetu:

http://www.astro.zcu.cz/old/slunce99/publikace/xdéml|
http://www.astro.cz/rady/ukazy/zatmeni/slunce/

http://astro.sci.muni.cz/zatmeni/

5 Kontakt na autora

Lumir Honzik

Hvézdarna a planetarium Plze
lumir.honzik@seznam.cz
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PRAKTIKUM Z ASTROFOTOGRAFIE

Josef Jira

1 Uvod

Fotografie se stala nepostradatelnoucasti prace astronam Vynalez fotografie
posunul naSe moznosti poznani a chapani vesmimidapy kus dofedu. Moznost pouZziti
dlouhych expozic vede ke zvySenicho detaifi zobrazenych na snimku nez je tomu v
piipadt pozorovani pouhym okem. Vyhody astronomické faafigr se uplatuji také i
archivaci napozorovanych dat & jejich dalSim vyuziti. V gkterych archivech naleznete
vice nez 100 let staré materialy, které jsou ptmasmy neocenitelnym zdrojem informaci. |
kdyz je v sodasné dob klasicka astronomicka fotografie vytlavzana CCD fotografiemi,
je i nadale nenahraditelnym pomocnikemi fotografovani velkych hszdnych oblasti,
jak je tomu nafiklad v giipadt bolidové si¢. Diky vyvoji techniky a fotografickych material
muze temdt kazdy zajemce i v amatérskych podminkdch dosahpoutrné kvalitnich
astronomickych sninik

2 Fotografie hwézdnych drah - Startrails

Startrails (h¥zdné drahy) je velmi jednoducha technika fotografdvn@ni oblohy.
Potebujeme k ni jen fotoaparat s Sirokouhlym objektiyekabelovou (dr&nhou) spous
s aretaci a fotograficky stativ. V okamziku, kdyperujemecast h¥zdné oblohy #kolik
desitek minut ¢i hodin, mZeme zachytit na snimku pohyb ¢ad po obloze,
ktery je zmisobeny rotaci Zeinkolem své osy. Na fotografii Ize zachytit krasidéti kruznic,
jejichz velikost je zavislA na délce expozice a aledosti h¢zdy od nebeského pélu.
Teoreticky kdyby byla expozice dlouha 23 h 56 ak by na fotografii htzdy vykreslily
krasné kruznice. Ale i poéRrolika desitkach minut se na snimku obje¥kn® startrails.
Tyto extrémg dlouhé expozice jsme si ale mohli dovolit pouzidasickych fotografickych
materiati, které se vyzraji velkym dynamickym rozsahem (schopnosti zachsiitné
intenzity s¥tla, aniz by doslo ke ztrétinformace). Bohuzel s@éasné elektronické snida
obrazu, které se pouzivaji v digitdlnich zrcadl@ika trpi celou fadou nedostatk
které neumoiuji vyuziti tak dlouhych expozic, jako je tomu uakické fotografie,
proto se startrails fotografuji pomoci série ki@t&xpozic a nasledrse tyto snimky skladaji
v patitaci, nagiklad pomoci programu Startrails.
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Fotografie slozend ze 117 expozic po 90 s, celkdeka expozice necel&ithodiny.
Misto: Rokycany, Autor: Josef Jira.

2.1 Instalace

Program Startrails geny pro skladani ,hzdnych drah* si mizeme zdarma stahnout
z adresy www.startrails.de. Do @tate si ulozime zabaleny soubor o velikosti 200 kB.
Neni nutna klasickéa instalace. Soubor rozbalimmstime na poZadované misto \pai.
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2.2 Prvni pouziti

Pro pouzivani programu Startrails siaizeme vybrat anglickou neboémeckou
jazykovou verzi. Diky jednoduchému grafickému raatira intuitivnimu ovladani zvladne
praci s timto programem kazdy, i ten kdo neovlattaacky,¢i anglicky jazyk.

Fotografie slozend ze 100 expozic po 45s s celkodélkou expozice 1,25 hodiny.
Na fotografii 1ze rozeznat soukrdi Orion nad kopuli Rzdarny acervené stopy od baterky
pozorovatele. Misto gitzeni snimku H¥zdarna v Rokycanech. Autor: Josef Jira.
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2.3 Skladani obrazu

Program podporuje snimky ve formatu JPG a RAYéskkonu Open vybereme snimky
pro skladani a fppadré je doplnime o tzv.dark (temné€) snimky, které smuZpvaji
pro odstrasni Sumu vzniklého elektroluminiscenci senzoru. tbeBum vznika teplotni
zavislosti snim& a projevi se fedevSim i pouziti dlouhych expozic. Jedna z moznosti,
jak tento druh Sum odstranit, je fmeni temnych sninik které se naslednodetou
pii skladani fotografii v programu. Temny snimek wytine tak, Ze objektiv zakryjeme
a exponujeme stejn dlouhé expozice za stejnych teplotnich podmineko jdotografie
hvézdného pole.

Program zvladne zpracovat ¢kolik stovek sniml najednou. Mizeme si vybrat dva
rozdilné vystupy. Bdi sloZeni jedné fotografie, nebo vyuzZit mozZnosti vegni
videosekvence. Pro video je vSak nutné nastavirpetry formatu a kvality. Bxem skladani
fotografii mizeme sledovat na monitoru vznikajici vysledny skimktery je mozné
v pribéhu skladani i zastavit. SloZzenou fotografii Izezil@o formatu JPG, BMP nebo TIFF,
piipadre tento format upravit v libovolném grafickém editor

3 Zawér
S programem Startrails pracujékolik let a s jeho pomoci Ize snadnou cestotidib
velmi zajimavé fotografie ldzdné oblohy (viz ploZzené snimky).
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ASTRONOMICKE ULOHY
Ota KEHAR

1 Uvod

Ve svém pispevku predstavim wBkolik webovych online aplikaci dostupnych na
strankach Astronomia, které vyuZivaji data nachéizeje v katalozich astronomickych
objekti. UkdZzeme si &které netradini ulohy, které budou zaloZené na katalozickizv
Hipparcos a SIMBAD, seznamuislovanych planetek nebo ploSnych objektech v katah
NGC a Messier.

2 Co je to Astronomia?

Webové stranky Astronomia jsou multimedialdebni text, ktery vznikl v roce 2000.
Od roku 2005 jsou nedilnou se@sti (a dalo by séci, Ze neviditelnym patym projektem)
katalogy astronomickych objektV katalozich je ukryto ig@s 600 tisic objektv celkovém
objemu 180 MB dat. Samotné katalogy jde &hrdlo t¢i kategorii — tzv. deep-sky objekty
(mlhoviny, hwzdokupy, galaxie) se nachazeji hned ¥ech katalozich — NGC katalog,
Messiefiv katalog a IC katalog. Druhou oblasti jsowidy, zde mame seznam souhdi
(zname jich 88), katalog Gliese (obsahuje 3 803dlidgjch hwzd), katalog Hipparcos
(118 218 h¥zd) acést francouzské astronomické databdze SIMBAD (14B Hwzd). Do
posledni kategorie kataldg- planety jsou zahrnuty planetky (v @opsanic¢lanku obsahuje
seznam fes 369 tisic planetek) a katalog exoplanet, te@ygil nachazejicich se u jinych
hvézd. Aby nedochazelo k zastaravani ddggou rekteré katalogy pravidetn(denrg, tydne
¢i mésicng) aktualizovany z dvéryhodnych zdraj se souhlasem jejich autor nag.
exoplanety z exoplanet.eu, databaze SIMBAImp z francouzského zdroje a planetky
z Minor Planet Center.

2.1 Zapad a vychod slunce

,Kde vychazi sluncertve? Kde zapada slunce pégd V Plzni nebo ve Smolenicich?
Na prvni pohled jednoduché otazky, ve kterych sgvskspousta zajimavosti. V prvfaict si
je nutné uedomit, jak je definovan zapadi vychod slunce. Musime vzit v Gvahu i
atmosférickou refrakci, ktera nam prodluzuje trvéiiého dne. Zapad (nebo vychod) slunce
nastane v okamziku, kdy se horni okraj stumibo kotowde nachazi fesré na idealnim
horizontu. V tom okamziku je ovSem sk&n@ poloha slunaiho kotode 34 Uhlovych minut
pod obzorem. Pokud pidame ke sedu slunéniho kotoue, je slunce v okamziku zapadu
vychodu slunce 50 uhlovych minut pod obzorem.

Na této Uloze izeme demonstrovat pasmasesy. Vychod slunce pro Plzge v dany
den nap. 6.27, pro Smolenice ve stejny den uz v 6.12. dgiaky pro zapad slunce, pro
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Plzer az v 19.49, ve Smolenicich jiz v 19.31. Rozditleuba 15 minut. Rozdil zefpisnych
délek mezi Plzni a Smolenicemi je 4,1°. Jedné hoidik odpovida 15°.

Na obr. 1 je bilou ngprusovanowarou zobrazen fibéh (azimut a vyska) Slunce na
zvoleném mist od zapadu slunce v dany den po vychod sluncedd&éo dne. Vypditany
jsou dalSi udaje — zapad, vychod slunce a okameéikyotlivych soumrak

raLkicky soumrak

astronomicky soumrak

Obr. 1: Z4pad a vychod slunce pro bfeznovou rovnodennost

2.2 Rovnodennost

Rovnodennost je okamzik, kdyistl obrazu Slunce na nebeskéesfprochazi jarnim
nebo podzimnim bodemJak je to s délkou noci a biléeho dné& povnodennosti? Jsou
skute'ne stejre dlouhé, tzn. 12 hodif?Pomoci online webové aplikaci Noi obloha se
dozvime, Ze tomu tak neni. V roce 2013 trvala naler rovnodennosti jen 11 h 45 m (viz
obr. 1). Bily den trval déle nez 12 hodin. Rozdil zmsoben atmosférickou refrakciip
zapadu a vychodu slunce.

2.3 Cirkumpolarni souhvézdi

,CO jsou to cirkumpolarni soubxdi? Ktera to jsou? Souhwzdi, ktera nikdy
nezapadaji za obzor. U souldi plati, Ze cirkumpolarni je tehdy, kdyz ZadnBhojeast
nezapada. Ve Wikipedii se piSe, cituji: ,V Eveogsou cirkumpolarni nagklad Maly
medwd, Velkd medudice a Cassiopea.” Plati toto tvrzeni i pf@skou¢i Slovenskou
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republiku? V zalozce Soubxdi (obr. 2) aplikace Nmi obloha je seznam vSech viditelnych
souh¥zdi nad obzorem v danou chvili. Medjsou podbarvené cirkumpolarni sogii,
zelerg souhwzdi, jejichzéast zapadne. Mezi mielzabarvené patMaly medwd, Cassiopea,
Drak, Zirafa a Kefeus. Zajemci si mohou vyzkou$éhinzenepisnou polohu a zji®vat, jak
se seznam soubxdi meni.

3

Nocni obloha - 20. 3. 2013, 22:22 x

Hvézdy Souhvézdi Messier NGC

Seznam viditelnych souhvézdi

And, Ant, An, Aur, Boo, CMa, CMi, CVWVn, Cam, Cas, Cen, Cep, Cnc, Com, CrB, Crt, Crv, Cyg,
Dra, Er, Gem, Her, Hya, LMi, Lac, Leo, Lep, Lib, Lyn, Lyr, Mon, Ori, Per, Pup, Pyx, Ser, Sex,
Tau, Tri, UMa, UMi, Vir = 42

Zelens = és'st| Velka medvédice (Ursa Major), 88 % hvézd ze souhvézdi nezapada |

4
Obr. 2: Seznam viditelnych souhvézdi v€etné vyznaceni téch cirkumpolarnich (modre)

2.4 Objekty vzdaleného vesmiru

Pred nav&tvou hwzdarny¢i veiejného pozorovani by nas mohlo zajimat, jaké ofpjekt
vzdaleného vesmiru jsou nad obzorem. K tomu se m@dzka Messier (obr. 3) nebo NGC,
ktera vypiSe vSechny objekty, které jsou v danyntkl& nad obzorem, detrg informace o
azimutu a vySce nad obzorem. VSe jeéif@mo pro zvolené misto&as, fipadré na omezeni
typu minimalni vySka objektu nad obzorem nebo makimnhwzdna velikost.
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3

Nocni obloha — 20. 3. 2013, 22:22 x
Hyézdy Souhvezdi Messier NGC
Galaxie M32, M33, M49, M51, M58, M59, MEB0, MGB1, MB3,
MBS, Me6, M81, M82, M4, M85, M6, M&7, Mas.

M89, M30. M1, M94, M3I5, MG, M3IB. MI9, M100.
M101, M102, M104, M105, M106, M10&, M109, M110

Kulova hvézdokupa 6 T'NGC 5457, 7.5 mag, UMa, 2726, azimut = 61° (5V), véka = 56°

MIhovina (emisni nebo reflexni) 3 N, &3 WS

Oteviena hvézdokupa a mlhovina 1 M42

Oteviena hvézdokupa 17 M29, M34, M35, M36, M37. M38, M39, M41, M44, M46.
M47, M48, M50, M52, ME7, M33, M103

Planetarni mlhovina 3 M57, M76, M97

67

T WS e

HGC 205
M 110]

NGC 224/
[ 31)

NGC 221

M3z

i 706

Tre K

M31 — vice
NGC 224, 3,5 mag, And, 180%63) azimut = 334" (8Z), vyska = 6°

Y
Obr. 3: Seznam objektd (mlhovin, hvézdokup a galaxii) nad obzorem

2.5 Planetka Poloniny v opozici

Planetka (22469) Poloniny je pojmenovana podle ipreiwrargné oblasti tmy na
Slovensku vyhlaSené 3. prosince 2010, nachazejiciNdarodnim parku Poloniny. V parku se
nachazi i nejtsi slovensky dalekohled, ve Vihorlatské¢hdarré, o ptiméru objektivu
1000 mm. Pokud by se planetka Poloniny nachazela v opojcy, dosahu vihorlatského
dalekohledu? Limitni hvézdnou velikost dalekohledu Ize vyfitat ze znalosti limitni
hvézdné velikosti pro oko a pafru velikosti dalekohledu a oka (16,7 mag) nebgigtime
na strance www.cruxis.com/scope/limitingmagnitutta.hnPozorovanou Rzdnou velikost
planetky v opozici zjistime snadno na adrese Wigtronomia.zcu.cz/planety/planetka-22469,
pokud zngnime datum (planetka se nachazi pobliz opozicé da&pkwtna 2013, perihéliova
opozice nastane 24. listopadu 2022 nebo &eme podivat na postaveni objeke slunéni
sousta¢ v dokg, kdy byla planetka objevena — 2. Unora 1997) net®o vztahu
m=H +5logA +5logr, kde m je pozorovana hdzdna velikost planetkyiH je absolutni

hvézdna velikost planetky (viz katalog)aci r jsou vzdalenosti planetky od Zénpotazmo
od Slunce.
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18.5.2013 panetka 1,360 AL od Zemé
plangka 2 865 AU od Slunce
pozorovana hv. velikost = 20,0 mag
chémna doba 3,740 1
interval bodd 34,2 dnd

phisluni

1831 AL

235 kmis

T T T S OT K

‘1.'_

T

eem

{22459) Polon

odsluni
27388 AU
13T hils

WEfitho: 0,0125 Albod
Obr. 4: Situace ve sluneéni soustavé ke zvolenému dni

2.6 Keplerovy zakony a trajektorie planetky

Na obr. 5 je v zakladnim nastaveni znaZpenaktualni poloha vybrané planetky ve
slune&ni soustav v roving ekliptiky. V této ukazce se jedna o blizkozemrdngitku (433)
Eros, Ize ale vybrat libovolnowislovanou planetku, z vice nez 369 tisic, kteréi miané
trajektorie ovliviené drdhovymi elementy, zejména \gsinosti, sklonem dréhy k ekliptice a
velkou poloosou. Je vykreslena polohé&etwe trajektorii) planet slunmi soustavy. Polohu
téles ve slunéni soustaw Ize vykreslit i pro jiné datum. Uifsluni a odsluni se zobrazuje

vzdalenost planetky od Slunce, jeji rychlost, odledektivni teploty rovnovazného immi
planetky a pozorované &xdné velikosti.
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Aplikace nam umaluje demonstrovat a ékovat platnost vSechtit Keplerovych
zékoni. Postups si ve strédnosti gedstavime, jak na obrazku upozornit na zajimavé
vlastnosti jednotlivych Keplerovych zakiarPodrobujSi popis je uveden v nap&ie, ktera je
dostupna po kliknuti na znak otazniku nachazejecivspravém dolnim rohu obrazku

s trajektoriemi ve slurdai soustaw.

31.8.2012  planetka 1,652 AU od Zemé 31.8.2092  planeta 1,652 AU od Zemé
o planetka 1 690 AU od Slunce planetka 1,690 AU od Slunce
N er i zdnivahy. velkost =153 mag Ll zaanivé ne velkost = 15,3 mag
iAo sy obiina doba 1,760 let Lo ob&Ené doba 1,760 et
' interval bodd 16,1 dndl s interval bodd 16,1 dnd
e T o - ~.
. — o .,
L P :
fishurii - - isluni
y 1153 AU T e 1153 Al T s
i 303 kmis .~ S . K 0.8 kmis,_ e -,
£ 257 S - r T -~
£
i i
i i /
I i r
i i !
! ! /
i i ]
i ! |
1 E !
i i |
i j i
it i !\
i ‘
\ Y
,
\1
odsluri odslun
: 782 Al - 1782 Al
(433) Eros '?_"20“5“’)2‘ E (433) Eros ‘?“20"5'"'&’ E
Wfitko: 0,0077 AUod . a0 e NEfito: 0.0077 AUBod
Den Mésic Rok Animace Den Mésic Rok Animace
nzlo®. Ofspen [Fl@C @2m2zj0C Dnes ono QN0 F. @spen |0 @2zz]0C Dnes oue
Mefitko: | autn ~|Body: (40 =] 1:1,139 AL 21,137 AL 3 0,286 A1 S = 0,162 AU% Maitko: |auto =|Body (40 =] 11,782 AU, 21 771 AL 3: 0,183 AL S = 0,162 U2

Obr. 5: Aktualni poloha planetky ve sluneéni soustavé a ovéfeni Keplerovych zakonu

Pro prvni Keplelv zékon jsou dlezité trajektorie planetky, poloha Slunce ve
spole&éném ohnisku, fipadré vyznaeni stedu elipsy. Vyznéena je polohaijsluni a odsluni.

Druhy Keplefiv zakon se ¢kdy ozn&uje jako zakon ploch. Bvodi¢ za stejnou dobu
opiSe plochu se stejnym obsahem. Trajektorie jdétema na zvoleny gt steji dlouhych
¢asovych usek Kliknutim se vybere fislusny bod. Zobrazi se @& spojujici ohnisko a
vybrany bod spol&¢ s informaci o délce Usky v prostoru v astronomickych jednotkach.
Vybérem dalSiho bodu se dokresli trojuhelnik a W#ojeho plocha.

Na obr. 5 vlevo je znazotna situace vifsluni, vpravo v odsluni. Porovnanim zjistime,
Ze vypaitana plocha je stejna. Vypet plochy nezohladije zakiveni trajektorie planetky,
pokud jecasovy interval filis velky, mize dojit k nepesnostem, které ovSem dosahuje

maximalré 10 promile.
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Pro teti Keplefiv zakon zjistime hodnotu velké poloosy a jako pwolavsowtu
vzdalenosti planetky vifsluni a odsluni. Pak iieme vypeitat ol&Znou dobuT planetky a
porovnat ji s udaji, které jsou uvedeny v levémuola obrazku. QiZnou dobu T lze dit ze
stredniho denniho pohybua tim procuit pievody mezi stupni a radiany.

3

2.7 Kirkwoodovy mezery

Kirkwoodovy mezery (obr. 6) jsou mezery nebo poklesozdleni (etnosti) hlavniho
pasu planetek na velké poloose (neb¢zaB doks). Poprvé si tohoto uspadani planetek
v8iml americky astronom Daniel Kirkwood jiz v roce57, kdy bylo zndmo okolo
50 planetek. Prvni oficialni zi&néni objevu bylo az v roce 1866 (na setkani Americke
spoleg&nosti pro pokrok #dy); na konci tohoto roku bylo znadmo 91 planetela $trance
Analyza parameirsi miZete aplikaci vyzkousSet. Jak vypadalo r@dedi planetek v dah kdy
Daniel Kirkwood objevil viiv Jupiteru na rozloZepianetek ve slurmi soustay? Sta&i
omezit rok objevu na 1801 az 1857 (potazmo 1866).

. Potet planatek: 330 629 (k 14.6. 2012)
Kirkwoodovy mezery Rodigen: 0,001 AU
a0 Kirkwoodovy mezery gﬂiﬁ‘é@'ﬁ”ﬁ‘ﬁé&um'“H =
A0
o 400
500
400
300 . 2.4 2,42 2,44 2,46 2,48 2,5 Z,EZVE“‘é :“‘,::sa [AU]Z,EE 2,58 2,6
200 -
100 ] ]
skupina Hilda Trojani
0_ T T T T T
1,6 1,6 2 2,72 Ad 2,8 2 3 3,72 3.4 3.6 3,8 d /4,7 4,4 4,6 4,5\ 5 5.2 5.4
elka poloosa [A]

Obr. 6: Kirkwoodovy mezery aneb ¢etnost planetek na velké poloose

Pro zobrazeni Kirkwoodovych mezer je vhodné nasteterval velké poloosy na
hodnoty 2,0 az 3,5 AU. Tim se zobrazi rozlozgsthosti planetek hlavniho pasu. Pokud
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zobrazime interval od 1,4 do 5,4 AU, lze si vSimnaikolika zajimavych lokalnich maxim:

okolo 1,93 AU se nachazi skupina Hungaria, oko® AU vytv&i zajimavy obrazec v
prostoru skupina Hilda, ktera souvisi s rezonangis2Jupiterem. A koreé okolo 5,2 AU
najdeme samotnou planetu Jupiter a v fibfeh centrech L4 a L5 se nachazeji Trojané,

rezonance 1:1 s Jupiterem.

3

2.8 Zajimava postaveni planetek

Zajimavé zobrazeniipdstavuji planetky skupin Trojané a Hilda (obr J8dna se o
planetky, jejichZ trajektorie je ovlivma graviténimi (€inky planety Jupiter. Jsou to dva
piipady, kdy drahova rezonance vede k vigwd stabilni skupiny planetek. Dlouhodobé
rozckleni planetek skupiny Hilda v prostoru tv@iiblizné tvar rovnostranného trojuhelniku.
Vrcholy trojuhelnika lezi na trajektorii Jupiteru libracnich centrech L3, L4 a L5.
V libra¢nich centrech L4 a L5 se nachézeji Trojané.

pocet planetek celkem: 4 373 podet planetek celkem: 4 423
2.10.2014 zobrazenych planetek: 4 381 17.1.2016 Zzobrazenych planetek: 4 412

kfitko: 0,0232 Al/bod Wiitho: 0,0232 Allbod

Obr. 7: Aktualni polohy planetek ve slune¢ni soustavé pro Trojany a skupinu Hilda
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FYZIKA PLAZMATU JAKO NASTROJ K VYTVA  RENI MATERIAL U
S VYJIME CNYMI VLASTNOSTMI

Jifi Kohout

1 Uvod

V pramyslu se staletasgji prosazuji tenkovrstvé materialy (tlak& wtSinou od
desitek nanometrdo desitek mikromei) se zajimavymi vlastnostmi (naprysoka tvrdost,
nizky koeficient teni, vysoka elektricka vodivost apod.). Tyto unikanaterialy mohou byt
piipraveny fadou fiznych metod. P&t k ni i tzv. magnetronové napraSovani. Jedna se o
efektivni a z hlediska Zivotniho prosti Setrnou technologii zaloZzenou na rozpraSovani
riznych tett v plazmovém vyboji. Tento ifspvek je zamdien jednak na uvedeni
nejzakladsjSich informaci o této komplexni problematice, jeklpak na stné uvedeni do
problematiky diagnostiky zapornych idnpii magnetronovém napraSovani jako jednoho
z pokrailejSich témat v této oblasti.

2 Magnetronoveé naprasovani a jeho fyzikalni souviebti

2.1 Princip magnetronoveho naprasSovani

Jaky je vlastd princip magnetronového napraSovani? Mame dépbzkomoru
napustnou plynem (nap argon). Tlak plynu je velmi nizky, typickykolik desetin pascalu
az rekolik pascali. Na jednu stranu komory umistime (hatanovy) te€é. Na druhou stranu
depozéni komory je poté umi&h substrat, coz je napkiemikova destka. Nasleda
piipojime zdroj nagti tak, Ze titanovy teérfunguje jako katoda ai&mikovy substrat jako
anoda. Toto naiti je zpravidla vadu stovek vott.

Nabitécastice, tj. zapornabité elektrony a klagmabité ionty zénou byt elektrickym
polem urychlovany. Diky velkéigtdni volné draze Zgobené nizkym tlakem a tudiz nizkym
poctem srazek se dokazi urychlit natolik, Ze jsdugpazkach schopny efektiyrionizovat
atomy plynu. Klada nabité ionty jsou fitahovany ke katatla vzhledem k velké intengit
pole v jeji €sné blizkosti ziskavajifpd dopadem na ni zé&@ou rychlost Diky tomu jsou
schopny po dopadnuti na titanovy éteworici katodu vyrazit z & atomy titanu, které
nasledg prochazeji nafi vybojem a dopadaji natémikovy substrat. Naém poté vznika
tenka vrstva, je2asto mit ma diky Zisobu gipravy ,atom po atomu“ specifické vlastnosti.
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2.2 Diagnostika zapornych ioné pi¥i magnetronovém naprasovani

Znana pozornost je v poslednich letecknevana vysokovykonovému pulznimu
naprasovani oxidovych vrstev. Hak nim nagiklad vrstvy na bazi HfQ jez maji velmi
vysokou dielektrickou konstantu (zhruba 30). Z tohativodu by do budoucna mohly
v elektronice nahradit dosudgvazre uzivany SiQ, jehoz dielektricka konstanta je mnohem
mensi (pouze 3,9), coZ ma za nasledeékairtraty napiklad v unipolérnich transzistorech.

Jednim z probléfnvznikajicich i ptipraw vrstev tohoto typu uvedenou technikou je
piitomnost vysokoenergetickych zapornych o a Q" vznikajicich pedevsim zachytem
elektroni. N¢které tyto ionty vznikaji v blizkosti katody, jsaa ni odpuzovany a vidledku
toho ziskavaji znaou energii wadu stovek elektronvdit Nasled® dopadaji na substréat, coz
vede ke vzniku defelstv rostouci vrstt a k degradaci jejich vlastnosti. Netm@ roste
rovreéz povrchova drsnost vrstev, jiz jeba pedevsim z hlediska aplikaci v elektronice drzet
na co nenizsi hladé V ramci gednasky bylo na velmi aktualnintipadu pipravy vrstev
HfO, demonstrovano, Zze pomoci hmotnostni spektroskepieozné detekovat, kolikthto
vysokoenergetickych iofitdopada na substrat v zavislosti na polotagolu kysliku do
vakuové komory. Bylo rowf ukazano, Ze existujetima souvislost mezi tokem
vysokoenergetickych iofit a rekterymi vlastnostmi ppravené vrstvy, fedevsim jeji
povrchovou drsnosti. MoZnost efektévnedukovat tok uvedenych ignna substrat tak ma
zasadni vyznam z hledisk&pravy kvalitnich tenkovrstvych mateniad vysokym aplikénim
potencialem.

3 Zaver

Tento gispevek slouzi k popsani zakladnich trénaplatiujicich se v magnetronovém
naprasovani a v oblasti diagnostiky plazmového jgybouzitého pi tomto napraSovani
Zajemce o0 magnetronové naprasovani odkazdji t popularé nawné psanou bakatékou
praci (Krbec 2012) nebo, wipad hlubSiho zajmu, na knihu informujici komplexnim
zpasobem o tenkych vrstvach a metodéch jejitipravy (Ohring 1992)Radu informaci Ize
najit rovréz na webovych strankach Katedry fyzik¢@ www.kfy.zcu.cz
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RESENI ULOH Z KINEMATIKY

Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod
Prednaska se zabyval#eSenim pkladi z kinematiky. Byly feSeny udlohy na
rovnonerny, rovnongrné zrychleny pohyb a sklddani pohiypredevsim z [2].

2.1 Fiklad ¢.1

Od vjezdu lokomotivy do tunelu do vyjezdu poslednitozu z tunelu uplynulo 65 s. Naslédn
vlak minul telegrafni sloup za 15s. Jakou rychlgstjel viak tunelem a jak je vlak dlouhy, pokud
tunel neri 500 m?

2.2 Friklad ¢.2

Lod’ka plujici po proudueky gredehnala kusidva v bod A. Po dalSich 60 minutach
plavby se Id’ka obrétila a plula zf a potkala kusigva v bod vzdaleném 6 km od bod
Najdéte rychlost proudieky, vite-li, Ze rychlost ldky vzhledem Kece je stale stejna.

2.3 Fiklad ¢.3

Dva plavci plavou z bodA na kehuteky do boduB, ktery je naproti bodé na druhém
biehu. Jeden plave po use AB, druhy plave stale kolmo k proudeky a vzdalenost, o
kterou ho snese proud, dojde piehu @Sky rychlostiu. Fi jaké rychlostiu se oba plavci

dostanou do bod® sowasr, je-li rychlost proudureky 2 km ht a rychlost obou plavc
vzhledem k vod je 2,5km [ht?

3 PouZzit4 literatura
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RESENI ULOH — SKLADANI A ROZKLADANI SIL
Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod

Prednaska se zabyvataSenim fgikladi z dynamiky. Seznamila studenty spmim i
grafickym zpmisobem skladani sil. BylyeSeny ulohy na hledangézisg télesa, zatizeni
nosniki, treci silu.

2.1 Fiklad ¢.1
V zavislosti na Uhlu provazku se civka pohybujéedgi vzad. Zakreslete do obrazi
a 2 vSechny sily Zsobujici tento pohyb.

) @

Obr. 1 Obr. 2

2.2 Fiklad ¢.2

Homogenni nosnik ve tvaru pismene L zanedbatedu&’Ky, jehoZ delSi rameno ma
tiikrat vetSi délku nez rameno kratSi a jehoz celkova dé@hkajcelkova hmotnost m, je
zawSen na dvou svislych lanech stejné délky | (ohr. 3)

a) Jakymi silami ppsobi lana v bodech A a B?
b) Jakymi silami budou lanaipobit, upevnime-li je v jednom bédobr. 4)
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RESENI ULOH — PRACE, VYKON, ENERGIE
Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod

Prednaska se zabyval@Senim gkladi na téma prace, vykon energie. Seznamila
studenty se zakladnimi pojmy. Byly prodiskutovarggahy mezi jednotlivymi vetinami a
problematika penmeny energie. BylyfeSeny ulohy na toto téma s navaznosti na kinematiku
dynamiku.

2.1 Fiklad €.1
Lokomotiva tahne vlak silou 60000 N a ma vykon 15W0. Za jakou dobu ujede
vzdalenost 42 km?

2.2 Fiklad ¢€.2

Ridi¢ automobilu 0 hmotnosti 900 kg&ee brzdit ve vzdalenosti 30 m otkgazky.
Treci sila je 3800 N. Wete mezni rychlost ipkteré mize jeS¢ automobil zastavitied
piekazkou.

2.3 Fiklad ¢.3
Sklep o plosné vyrte 50 m2 je ve vySce 3 m pod urovni okoli a zapdakid voda do
vySky 80 cm. Za jakou dobu ¥grpa voduwerpadlo o pikonu 1 kW a dinnosti 75 %?

2.4 Hiklad ¢.4

Nakladni vlak hmotnosti 600 t vyjizdi ze stanicep@ piti minutach rovnorérné
zrychleného pohybu po vodorovnych kolejichélnmychlost 60 km/h. Jak velkou praci
vykonala tazna sila lokomotivy, jeli koeficieméni 0,01?

3 Pouzita literatura
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RESENI ULOH Z TERMIKY — TEPELNA VYM ENA

Pavel KRATOCHYVIL

1 Uvod

Prednaska se zabyvalaSenim fikladi na téma tepelné vyny. Seznamila studenty se
zakladnimi pojmy (teplota, teplo) a&nymi zpisoby gedavani tepla. BylyeSeny ulohy
predevsim na kalorimetrickou rovnictetné skupenskychigchodi.

2.1 Aiklad ¢.1
Hlinikovy predmét o hmotnosti 0,8 kg a tepto250°C byl vloZzen do vody o hmotnosti
1,5 kg a teplat 15°C. Jaka je teplota soustavy po dosazeni roam@éd stavu?

2.2 Fiklad ¢.2

Ocelovy gednit o hmotnosti 0,5 kg byl vioZzen do vody o objemia2eplot 15°C.
Vysledna teplota soustavy po dosaZeni rovnovazstsw je 28°C. Jakou teplotuein
ocelovy gredmet pied vlioZenim do vody?

2.3 Fiklad ¢.3

V kalorimetru o tepelné kapag€ié3 J/K je olej o hmotnosti 250 g a tegld2°C. Do
oleje pondime nedény vale&ek o hmotnosti 500 g a tepéo100°C. Vysledna teplota soustavy
po dosaZeni rovnovazného stavu je 33°Celdrvyslednou tepelnou kapacitu pouzitého
oleje.

2.4 Fiklad ¢.4

Do sklenice s vodou o tepto22°C a objemu 0,5 | jsme vhodilégkostek ledu ve tvaru
krychle o délce hrany 2,5cm a tegle15°C. Jaka je teplota soustavy po dosazeni
rovnovazneho stavu?

3 Pouzita literatura
[1]KAREL BARTUSKA, Emanuel Svobodd&yzika pro gymnazia: molekulova fyzika a
termika Dotisk 4. vyd. Praha: Prometheus, 2001. ISBN 808-1962-007.
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ZAJIMAVE EXPERIMENTY
Pavel KRATOCHVIL

1 Uvod

Prednaska se zabyvala zajimavymi a nevSednimi expetym vysokonafrové pokusy
za pomoci rozkladného transformatoru rumcorfovauktdru, teslova transformatoru. a
experimenty s kapalnym dusikem.

2.1 Experimenty s vy¥vou
Magdeburské polokoule, Nafukovariedmneti, precerpavani vody, vazeni vzduchu,
meteni teploty vakua —ipnos tepla z&nim

2.2 Vysokonagt’'ové experimenty

Rozkladny transformator - vedeni proudu ve sklegdehbleskojistky, penos energie
pomoci VN. Rumco#fv induktor — vyboje ve vzduchu a vybojoveé trubiteskiv
transformator — funkce hromosvodu, plazmova kawaesviceni zévky na dalku.

2.3 Experimenty s kapalnym dusikem
Levitace supravode I. a Il. typu, lamani gumy, ledovy salat, expl®4£€T lahve.
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JAK ZPRACOVAT ZAZNAM Z FYZIKALNIHO M ERENI,
PRAKTICKA M ERENI

Robert KUNESCH

1 Uvod

Cilem Gvodu pednéasky je motivovani studérit danému tématu. dastnikim kempu je
proto podroba vyswtleno, pré@é je nutné natit se protokolovat nagiiené vysledky
fyzikalnich (i jinych) n&feni, kontinuita s budoucimi ¢deckymi pracemi, apod.
V laboratdich si maji moZznost prohlédnout praktické uUlohyeriini jsou uUkolovani
vysokoskolsti studenti. Hlavni motivaci je plano&@aamostatna prace v 2av prednasky.

2 Elaborat, protokol.

Studenti jsou dotazovani na dosud nabygéomosti v dosavadni vyuce fyziksi
v jinych predmétech. Jsou jim uk&zanytizné druhy zpracovani vysletlkméreni, jsou
upozorrgni na mnoha uskali, ktera n& mohoucekat i vytvareni protokolu nebo iip
samotném réreni, které vykonali

2.1 Nalezitosti jednotlivych zpracovani
fadny elaborat obsahovat, jako je Uvd@dsla @istroja, pouzité vztahy, atd. Je vy&dien
zasadni vyznam z&w u kazdého protokolu, éps ohledem na dalSi praktické moZnosti.

2.2 Tabulky

Studenti jsou konfrontovani se svymi znalostmi asgnostmi z dosavadniho studia p
praci s programy Word a Excel. Jsou jim ukazaftgné metody zpracovani a nasledna
tabelovani vysledk s dirazem na fehlednost. Zvyrazmy apel na smysluplnost ziované
casti protokolu.

2.3 Grafy

Ucastnikim kurzu jsou ukézany nejvyhogéi a nejvhod§si metody zpracovani
pomoci grafi. VSe s ohledem na specialni igtity fyziky. Je jim zdrazreéna fce grafu pro
vysledek samotného dfeni a motivace k jejich co mozna nigprejSimu provedeni. Jsou
zas\ceni do dalSichidezitych udaiji, které mohou grafy poskytovat, jako je spojni@nttu,
rovnice Kivky v grafu, hodnota spolehlivosti, apod.
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2.4 Chyby méieni

Studendm jsou vys¥tleny rizné druhy chyb ®&feni, hodnoceni fiesnosti mifeni,
vyswtleni chyb u pimych i nepimych neteni. Diraz kladen na vys¥ieni vyznamu uiovani
chyb nefeni.

2.5 Zawr protokolu

Ucastnikim kurzu jsou v posledni kapitoleqainasky zéirazrtna nejdileZitsjsi ¢ast
protokolu. Tim je z&r, ktery spojujeme zarovies hodnocenim. @az je v tétotasti kladen
na vyznam vlastniho nazoru gegevsim vlastnihofpnosu v kontextu celého zpracovani.

3 Zaver
Na zavr je vSe se studenty zopakovano na jednoduchéigkéktkazce v laboratich.
Demonstrace bude znazénma na laboratorni tloze: ,Rychlostedy*.
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ISBN 16-924-67.

HAVEL, Véaclav: PERIK, Josef; RAUNER, Karel. Fyzikalni praktikum |: &mo stud. 1. a
2. ros. Witelstvi VVP [vSeobechivzdilavaci gredmity]. Plzei: Zapaddeska univerzita, 1992.
ISBN 80-7043-047-8.
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ZAKLADY ZPRACOVANI FYZIKALNIHOM ERENI
Robert KUNESCH

1 Uvod

Vzhledem k vyzkumem pr@vené averzi studeintohledre fyzikalnich ngteni, je
hlavnim dkolem Uvoduipdnasky motivace studénk danému tématu. Studém je proto
podrobré vyswtlovano, pré je nutné natit se protokolovat nagiiené vysledky fyzikalnich
(i jinych) meteni, kontinuita s moZnosti budouciho profesniho ¢am, respektive
védeckymi pracemi v jejich dalSim studiukariére.

2 Zpracovani fyzikalniho méreni

Ugastnici kempu jsou dotazovani na dosud nabyti®mosti se zpracovanim obecného
meéteni v dosavadni vyuce fyzikyi v jinych predngtech. Jsou jim ukazanyazné druhy
zpracovani vysledk me¢reni, jsou upozokmi na mnoha uskali, ktera n& mohoucekat (i
vytvareni protokolu nebo iip samotném fedchozim nireni. Diraz kladen na vys#leni
vyznamu ukovani chyb nsieni.

2.1 Nalezitosti elaboratu

Na konkrétnich fikladech jsou ukazané néjdzit¢jSi formalni nalezitosti, které musi
fAdny protokol obsahovat, jako je Ukol, Uvédsla @istroja, teoretickacést, pouzité vztahy,
atd. Je vysitlen zasadni vyznam z&w a chyb niieni u kazdého protokolu, ukazky dalSich
praktickych moZnosti.

2.2 Tabulky a grafy

Studenti jsou konfrontovani se svymi znalostmi asgdnostmi z dosavadniho studia p
praci s programy Word a Excel. Jsou jim ukazaftgné metody zpracovani a nasledna
tabelovani vysledk s dirazem na fehlednost. Jsou jim ukazany nejvyh&dnh a
nejvhodrjSi metody zpracovani pomoci gial/Se s ohledem na specialni fedty fyziky. Je
jim zdarazreéna fce grafu pro vysledek samotnéhéremi na bazi vyznamu fce grafu ve fyzice
obecrt a motivace k jejich co mozna neggrejSimu provedeni. Jsou za&seni do dalSich
dulezitych Gdaj, které mohou grafy poskytovat, jako je spojnicenttu, rovnice kvky
v grafu, hodnota spolehlivosti, apod.

2.3 Chyby méieni a zaér

Ucastnikim kurzu jsou v posledni kapitoleiquinasky ztrazrény nejcilezitjsi ¢asti
protokolu. Chyby nsfeni a z&vr, ktery spojujeme zaroyies hodnocenim. @az je v této
¢asti kladen na vyznam vlastniho nazoruiadpvsim vlastnihoiposu v kontextu celého
zpracovani.
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3 Zavér
Na z&¥¢r je vSe se studenty zopakovano v uceleném blokuopd ukazky pimého
zpracovani protokolu fyzikalniho dreni.

4 Pouzita literatura

HAVEL, Véaclav: PERIK, Josef; RAUNER, Karel. Fyzikalni praktikum |: &mo stud. 1. a
2. ros. Witelstvi VVP [vSeobechivzdilavaci gredmity]. Plzei: Zapaddeska univerzita, 1992.
ISBN 80-7043-047-8.

BROZ, Jaromir; a kolektiv. Zaklady fysikalnichsfani I. 1. vyd. Praha: SPN, 1967. 524 s.
ISBN 16-924-67.
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BYL JSEM V CERNU
Pavel MASOPUST

1 Uvod

Prednaska shrnovala giéh odborné exkurze studénta zamdstnanéd ZCU do
vyzkumného sediska CERN.

Strwené rekapitulovala historii instituce, jeji geografeckumisgni, poslani a f@dmet
vyzkumu. Studenti byli seznameni se zakladnimital@stmi standardniho modetiastic a
jehocasti, které jsou v CERN studovany. Prezentace foudiednasce je dostupna jako [3].

PodrobwjSi informace o CERN, standardnim mod&hstic a dalSickidstech pednasky
jsou v [1], [2], [4], [3].

2 Pouzita literatura

[1] Wikipedia, Standardni mode[Online], [cit. 6. 9. 2013],

Dostupné na internetuhttp://cs.wikipedia.org/wiki/Standardn%C3%AD_maselel
[2] Wikipedia, CERN,[Online], [cit. 6. 9. 2013],

Dostupné na internetuhttp://en.wikipedia.org/wiki/CERN

[3] MASOPUST P.Byl jsem v CERNUQnline], [cit. 6. 9. 2013],

Dostupné na internetuhttp://home.zcu.cz/~pmasop/cern pdf

[4] Cern,The Large Hadron CollidefOnline], [cit. 6. 9. 2013],

Dostupné na internetuhttp://home.web.cern.ch/about/accelerators/largiemcollider
[4] Wikipedia, Velky hadronovy urychlova[Online], [cit. 6. 9. 2013],

Dostupné na internetuhttp://cs.wikipedia.org/wiki/LHG
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KIRCHHOFFOVY ZAKONY
Pavel MASOPUST

1 Uvod

PrednasSka ukéazala, jak pomoci Kirchhofovych zdkdeSit zakladni ulohy teorie
obvodi. Zmirgna byla i aplikace pro vyget stidavych obvod a pechodovych jew
v obvodech s kondenzatory.

O zékonech lze nalézt mnoho informaci jak v odbdite¥atue, tak na internetu.
V pouzité literatiie je seznam m@dtanych gikladi i teorie v mnozstvim dostateem
k dokonalému pochopenitgrnesené problematiky. ifd®levSim [1] obsahuje mnoZstvi
multimedialnich materiéla komentovanychifklada.

2 PouZit4 literatura

[1] REICHL J.,Kirchhoffovy zakonyOnline], [cit. 1. 9. 2013],

Dostupné na internetuhttp://fyzika.jreichl.com/index.php?page=257 &sekisewse
[2] SVOBODA J.. Kirchhoff's Laws[Online], [cit. 3. 9. 2013],

Dostupné na internetu:
<http://people.clarkson.edu/~jsvoboda/Syllabi/ESEBR/KCL _KVL.pdf>

[3] Wikipedie, Kirchhoffovy zakonyOnline], [cit. 2. 9. 2013],

Dostupné na internetuhitp://cs.wikipedia.org/wiki/Kirchhoffovy z%C3%A1ky>
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Pavel MASOPUST

1 Uvod

Prednaska demonstrovala pouZziti obtjgzich metod KeSeni piklada z oblasti
elekfiny a magnetismu. Seznamila studenty (nebo fiteStnalost) pouziti Coulombova
zékona, Gaussovyety elektrostatiky, Ampérova zakona. Zmano bylo i zakladni pouziti
diferencialnino p&u a jeho souvislost gislady z elektiny a magnetismuReSeny byly
piiklady predevsim z [1] (sekce I, 1lI, 1V, V, VI, VII, 1X) 42] (¢ast I, kapitoly 22, 23, 24,
26, 28, 29 30). #klady (wtSinoureSené) Ize najit wthto publikacich.

2 Pouzita literatura

[1] LIAO S., DOURMASHKIN P., BELCHER JFyzika 8.02: Elekina a magnetizmus,
[Online], [cit. 3. 9. 2013],

Dostupné na internetu: kttp://www.aldebaran.cz/elmg/kurz.html

[2] HALLIDAY, D.,RESNICK, R., WALKER, J.,FYZIKA.Prometheus, 2000, ISBN 81-
7196-213-9
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EXPONENCIALNI ZAVISLOST FYZIKALNICH VELI  CIN
Petr MAZANEC

1 Uvod
V prednasce byly ukazany 2iklady fyzikalnich @ji s exponencialni zavislosti.

2 Sta

Priklad 1 (teplotni délkova roztaznostds)

Odvad'te zavislost délky | §e na jeji teplatt, jestlize pi teplo® t, ma tyc délkul,
Redeni:

Zmeéna délky tge Al je primo imeérna zmene teploty At a puvodni délce tycel .

Al = alAt

Koeficient @gfimé ungrnostia je sowinitel teplotni délkové roztaznosti materialgdey
Tento vztah plati pro malé Zmy obou vekin (Al -0 a At — 0 ).V tomto gipad
muzeme zniny nahradit diferencialy a dostaneme diferenci@rnici, kterou vyeSime
separaci prognnych a déma ugitymi integraly:

dl =ea-1-dt
rtdl 't
J —=r:r-J dt
f{)f o

(1]}, = a-[t];,

Inl—Inly = a(t—t,) = ait

II.I \
In (—) = At = x
ly
Veli¢ina x je bezrozrrna veltina.
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3

Hledana zavislost tedy je exponencialni a rostftyé¢ise i zahrivani prodluzuje aip
ochlazovani zkracuje).

Sowinitel @ ¥ 107°K ' a proAt = AT € (—100K; +100K) jex € (—0,001;0,001).

Protoze jex — 0, bude platit velmi date i pavodni rovnice pro zgny
Al=1—1, ant=t—t,

-1, = aly At

Upravou dostaneme jednoduchy vztah linearni
I=1,-(1+art)=1,-(1+x)

Porovnanim fesné exponencialni dilplizné linearni zavislosti dostavame

e"1+x prox—0
Pfimka o rovniciy = 1 + x je tecnou exponencialni kiivky y = e* v bodé x = 0.
Kvadr ma pi teplo& t, objem Vy, = a,b,c, . Potom i teplo t ma objem

V=abc=ay,-e*-by-e*-c,-e*=V,-e**

V=V, e =Vv,-ef* pB=3a

N 1

Pro malé teplotni zémy objemu niZzeme odvodit jednodussi vztah:

e=(e")Pr(1+x)P=1+3x+3x" +x* > 1+3x
Vy$8i mocniny x mzeme zanedbat¥ — 0 = x* — 0 = x* — 0) a funkci linearizovat pro

mala x, blizici se k nule.
Pfimka o rovniciy = 1 + 3x je tecnou exponencialni krivky y = €** v bode x = 0.

Tyto dva vysledky jdou zobecnit nétu:

Ptimka o rovniciy = 1 + kx je teénou exponenciilni kiivky y = e** v bodé x = 0.
e"* ¥ 14+ kx prox—0aprokcR
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Pro mala x tedy plati:

V="V,-(1+Bat) P =3a

Priklad 2 (radioaktivni rozpad jader atdm

Odvad'te zavislost p&tu nerozpadlych jader N radioaktivniho materialiéase t, jestlize na
zatatku pozorovani ¥ase t = 0 byl péet nerozpadlych jader ve vzorl¥y a pol@as rozpadu
jeT.

Redeni:

Za polaas rozpadu klesneaipodni p@et jader na polo¢ni patet, protoZze druha polovina
jader se rozpadla rozpadesmnebeo . Potom plati:

t=0-N=N,

N
t=T->N=—2
2
N
t=2tsN=—2
1
Nﬂ
t=3T N=—
8
N, 1,k e t
t=kT = N=§=N0-(E) =N, -2 k=

Patet nerozpadlych jader exponencifkiesa sasem. Péet rozpadlych jader x §ase t je
x=Ny—N= —AN.
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Ted’ odvodime stejny zakam®Senim diferencialni rovnice. & x rozpadlych jader za maly
casovy intervalit je primo ungrny pivodnimu pdtu jader a délcéasového intervalu.

x= —AN= A-N At

A je rozpadova konstanta radionuklidu

Tento vztah oft plati pro malé zemy obou vekin (AN — 0 a At — 0 ). V tomto gipac
muzeme zniny nahradit diferencialy a dostaneme diferenci@mnici, kterou vyeSime
separaci progmnych a deéma ugitymi integraly:

dN =—4A-N-dt

-.lh"dN o
| =2 a
N 0

“Np

(InN]y, = —4-[t]g

In (i) = —At = —x

N=Ny,-e*=N, e ™

Dostali jsme vyjatkeni rozpadového zakona pomotirqezené exponencialni funkce.
Plati tedy exponencialni zavislost pre= 0

Ok¢ strany rovnosti zlogaritmujemeipzenym logaritmem:

In (2_%) = lnt:e_’-'r)

t
——-Iln2 =— At
T
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Upravou jsme dostali vztah mezi p&ésem rozpadu a rozpadovou konstantou.

| =

ZAKI: N=N,-2 T=N,-e™¥ A==

3 Zawér

Na pikladech teplotni roztaznosti a radioaktivniho ey jsme ukézali rostouci a
klesajici exponencialni zavislost mezi fyzikalnirelicinami areSeni diferencialni rovnice
dy = k - y - dt separaci progmnych.

4 PouZit4 literatura:
casopis Kvantgislo 12, rénik 1972

5 Kontakt na autora:

Mgr. Petr Mazanec

Gymnazium Plz&, MikulaSské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz
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RESENI ROVNIC VE FYZIKALNICH ULOHACH
Petr MAZANEC

1 Uvod
V piednasSce bylo ukazano wvyuziti matematickéhteSeni  kvadratickych,
exponencialnich a goniometrickych rovnit feseni fyzikalnich aloh.

2 St

Piiklad 1

Kaskadér o hmotnosti m=90 kgiyazany k pruznému lanu, pouzivanému na
bungee-jumping, o tuhosti k=50N/m a délce v neeain stavu |I=30m, s&é z vrcholu
mostu, ktery je ve vySce h nad hladindgetpady. Uéete tuto vysku, jestlize ho pruzné lano
pii padu zastaviesré nad hladinou a pak ho vymrstié¢gmahoru. Zanedbejte odpor vzduchu
pi prvnim padu a fedpokladejte, Ze landipleformaci vyhovuje Hookovu zakonu.
ReSeni:
Ulohu vyfe$ime uzitim zakona zachovani mechanické energgey lplati i zanedbani
odporu vzduchu.
Polohova energie kaskadéra v tihovém poli Zera z&atku padu v poloze 1 sdgmeni na
polohovou energii deformovaného lana v nejnizSopel2 pi padu brzdném natahujicim se
pruznym lanem. Nulovou hladinu polohové energiéhevwém poli zer volime v poloze 2.
V obou polohach je kinetick& energie kaskadéravaulo
Tedy plati:

B=-E

kex?
mgh =

Z geometrie obou poloh vyplyva vztah = I + x, jehoZz dosazenim dorgdchozi rovnice
dostaneme kvadratickou rovnici pro prodlouzZeni lampé deformaci v poloze 2.

kx* — 2mgx—2mgl =10

Podminka pro neznamé prodlouzsné
x =0
Obecré mazemeteSeni vyjatlt ve tvaru

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v roce 2013 financovan z rotpdPlzaéiského kraje



* Kk
* *
. * ¥*
evropsky IO
———

socialni & i .
MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzd&lavéni N %
fondvCR EVROPSKA UNIE ~ MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

mg + ./ m*g*+ 2mgkl
X2 = k

Ciselrt vychazi pi dosazenig = 9,81 ms >

x, = 54, 7m x, = —19,4m

ZapornéreSeni nesglje podminku pro prodlouzeni a nema fyzikalni sigebtoze lano se
nemize @ kmitu smérem vzhiru zkracovat.

Tedy maximalni prodlouzeni lanaze= 54,7m a vySka mostu
h=l+x=30m+54,7m=84,Tm.

Piiklad 2
Odpor termistoru v digitalnim teplafmu s neficim rozsahent €< 0°C; 100°C =
je funkci termodynamickeé teplotydla T v kelvinech podle vztahu
B

R=Rg-eT
kde B a R jsou konstanty pro dany polovaédivy material. B teplo& 25°C jsme nanifili
odpor termistoru 102 a @i teplo 25°C odpor 4@. Vypocitejte :

a) konstanty BaR

b) odpor termistoru b teplot 10G°C

c) teplotu ve'C, pii které ma termistor odpor

Reseni:

Vyuzijeme funkni ptedpis a matematického vztaha(e*) = x.
R, =R, - o1 T,=273,15K

R,. = Ry - o2 T, =298,15K

R,00 = Ry -e% T,=373,15K

R=Ry- eg Te(273,15K;373,15K) t=T —273,15

Vydélenim prvni a druhé rovnice dostaneme

Ru - F
=¥ kdex=—""H-—""——
st T:‘Tl

ReSenim této exponencialni rovnice logaritmovanimouobstran rovnice #rozenym
logaritmem podle vySe uvedeného matematického uziaktaneme
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3

/ R
x=fﬂ( OJ
R,q
T, -T R
B =— 1~In( n]
Tﬁ_Ti st

Ciselrt vychaziB = 2985K.

Uzitim B z prvni rovnice vyjddme pomoci vztah% =e*

R, =
RB——i—Rﬂ'Ei
el

X7

iselrt vychaziR, = 1,795-107% 0.
Dosazenim B a Rdo fteti rovnice vypoitameR,,, = 5,31 .

Z funkéniho gredpisu vyjadime

R E
—=e" kdex=—
Ry T
Resenim této exponencialni rovnice dostavame

‘R
x=1In (—)

Ry

B
T= R

In (R—BJ

B

t=—7p——273 15

Ciselrt pro R=5@ dostaneme = 18,5°C .

Priklad 3
Za jakou dobu t od gatku padu se kaskadér fildadu 1 dostane do nejnizsi polohy, jestlize
opct v tomtocasovém intervalu zanedbame odpor vzduchu?

Reseni:
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Pad nizeme rozdlit na 2 Useky — volny pad na dralze 30m nez se napne lano za dchu
a na ®j navazujicicast netlumeného kmitu na dragg= 54,7m za dobut, . Celkova doba
padut = t, +t, .

Ze vztahu pro drahu volného padu dostaneme

3

l'z:

i = 2,47s
e

t, =

Tésns pied napnutim lana ma okamzitou rychlpst= gt, = 24,26m-s™* .

Kmity kaskadéra se diky odporu vzduchu nakonec mitlua Zistane v klidu viset
v rovnovazné poloze s prodlouzenim la®ga . V této poloze je tihova sila svisle dol
v rovnovaze se silou pruziny svisle vizh. Z toho odvodime velikoat; .

F,=F,
mg = kx,

m
Xy = T.!J =17, 7m

V této rovnovazné poloze je okamzita vychyikaz této polohy i kmitani nulova. Pokud
orientujeme osu y svisle viiu, mizeme okamzitou vychylku y &ase t od z&tku kmitu
vyjadiit y = x; — x, kde x je okamzité prodlouzeni v case t

Povazujeme-liast kmitu z polohyx = 0 do polohy x = x, = 54,7m za netlumeny kmit
pies rovnovaznou polohsi = x, = 17,7m , potom jeho amplituda vychylky j®,, = x, —
x, =37m

Perioda netlumeného kmitu je

fm
T=2m- |—= 8,435
vk
auhlova frekvence netlumenych krite = :T" = % rad-s!
Patateni vychylka kmitajiciho kaskadéra case t=0 je
¥o = xp = 17,7m a pocatecni rychlost kmitanivy, = —v, = — 24,26m - s~

(vy ma opacny smeér nez osa y,a proto je zaporna!).

Amplituda rychlostiv,, = wy,, =27,58m-s %

Pro okamzitou vychylku y a okamzitou rychlost vhkadéra pi netlumeném kmitani plati
tyto vztahy v zavislosti néase t:
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3

y =y, sin(wt + @)
v =v,,  cos(wt +@,)

Dosazenim t = 0 a patg&nich podminek kmituy, a v, dostaneme soustavu
goniometrickych rovnic pro gatesni fazi kmitug, .

v
sing, = 2% =0,4784 cose, = v—“ = —0,8796

rr

Reseni této soustavy lezi v intervz{ll’fd; :r) a je rovno pblizné ¢, = 2,64 rad .

v s

¥

¥y=-¥,, =—37m av=0 Pro tyto hodnoty okamzité vychylky a rychlosti to&me
soustavu goniometrickych rovnic s neznamou t,age nejmensi kladnéeSeni libovolné

z téchto rovnic. Pro jednoduSSi vy si vybereme okamzitou rychlost, kterd je nulova
VvV nejnizsi poloze. Proto plati:

cos(wt + @y) =0

T
wt—cp,,:E—kn ke Z

Nejmensi kladnéeSeni dostaneme pro k = 1:

3m
wit, + {Pﬂ =

= 7
-

3m—2
g, =2 ~%Po

= 2,78s
2w

Celkovéa doba padu do nejnizsiho bod#t je t, + t, = 2,475+ 2,785 = 5,25s.

3 Zawér
Ve ftrech pikladech bylo ukadzano vyuziti matematickélieSeni kvadratickych,
exponencialnich a goniometrickych rovnic ve fyzikéh uloh&ch.

4 Pouzita literatura
SEDIVY, P.: Teplotni zavislosti fyzikalnich ve&in, knihovnicka FO, studijni text

5 Kontakt na autora

Mgr. Petr Mazanec
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TEPLOTNI ROZTAZNOST PEVNYCH LATEK, KAPALIN APLYN U,
TEPELNA VYM ENA A ZM ENY SKUPENSTVI LATKY

Petr MAZANEC

' UV?\(lja trech Ulohach z klasické termodynamiky bylo ukazayriti zakladnich zakan
termodynamiky a matematickéSeni &chto uloh.

2 Obsah

Priklad 1 — teplotni roztaznost

Dilatometr, na kterém je vyztian objem \{ = 100 cni a vztaZna teplota

t; = 20°C, je vyroben ze skla SIMAX, jehoz teplotni gmitel délkové roz-
taznosti jeus = 3,7 . 10° K™, Fi teplot t, = 26°C byl napl#n méienou
kapalinou a na stupnici kapilary byl atien objem . = 0,3 cni. Po z@tSeni
teploty na$ = 61°C byl na stupnici kapilary odeen objem Vs = 5,6 cn.
Urcete teplotni satinitel objemové roztaznosti gtené kapaliny.

Reseni:

Teplotni sotinitel objemové roztaznosti sklafe= 3us = 11,1.10° K™.

V= (Vi + Vi[1 +Bs(t — )] 1)

Podle vzorce (1) vypdtame objemy kapalinyipteplotach  a &:

V, = 100,30668 crh, V53 = 105,64806 crh

Plati:

Vo=Vi[1+B(t2-t)], Va=Vi[1+P(ts - )],

kde Vi je objem ndiené kapaliny P teplo& t;. Upravou dostaneme:
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V3 _Vz
ﬁ:
V2 [ﬂts _tl)_va qtz _tl)

=15400°K™

ZjednoduSenéieSeni:
Zanedbame-li teplotni roztaznost samotné kapilatzeme napsat

Vk = Vk3 - sz = V]_f) At — VlBs At = V]_(f) - Bs)(tg - tz) ~ V]_[_))(tg - tz)

ﬁ ~ Vk3 _Vk2 — 151&0—3 K -1

V1 Qts - tz)

Oba vysledky se v mezicligsnosti niteni shoduji. Miena kapalina ma teplotni sonitel
objemové roztaznospi~ 1,5 . 10° K™,

Piiklad 2 — olfivani ledu s vodou
V zimé nabral turista do rychlovarné konvice vodu s leaeteplot 0 °C, vodybylo 900 g,
ledu 600 g. Za jak dlouho se bude vod#tyai strednim vykonu konvice 2,0 kW &ianosti
85% ?
Reseni:
Hmotnost vodym, = 0,90 kg, hmotnost leduw, = 0,60 kg, teplotéy =t, =0 °C,
vysledna teplota= 100 °C. Mrna tepelna kapacita vody= 4200 J/kg .°C,
meérné skupenské teplo tani ledu= 332 kJ/kgP = 2,0 kW, &innostn = 85%,
hledana doba je
Teplo na roztéti led@, = my' It, teplo na oféti vodyQ; = (M + mp) " C - (t —ty).
Q=P n 1 je teplo dodané konvici za dobu
Sestavime kalorimetrickou rovnici pro tepelnou o
Q=Q+Q
Pnt=mplt+(m+nmp) c (t-t).
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Odtud pak dostaneme

_m I, +(ml;;;2)m[qt_tl) =488 s = 8,1 min

Voda se bude ¥# asi za 8 minut.

Priklad 3 — klasicky aerostat

Navrhrete baldén kulového tvaru piny heliem (klasicky aerostat), ktery ma
slouzit k vystupu do vySky h = 1 500 miepokladana hmotnost konstrukce
balénu (bez plynové napiha zaéze je m = 1 200 kg. Balon bude mit ve
spodnicéasti otvor, ktery umozni vyrovnavani tlaku s okotratmosférickym
tlakem (jinak by mohl aerostat po vystupispbenim petlaku prasknout).

Pro zjednoduSeniipdpokladejte, Ze teplota vzduchrt20,0°C se s vyskou
neneni a tlak se réni podle barometricke rovnice z ¢aieni hodnoty po =
=1,01110° Pa na hodnotu.p= 0,85 10° Pa.

a) Urtete potebny objem V balonu, jeho pol@mr a hmotnost my heliové
naplre pro vysku lg=0 m.

b) Jaky bude relativni ubytek hmotnosti helia pstupu do vysky h, jestlize
ve vysce b= 0 m byl cely objem V balonu vypin heliem o tlaku g =
=1,01110° Pa a tepldtty = 20°C okolniho vzduchu?

Pri feSeni pedpokladejte, Ze termodynamick&e] pri nichz se bude rovno-
mérn¢ vyrovnavat tlak helia s tlakem okolniho vzduchrglphaji dostatne
pomalu, a Zeiftom nebude do balénu vnikat vzduch.

Molarni hmotnost vzduchu V= 28,96 110 % kg.mol}, molarni hmotnost
helia My, = 4,003110 % kg.morl*. Predpokladejte konstantni tihove zrychlenf
g = 9,81 m.§%. Molarni plynova konstanta R = 8,314ndol™ - K™,

Reseni:
a) Ve vySce h musi nastat rovnovaha tihovych sizdakovou silou.
Ozna&ime-li m, hmotnost vzduchu vytt@ného balonem o objemu V ve vySce hig m
hmotnost heliové nap#wv této vysce, musi z rovnovahy sil a podle Archdoné zakona
platit
Fz— I:gHe - ng =0
(my —Mye —My)g = 0.
Mp= My —Mue
Hmotnosti plyr ve vySce h wime uzitim stavové rovnice:
_p.VIM,
RLT,
—_ pa w En\/l m

m
He R D-O
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To=1 + 273,15 =293,15 K
Pak z podminky rovnovahy sil vychazi
_V [ﬁM m~M ;n)lzpa
- R,
neboli potebny objem balonu je

1 mb_Dl; 'ESOEIO = 1380 i

a jeho polonyr je

r =31/3W =6,91 m.
4T

Hmotnost helia ve vySce)lk 0 m je dana stavovou rovnici pro vyny
objemV :

My :%me = 229 kg.
0

b) Ubytek hmotnosti helia ve vy3ce h budesémy Gbytku tlaku:

Amg, =my, — Mg =V My [ﬂpa - paO)

R
Relativni tbytek hmotnosti helia je
AMye _ P2~ Pao - _0158=-158%.
r.nHeO paO
3 Zaver

Ve trech Ulohach bylo ukazano vyuziti zakaermodynamiky f kvantitativnim popisu
fyzikalnich &ja v latkach vSech skupenstvi ( teplotni roztaznagiakn a pevnych latek, tlak
plynu) a g skupenskych fgmenach a zrénach teploty fi tepelné vynsng.

4. Pouzita literatura
SEDIVY P. Teplotni zavislosti fyzikalnich véin, knihovnitka FO, studijni text
VYBIRAL B. Mechanika idealnich plyin knihovnika FO, studijni text

5 Kontakt na autora

Mgr. Petr Mazanec
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pmazanec@mikulasske.cz
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SOUCET NEKONE CNE RADY A URCITY INTEGRAL VE FYZICE

Petr MAZANEC

1 Uvod
V piednasce byla ukazana na 2 fyzikalnich ulohach stmstisodtu nekonénétrady a
ur¢itého integralu.

2 Sta

Priklad 1

Zavislost okamzité rychlosti rovnammé zrychleného pohybu n@se je linearni funkci
v =1vg 4+ at

V ¢ase t = 0 jsou p@tesni podminky? = vp as =0.
Odvad'te funkeni zavislost drahy s n&se t.
Reseni:

a) Soutem nekonénéiady

Casovy interval
. , . t
{0:tyrozdélime na n intervalu o délce At = —~ (neN).

Pokud je n dostate¢ velké girozenécislo (nm— =), pak mizeme pedpokladat Ze wthto
kratkych intervalech se rychlost téimneznéni. Ozn&me k pdadi intervalu od zgtku

pohybu § € {1.2.3,......n}).
Ur¢ime rychlostive a drahy s, = v, - At v téchto intervalech.

k=1t =uat 1J'1=Uu+ﬂﬂ.t 5y =1y - At

k=2 t=2At v, = vy + 2adt 5, = v, - Al

k=k t=EkAt v, =vy+ kadt s, =vy - AL

k=n t=nAt v, = v, + nadt s, =v, -t
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3

Celkovou drahu s(n) v intervak@: t} pro zvolené déleni n intervalu vypoéteme

" ]
sin)= Sy 4S5z 4+-+Sp+ 45, = Zsk =_~.t-z v
k=1 k=1

ka— zfvu + kaat) = zl’u+ﬂﬂ-t Zk—ﬂvu+aﬂ n(n+1]

k=1 k=1 z

Pri vypoctu predchoziho satiu jsme vyuzili znamy vzorec pro smt pirozenychéisel od 1
don:

i

Z = n[nz+ 1)

k:i
Z vySe odvozenych vztétplyne:

nin+1)

s(n) = nvost+alA[6]? - —

t
Po dosazeni X' ~n a Upra¥ dostaneme

n+1
"?

s[n] = vgt + at” -

vvvvvv

n+1l 1
Tedy celkova draha® sim s =vot + at” - lim 7= = vet + at® - 5

Matematicky jsme provedli séat nekonénéiady pomoci limity poslounosti

1
n+1 1+H
2

fln) =

1
Z predchozi Gpravy a z toho, 3827 = @ vyplyva, zelm /0 =

at®
Zavér: s=vat+—
2
Tato Uvaha o s@tu nekonénychtad velmi malych kladnycbisel blizicich se k nule
dovedla Isaaca Newtona k objevu integralnihétyno
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b) Pomoci uéitého integralu

V zapise witého integralu je dt-::f::-ﬂ Urcity integral funkce v(t) v mezich od O do t
(v intervalu{0:t}) je roven so&tu nekonénéiady vieSeni a).

4
o

14 14 14 14 t:
s=_£ v-dt=_£(t=0+ﬂt]'dt=t=0+_£ dt+r:t+_!; t-dt:tro+[tlf,+n-[E]

o at?
Ziver: s =vot+——

Vyuzili jsme pravidla a vzorce pro vypet ukitého integralu, p jejichz znalosti velmi rychle
dojdeme ke stejnému vysledku.
Priklad 2

Tenka tg o hmotnosti m a délddezi na ose x s levym krajnim bodem \@ilu soustavy
souadnic a zéne se oté&et kolem osy z thlovou rychlog# tak, Ze je stale kolma na osu z (

Z je pevna osa aténi a poatek je pevny bod ¢ @i ot&eni). Ukete kinetickou energii tie
pii ot&eni.
Reseni:

a) Soutem nekonénérady

] : S 1
Délkovy interval tge x € {0: 1) rozdelime na n intervali o delce Ax = . (n e N
Pokud je n dostate¢ velké girozenécislo (r = ), pak nizeme pedpokladat ze jsme dy

rozclili na n hmotnych bod@l o stejné hmotnosft™ = . Ozn&me k pdadi hmotného

bodu od poatku soustavy sdadnic k € {1.2.3,......n}).
Uréime rychlosti vz a poloméry otacenir, a kineticke energie E;  t&chto hmotnych
bodi.

z
Amvy
2

k=1ry=sx vy=ryw E; =
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3

Amv;
k=2 r» =2Ax v; =1Tw E;, = >
Amuvj,
k=k r,=kAx vp=r1rrw E = >
Amvs

Celkovou kinetickou energii E(n) &g
vypocteme jako sotet

"

Em)= ) E,

k:i

H
,  Amw? . Ame? - (ax)? »
E v = E ry="——5—"-—- k

Pro soget druhych mocninifrozenychéisel od 1 do n plati vzorec

Z K2 n{u + 1}{211 +1)

Uzitim vzorce dostaneme

amw? - 0x)? -nn+ DEn + 1)
12

E(n) =
Po dosazeni z&m a Ax 7z yySe uvedenych vztaldostaneme po Upréav
mw?l? (n+ 1)(2n + 1)

E(n) = . 5

12 n

NIV s
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]1m E(n)y=1lim mw”1* - (n + 1)iZn + 1)
Tedy celkova kineticka energle n— Cme= 12 n?

3

ma’ 1* . n+12n+1) me’l? ”_ me” 1?

T 12 nem n? “T12 "7 e
}tiq:n('”lfff“'l} lim (1+1)(z +%)=(1+UJ[2+UJ=2
Ziver: E ma? 1?
arer: = 6

b) Pomoci u&itého integralu

Polomer ot&eni hmotného bodu o hmotno®ft = 1M, A7 4 qajce

dx = lIm AX |, holoze o sotadnici x jer = x - Jeho rychlost = re = xw.

T
) ., . ., dm= —-d . ., ,
Diferencial hmotnosti izeme vyjadit vztahem m " pomoci diferencialu délky.

Diferencial kinetické energi‘é"E = HmAE iveme vyjadit pomoci diferencidlu hmotnosti:

dm - v2
dE =

2
Po dosazeni vySe uvedenych vitahipra¥ dostaneme vztah mezi diferencialy dE a dx.

mew’® p
9y X ax

dE =

Urcity integral diferencialu dE v mezich od 0ldpv intervalux € {0:1}) je roven sottu
nekongnéiady vieSeni a), a tedy celkové kinetické energiety

;rcu" mew?®
E= _Lcus J; Cdx =

Opet jsme velmi rychle doSli ke spravnému vysledku pohugitého integralu.

[13]! mw? 1 mw?l?
T2l 3 6

Stredisko sluzeb skolam, Pizelastkova 78
Podpora talentovanych zak Plzaeiském kraji
CZ.1.07/1.2.03/02.0001
Tento projekt je v roce 2013 financovan z rotpdPlzaéiského kraje



L ]
*
* ** Wr I.- 3
* . ®
***** Lg /A

MINISTERSTVO SKOLSTVI,

*
*
evropsky
socialni
¥ 4 fondv R EVRO

3 Zawvér

OP Vzdélavani '] W' 5
PSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkur:nceacl':opnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Bylo provedenaeSeni dvou fyzikalnich aloh, na kterych byl ilustia ugity integral
jako soudet konvergentni nekowteé rady, pomoci kterého je definovan v matematickée

analyze.

4 Pougzita literatura:

Casopis Kvantgislo 10, rénik 1983

5 Kontakt na autora
Mgr. Petr Mazanec

Gymnazium Plzg, MikulaSské nam. 23
pmazanec@mikulasske.cz
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FYZIKA A HUDEBNIi NASTROJE
Josef PERIK

1 Obsahem grispévku je popis a vys¥tleni nékterych fyzikalnich jeva probihajicich
v klasickych hudebnich nastrojich.

2 Definice hudebniho zvuku —ténu a jeho vytvgeni.

2.1 Ténem nazyvame zvuk, vznikajici v klasickych hudebich nastrojich periodickym
kmitanim:

pruznych dewveénych platki (klarinety , hoboje)

listovych pruzin (harmonika)

umelych ¢i prirodnich blan (tympany, buben)

strun (housle, klaviry, kytary, loutny, vozembouch)

hudebnikovych ft (horny, trubky, pozoun)

narazem proudu vzduchu na ostrou hranu otvorw’glyisi varhan).

2.2 Dalsi fyzikalni déje, které se podileji na vzniku a trvani tonu u klaickych hudebnich
nastroji:

mechanicka rezonance ozwiych skinek nastrofi

stojaté vigni vznikajici v trubicich dechovych nastioj

Helmoltzovy rezonatory.

3 Harmonicka analyza periodickych pribéha a jeji vyuZiti k ur éeni vySky a barvy ténu.
Pojem prvni harmonické adani vysky tonu.
Pojem vys8i harmonické aceni barvy tonu.
Uréeni hlasitosti tonu
Ohmiv akusticky zakon a praktické &eni jeho platnosti.

4 V prispévku jsou uvedeny rékteré fyzikalni déje probihajici v klasickych hudebnich
nastrojich véetné jejich praktické realizace a experimentalniho o¥feni.
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VYBRANE PROBLEMY Z NAUKY O KMITECH A VLNACH
Josef PERIK

Pirispévek navazuje na prvni¢ast wénovanou hudebnimu zvuku-ténu a to popisem a
vyswétlenim fyzikalnich déja které se podileji na vzniku a trvani tonu ¥etné simulacnich
a realnych experimenti.

1 Mechanicka rezonance ozwinych skifinék nastroji

Pruzna soustava (oscilator) je schopna po uvedeni d
kmitavého pohybu vohkmitat na jisté frekvenci, nazyvané
vlastni kmity soustavy. U skuteych oscilatoit bez gisobeni
vnejSi energie amplitudy ubyvacasem a takove kmity
nazyvame tlumené. Ke zmenSovani amplitudy krddchazi
hlavre vlivem ztrat energigénim kmitajicihodlesa o okolni -

prOSfedl" Rezonance

Pro udrzeni amplitudy kmiitmusi na oscilatorgsobit . -

periodicka ve;jsi sila, jako na obrazku vpravo. Prditou ‘ —
0

periodu vRijSi sily Ize dosahnout tak zvané mechanické
rezonance, kdy je amplituda kiinihejwtsi.

Jevu mechanické rezonance se vyuziva v @aweh skinkach
hlavre strunnych hudebnich nastiioKmity strun se fenesou na ozvmou sKinku a i
jeji vhodné konstrukci nastane jev mechanické raaoa a dojde k zesileni pasmaiiton

| Legenda:
— MMax. vychylka
By 0 |- Okamdita vychylks:

2 Stojaté viréni vznikajici v trubicich dechovych nastroji

Interferenci dvou vin stejné amplitudy a stejnyttovych délek postupujicich touz
bodovouradou stejnou fazovou rychlosti proti gokznikne stojata vina s kmitnami o
dvojnéasobné velikosti. Vznikthto dvou vin nastane odrazem na volném nebo pekoéci
bodovérady. Vhodnou volbou délky bodovady dojde k zesileni tdrurcitych frekvenci.
Jevu se vyuziva hla¥ru dechovych hudebnich nastrdj
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3 Helmoltzovy rezonatory.

Helmholtziv resonator je dutina &itého
objemu majici na jedné stratev. hrdlo utité
délky a ptiméru a na druhé strérizv. vyfuk.
Tento resonator zesilujedita pasma kmitéta v
zavislosti na objemu dutiny a na délce @anp¥ru
hrdla podle vztahu r Y,

340 T*P
2* V*| V* | %

U ozvwnych skinek hudebnich néstrij tvori
hrdla Helholtzovych rezonatbmagiklad tzv. efka
jako u housli, kontrabasu apod. nebo kulaté otyaky nagiklad u kytar. Jako Helmholix
rezonator pracuje i Ustni dutina a rty, kdyémou objemu Ustni dutiny a Spulenim dochazi
k zesileni utitych frekvenci (formarii).

4 V prispévku byly piedvadény hlavné simulaéni i realné experimenty demonstrujici
vySe uvedené fyzikalni dje.

5 Pouzita literatura
Prezentaceéasti vyuky gedmeétu Kmity, viny, akustika ve druhém ¢niku studia na PeF.

6 Kontakt na autora
Josef Pétk Dr. Ing.
Petrik@kmt.zcu.cz
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VLNOVA OPTIKA V P RiIKLADECH
Jitka PROKSOVA

1 Uvod
Mezi jevy vinové optiky pat predevsim interference, polarizace a difrakc#lay
Semind se zabyva zmémymi jevy v nasledujicichifkladech.

2 Priklady k procviéeni
(v zavorkach jsou uvedeny vysledky jednotlivydfklada)

1. Pfi Youngow pokusu byla vzdalenostéghin od stinitka 50 cm. Jejich vzgjemna
vzdalenost byla 0,1 mm. Vyptite, jak daleko se nachazi 3. jasny prouzek fialovéh
swtla od centralniho maxima. (6 mm)

2. Na stinitku, které je od dvogbiny vzdaleno 80 cm, pozorujeme interfenein
prouzky. Utete vinovou délku a barvu &la, je-li jejich vzdalenost 2,5 mm a
vzajemna vzdalenost&bin 0,2 mm. (625 nm)

3. Naklonené plochy sklegného dvojhranolun(= 1,5) sviraji kolmici na optickou osu
Uhel 2°. Pred hranolem je ve vzdalenosti 10 cndri§ina, kterou na & dopadaji
monochromatické paprsky vinové délky 590 nm.cdte rozdil interferetnich
prouzki ve vzdalenosti 1 m. (0,185 mm)

4. Na olejovou skvrnu (tlouky 0,2 4m) na vodni hladi&d dopadd kolmo bilé stio.
Urcete, jaka barva se nebude odrézZet a kter4 se adepdcte. Pedpokladejte, Ze
rychlost &feni setla v oleji je 211G ms™. (max - fialova, min - Zlutd)

5. Mydlova blana o indexu lomu 1,33 sé& golmém dopadu s#la jevila jako modra
(A =450 nm). Jakou #ta tloug’ku? (84 nm)

6. Na optickou niizku (100 vrym na 1 mm) dopadéa kolmo svazek biléhstlsvy Pomoci
spojky (f=30cm), kterou umistimegre za ntizku, se vytvdi na stinitku spektrum.
Vypocdtéte, v jaké vzdalenosti je od sebervena a fialova barva ve spektruradu.

(22 mm)

7. Sodikové s#tlo dopadad kolmo na nezndmou ohybovouiziku. Na stinitku
umiséném 25 cm od #izky vznikaji d¥ maxima 1.{&du, jejichz vzijemna
vzdalenost je 3,6 cm. Tete parametry hizky. (1200 vryfl na 1 cm)

8. Ohybova ntizka je os¥tlena kolmo svazkem bilého &la. Zjistéte, zda se rive
nektera barva ze spektraifidu Upl@ prekryvat s gkterou barvou spektra 2adu.
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9. Kolmo na Strbinu dopada sitlo o vinové délce 450 nm a na stinitku se objaeds2.
tmavého prouzku pod uhle®14 . Uréete, pod jakym uhlem bude mozZné pozorovat

stred 4. tmavého prouZzkuipsvétle o vinové délce 760 nm. (18
10.Urcete nejetSi fad spektra, ktery jeStvznikne i ohybu Zlutozeleného sila
miiZkou, ktera ma 2000 vryma 1 cm délky. (9)
3 Zavér

Jevy vinové optiky jsou zajimavégulevSim svym praktickym uzitim ¥mém Zivot,
proto uvedené fiklady slouzi jednak k rozliSenédhto jevi a pak k poznani, jak pouzivat
zakonitosti vinové optiky, které studenti SS prapive vyuce.

4 Pouzita literatura
FUKA, J., HAVELKA, B. Optika a atomova fyzika 1. tyd. Praha: SPN, 1961. 842 s.
MALY, P. Optika, 1. vyd. Praha: Academia, 2008, 362SBN 978-80-246-1342-0

5 Kontakt na autora

RNDr. Jitka ProkSova, Ph.D.
odckleni fyziky KMT FPE Z°U v Plzni
proksovj@kmt.zcu.cz
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ZAJIMAVE JEVY ATMOSFERICKE OPTIKY
Jitka PROKSOVA

1 Uvod

Jevy atmosférické optiky patdiky své pestrosti a napadnosti k zajimavym Gkgzse
kterymi se niZzeme na obloze setkat. Dochati mich k lomu a odrazu stla, k disperzi a
rozptylu s¥tla a k projewm vinové povahy sitla (interferenci a difrakci). Barevnost
optickych Ukan v atmosfée zalezi i na povaze a velikostst&ek, na kterych se stlo
odrazi, lame, sklada, ohyba, rozptyluje a rozklada.

Prednaska se zabyva zraftymi jevy podrobg v nasledujicim sledu.

2 Refrakéni jevy

Refrakéni jevy vznikaji @i praichodu s¥tla atmosférou, if}xemz zdroj je bdto vre
nebo uvnit ovzduSi Zems. Podle toho &ime projevy refrakce na astronomickou a
terestrickou.

2.1 Astronomicka refrakce

Zdroj swtla je vre atmosféry (nap Slunce). Rrchodem s#tla nehomogennim
prostedim (zemskou atmosférou) dochazi stale vice k l&@mwkolmici, takze pozorovatel
vnim4 vzdaleny zdroj v jiném métnez ve skutaosti je. Oisledkem astronomické refrakce
je nag. zploSeni slunéniho kotode u obzoru, prodlouzeni trvani dne apod.

2.2 Terestrické refrakce

Zdroj swtla je uvnit atmosféry (naip plocha odrazejici slutei z&eni v oaze na
pousti). Pozorovatel tak vnima vzdalenéegméty blize (fata morgana v pousti nebo
v arktickych krajinach). Vyklad o obou typech rédta je doprovazen obrazky a feiinymi
vztahy.

3 Duha

Rozkladem sgtla na vodnich kapkach v atmokfése vytvd duha. Rozeznavame
nékolik typa — primarni (zfisobenou jedinym vriihim odrazem sdla v kapce vody),
sekundarni (dva vriti odrazy) a terciarniiftodrazy). Barevnost ai¥a duhy zavisi také na
velikosti kapek, coz je v tétgasti frednasky diskutovano spolu s rozdily mezi jednottivy

typy duhy.
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4 Soumrakové jevy

Typické projevy podv&erni oblohy —¢ervanky, iridiscence oblaék glorie a dalSi efekty
se souhrn& nazyvaji soumrakové jevy.ubaz ve vys¥tleni je kladen i na rozdily mezi
astronomickym a afanskym soumrakem.

5 Halové jevy

Jevy, ke kterym dochazi odrazem, lomem a interférewtla na ledovych krystalcich
nazyvame halovymi jevy. Fatsem nap malé a velké hald, halovy sloup, cirkumzenitalni
oblouk, Parryho oblouk, parhélia a dalsi.

6 Zaver
Jevy atmosférické optikyijtahuji na obloze pozornost, proto je uéité unét mezi
nimi rozliSovat a dokazat tak uzivat zakonitostilop které studenti SS probiraji ve vyuce.

7 Kontakt na autora

RNDr. Jitka ProkSova, Ph.D.
odckleni fyziky KMT FPE Z°U v Plzni
proksovj@kmt.zcu.cz
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KEPLEROVY ZAKONY
Miroslav RANDA

1 Uvod

Keplerovy zakony a Newtdiv gravitatni zakon, ktery je Newtonovu grawit@mu
zakonu ekvivalentni, jsou zakladnimi zakony, kigo@isuji pohybdles ve slunéni soustaw,
ale také pohyby dvojlézd a pohyby hézd v galaxiich.

2 VyuZziti Keplerovych zakoni

Keplerovy zakony umatuji urit zakladni charakteristiky pohybuelés slunéni
soustavy, zejména planet, trpaklh planet, planetek a komet, ale ré¥rpohyb ngsiai a
pohyb druzic a sond.

ProtoZe se uvedené zakony probiraji obvykle aZtiealrd Skole, sklada se lekce ze
dvoucasti.

V prvni ¢asti jsou jmenované zakony podrélprodebatovanydetre riznych zgisohi
formulace zakoml, a to jak pro fipad problému jednohelesa, tak i v fipadt problému dvou
téles (vyuzivaného ndfklad pro dvojhézdy). Ritom je zvlaStni pozornost émovana
formulaci Keplerovych zakan v prirozenych jednotkach pro¢lesa slunéni soustavy
(v astronomickych jednotkéch, rocich a hmotnosticimce).

Ve druhé casti jsouteSeny ulohy ziedchozich rénika fyzikalni a astronomicke
olympiady, dale Ulohy ze sbirek Uloh z astronomistaofyzika (Siroky, Siroka, 1973 a Stefl,
Krticka, 2002) a ze studijnich téxFO (Ungermann, Volf, 1985 a Volf, JareSova, 2009pu
rovnéz ukazany ulohy tykajici se padu v radialnim givitm poli Slunce a Ze#na ukazano
feSeni takovych uloh bez pouziti integralnihoctpp ale s vyuzitim zakan pro pohyb
v gravitatnim poli.

3 Zavér
Keplerovy zakony popisuji pohybglés ve slunéni soustay i pohyby dvojhézd a
hvézd v galaxiich.

4 PouZzit4 literatura

STEFL, V., KORCAKOVA, D., KRTICKA, J. Ulohy z astrofyziky. 1. vyd. Brno:
Masarykova univerzita, 2002. 82 s.

UNGERMANN, Z., VOLF, I.: Pohybdesa v radialnim gravitmim poli. Praha: SPN, 1985.
VOLF, I., JARESOVA, M. Fyzika je kolem néas (Pohyigies v planetarni soustév 1. vyd.
Hradec Kralové. MAFY, 2009.

SIROKY, J., SIROKA, M. Zéaklady astronomie viikladech. 2. vyd. Praha: Statni
pedagogické nakladatelstvi, 1973. 158 s.
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5 Kontakt na autora
RNDr. Miroslav Randa, Ph.D.
Zapaddeska univerzita v Plzni
randam@kmt.zcu.cz
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SEMILOGARITMICKY TVAR CISEL VE FYZICE AV ASTRONOMII
Miroslav RANDA

1 Uvod

Ve fyzikalnich vypdtech setasto setkame s velmi velkymi, nebo naopak velmiymal
¢isly. Tatocisla zapsana ,normaity tedy pomoci znéného pdétu nul, jsou nefehledna a i
pii zachovavani pravidla odibvani trojic cifer malymi mezerami trva relativalouho, nez
¢lovek takovécislo rozlusti. Velmicasto se takovéisla vyuZivaji pi zapisu astronomickych
Udayji ¢i pii feSeni astronomickych uloh.

2 Semilogaritmicky tvar ¢isel

Semilogaritmicky tvatisel se normakhprobira az na #dni Skole ve druhém agetim
roéniku. Vychazi totiz z funkce logaritmus, jejiz zdt@uti je pordrné obtizné. Resto
samotny princip semilogaritmického zaptggel je srozumitelny i pro Zaky zakladnich Skol a
odpovidajicich rénika viceletych gymnazii a umaidje s pomoci kalkutky provadt i
komplikované vypoty.

Vyklad zane zapisentisel, kterd jsou nasobkem deseti, a kde je zapisofuchy a
srozumitelny. Poté nasleduji céiselné nasobky takovychisel. Po zvladnuti nasleduje
ukazka jednoduchych matematickych operaéitdni, oditani, nasobeni aghéni) s &mito
¢isly a odvozeni pravidel pro nasobenibedi semilogaritmicky zapsanyc¢isel.

DalSim krokem je pak zapt$sel menSich nez jedna a régrprocviceni matematickych
operaci s takovymiisly jednak za pomoci kalkuily, jednak bez jejiho pouZziti.

Posledniasti lekce je vyuziti nabytych kompetendekeni jednoduchych fyzikélnich a
astronomickych uloh (gravikai sila mezi déma hmotnymi objekty, elektricka sila mezi
dvéma elektrony a protony, vypet rychlosti planet kolem Slunce a doby, za ktépileso
béZnou rychlosti urazilo vzdalenost kébici, k Jupiteru, mezi dwma hwzdami, nafic
Galaxii, ...).

3 Zavér
Semilogaritmicky zapigisel je velice Ginnym nastrojem pro fyzikalni a astronomické
Vypocty.

4 Kontakt na autora
RNDr. Miroslav Randa, Ph.D.
Zapaddeska univerzita v Plzni
randam@kmt.zcu.cz
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ZA CO MUZOU MOLEKULY
Vaclav SOUKUP

1 Uvod

Fyzikalni vlastnosti latek a jejich chovani jsodiawény jejich strukturou. Mechanika
kapalin a plyfi od této struktury odhlizi. je proto pochopiteln#&e fada fyzikalnich
zakonitosti, které plynou z mechaniky kapalin anplyzcela pesrE neplati. Odchylky
v chovani je mozné vystlit zohledrénim ¢asticové struktury latek.

2 Fyzikalni jevy podminéné molekulovou strukturou latek

2.1 Plati 1+1 =27

Smisime-li v dlouhé trubici stejné objemy vody laulia promichame, vysledny objem
smesi bude mensi nez st pivodnich objemd obou kapalin. H¢ina je v existenci
mezimolekulovych prostér (a tedy existence molekulové struktury) obou kiapal
Modelovou situaci je mozno znazornit pomocisikoralki dvou tiznych velikosti.

2.2 Kolik molekul je?

Johann Josef Loschmidt odvodilged molekul v 1m a zd&) byla odvozena Avogadrova
konstanta. Hodnotythto konstant ukazaly na obrovskyépomolekul (NO = 268.1023m-1,
NA= 6,02.1023mol-1 a umdakji vypctitat objemy a hmotnosti molekul.

2.3 Jak se molekuly chovaji?

Rada pozorovani doklada, Ze molekuly jsou v neustatéeusptadaném pohybu.
Brownav pohyb pylovych zrnek pozorovany v roce 1827,\8lg\étleny Einsteinem (a za to
Nobelova cena) Ize simulovat pohybem malych kdréi& sklegné misce, fimisime-li mezi
né vétsi koralek. Difuze navic doklada vliv teploty ngchlost molekul. V teplé vad
probihne rychleji nez ve studené.

Rychlost molekul Ize ®fit. Ukazuje se, Ze podil molekul s danou rychlgstipi urcité
teplo€ konstantni. To umditije vypaitat stedni kvadratickou rychlost a celkovou energii
neuspdadaného pohybu molekul.

Dukazem pohybu molekul a zavislosti jejich rychlostiteplok je téZ roztaznostles.
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2.4 Plave kovovy pedmét na hladiné kapaliny, kterd ma mensi hustotu nez pedmét?

Archimédiv zdkon rco takového ndjpousti. Existuje-li na povrchu kapaliny
dostatén¢ pevna povrchova vrstva,itbe se na ni kovovyipdmeét udrzet. Povrchova vrstva,
kapilarni elevace a deprese, existence kapek jdmledkem silového sobeni mezi
molekulami uvnik latek, ale i mezi molekulami latek ve vzajemnényko.

3 Zaver

Spravné pochopeni chovani molekul ukrdtek umoiuje vyswitlit a vyuZzit fadu
fyzikélnich jevi, se kterymi sedZné setkAvame vifirock i v praxi.

4 Pouzita literatura

V textu nebylo vyuzito Zadnych citaci.

5 Kontakt na autora
RNDr. Vaclav Soukup

Masarykovo gymnazium Pli#e

soukup@mgplzen.cz
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ZA CO MUZOU NABITE CASTICE
Vaclav SOUKUP

1 Uvod

Fyzikalni vlastnosti latek a jejich chovani jsodiawény jejich strukturou. Vazby mezi
molekulami jsou podmimy existenci elektrickych nahioj Ty pak ovliviuji rozpustnost latek
a jejich chovani v elektrickém poli.

2 Nabité ¢astice v latkach

2.1 Voda jako rozpousédlo

Rozborem struktury molekuly vody lIze odvodit, Zematkysliku je nabit zapo#n
atomy vodiku klad& Dasledkem jejich vzajemného fifahovani je existence vody
v kapalném skupenstvi za normalni teploty a rozgougontech slotenin ve vod. Vzniklé
ionty se obaluji molekulami vodyydratace) a to znemidje opEtovne vytvdeni
krystalu, neni-li voda odpana.

2.2 Vznik ionti

Pra¢ se elektroskop vybije, fplizime-li k tmu plamen svky? Dojde k ionizaci
vzduchu, zvySi se vodivost vzduchu. K ionizaci jgno dodat ionizéni energii. K ionizaci
muze dojit i narazem, a to tim snazam je tlak plynu nizsi, nelos klesajicim tlakem roste
stredni volna dréha elektrara ionti.

2.3 Jak se ionty chovaji?

V elektrickém poli se ionty pohybujicinkem elektrickych sil. Jejich pohyb je spojen
s p'enosem hmoty, které popisuje |Faradayakon pro elektrolyzu. Lze jej odvodit ze
vzajemné urérnosti geneseného ndboje a hmotnosti latek vigmych na elektrodach.

2.4 Jakeé napgti ,vyrobi“ naSe télo?

Uchopime-li do jedné ruky &lénou destiku a do druhé ruky desku zinkovou, které
jsou @ipojeny k voltmetru, ukazerfstroj nagti. Fricinou je vznik iont na styku kowu a kize
a vodivost lidského¢ta zpisobeného ionty obsazenymi dleisnych tkdnich. Obsah idnt
muze i vypovidat o zdravotnim staglovéka.
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3 Zaver
Spravné pochopeni chovagastic s nabojem umagje vyswtlit a vyuzit fadu
fyzikalnich jeva, se kterymi sedZn¢ setkavame vijirodk i v praxi.

4 PouZzit4 literatura
V textu nebylo vyuZzito Zadnych citaci.

5 Kontakt na autora

RNDr. Vaclav Soukup
Masarykovo gymnéazium Pl#e
soukup@mgplzen.cz
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VZDALENOSTI VE VESMIRU
Zuzana SUKOVA

1 Uvod

Kazdy vi, Ze naSe sluti@ soustava a naSe Galaxie jsou veliké, até bhychom mit
také fedstavu, jak moc veliké jsou. Konkrétni razgnmizeme snadno zjistit na internetu,
ale i kdyZz zname vzdalenost ve vesmiru, tak sinjohdy nedokdzemeibec gFedstavit. Jak
velka by asi byla Zet) kdybychom Pluto zmenSili na zrnko gep Sestavme spéle& model
planet z ovoce ailizme si i roznéry mimo slunéni soustavu pomoci nazornych madel

2 Modely vzdalenosti
Béhem pednasky si pblizime roznéry v naSi slunéni soustay, hwzd a Galaxie
pomoci ndzornych model

2.1 Modely sluné€ni soustavy

Zijeme na plangt Zemi, ktera je jednou z osmi planet nasi sahesoustavy. Nasi
hvézdou je Slunce a kazdy vi, Ze je mnoheit$iy nezZ ostatnilesa nasi soustavy. Jaké ale ty
rozmery jsou? Zkusme siipdstavit model, kde by trpasliplaneta Pluto byla velik& jen jako
zrnko pepe. Zaci dostali prévtakovy Gkol a pomoci Keni, ovoce a zeleniny kulatého tvaru
(pep, nové kdeni, dechy, hroznové vino, mandarinky, pome&nzeli, meloun, ...) #ii
model vytvdit. Spravnych hodnot se po odhadnuti doberou &gm. Slunce by naklad
mélo rozmery obii dyrg. (Mach&ek 2008, Sukova 2012)

Kdyz uz mame model paodri velikosti, zkusime si nejprve odhadnout a pakpogitat
vzdalenosti jednotlivych objektv modelu. | tyto hodnoty jsou pro zakgsto gekvapivé,
protoze Pluto by od Slunce v modelu bylo vzdalehén6 Je to stejné, jako bychom na celém
Uzemi mEsta Liberec nebo Hradec Krélové umistili pouze jedkii dyni, 4 citrusy, 2 #3ky
a 2 hrasky. (Machi&ek 2008)

Obdobnym modelem @ize byt umisini Slunce o pimeéru 93 m (néritko 1:15 000 000)
na Staroristské namssti v Praze. V tomto #iitku nam planety pokryji velkodast Ceské
republiky — napiklad Zeng o prtiméru 85 cm bude v Léanech v Praze, Saturn oapweru
7,8 m v Pardubicich a Neptun aipwéru 3,3 m vCeském BSins.

2.2 Jak daleko je ke hézdam

Po Slunci nejblize je k nam &da Proxima Centauri, ktera je vzdalena jen 4,24
swtelného roku. Myslim si ale, Ze totdslo si wtSina lidi ogt nedokaze f@dstavit. Zaci
dostanou proto za ukol vypitat, jak dlouho by k nidZel gepard rychlosti 100 km/h a jak
dlouho by Selclovek rychlosti 4 km/h. Ot je prekvapive, Ze k naSi po Slunci nejblizsi
hvézde by ¢lovek Sel vice nez miliardu let, coZz znamena, Ze bgaseestu musel vydat jako
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jedna z prvnich eukaryotnich hikn Gepard by paeboval necelych 50 000 000 let — vyrazil
by tedy jako jedna z prvnich praSelem. (Sukova 2013

2.3 Souh¥zdi Orion

NejznangjSi zimni souh¥zdi Orion se sklada ze 7 velmi jasnychéinl. Papirovy
model ndm ukaze srovnani velikosti i dalSich patemjdnotlivych h¥zd (povrchova
teplota, vzdalenost o Zam...). Veédéli jste nagtiklad, Zecerveny obr Betelgeuse ma polém
tisickrat i nez nase Slunce? Zéaci si na tomto modépomenou, Zze soulzdi vznika
pouze promitnutim kszd blizko sebe na nebeskou klenbu, ale ve &kotti spolu tyto
hvézdy nijak nesouviseji.

2.4 Model nasi Galaxie

A jak si mizeme piblizit nasSi Galaaxii? Jedna se o kowlpcku nebo spisSe disk? Pro
sezndmeni se s tvarem naSi Galaxie a jejimi ¢pzdéci ot vypatitavaji roznéry modelu.
Tentokrat si celou Galaxii aeme velmi dote pirovnat ke kompaktnimu disku (CD),

T

dosahuje pouhych 5 000&glInych let a po okrajich jen 1 000geinych let. (Sukova 2013)

3 Zawér
Diky péti jednoduchym modém si Zzaci mohli udat alespé ¢ast&nou spravnou
piedstavu o rozgrech v nasi slurdai soustay, hwezdach a tvaru nasi Galaxie.

4 Pouzité literatura

MACHACEK, M.: Fyzika pro gymnézia — Astrofyzika. 3. vy@taha 2008, nakl. Prometheus,
143 s. ISBN 978-80-7196-376-9.

SUKOVA, Z. Kdyby gepard vyrazil coby pradelma, ug dorazil na Proximu Centauri .
Skolska fyzika [online]. 2012, o IX, & 4. [cit. 25. 8. 2013]. Dostupné na internetu:
http://sf.zcu.cz/cs/2012/4/1-kdyby-gepard-vyrazibg-praselma-uz-by-dorazil-na-proximu-
centauri-i
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VESTA — POSLEDNI Z PROTOPLANET
Ondtej TRNKA

1 Uvod

Vesta je planetkou hlavniho pasu, jez byla objey®@ham patrani po zbytcich dogié
rozpadlé planety mezi Marsem a Jupiterem. O obgepastaral Heinrich Wilhelm Mathias
Olbers v roce 1807. Byla to jiz druhda planetka,rdtietento mecky lék& a astronom
objevil. Jméno Vesta vSak od matematika Carla Fehdr Gausse, ktery v té dolsvymi
vypocty pomahal pi objevu rekolika planetek. Vesta byléimska bohya ctnosti, ¢istoty
a rodinného krbu.

2 Zdroje informaci o Vesg

Jako u ostatnich planetek nebylo mozné tehdejSiistrpji zjistit jakékoli podrobnosti.
| pii nejwtSich z¥tSenich se planetky jevily jen jakotizd body a tak se brzy po jejich
objevu z&aly nazyvat asteroidy (kzdam podobné) a po&d malé planety,¢i planetky.
Odhady velikosti sedenily v fadu rekolika stovek kilometk a az v poslednich dvou
desetiletich se podito shromazdit vice detaijSich informaci. Hspély k tomu ol¥i Keckiv
dalekohled na Havaji a Hulite kosmicky dalekohled. Diky jejich rozliSeni se pilb
nasnimat povrch Vesty dostate detailrg, aby bylo mozné it jeji tvar. Spektroskopy pak
urcily chemické slozeni mineriélna povrchu a specialni filtry odhalily rozlozenjibvanych
minerah na povrchu.

Srovnanim pozorovanych dat se spektry metiecs@ pod#lo zjistit, Ze Vesta ma
piimou souvislost s getnou skupinou pozemskych meteribzn&ovanych zkratkou HED
(predstavuje asi 5 % vSech meteritHED ozn&uje prvni pismena naévii podskupin:

- Howardity - meteority fevazié z povrchu planetky

- Eukrity - meteority ze g&dnich hloubek

- Diogenity - meteority z &Sich hloubek

2.1 Vesta fred priletem sondy Dawn

Na konci tisicileti se tedy édélo, Ze Vesta je éteso tvaru trojosého elipsoidu
s poloosami 289 km, 280 km a 229 km. Hmotnékst je asi 279 x mesSni nez hmotnost
Mésice a sedni hustota dosahuje 3,7 g/cma. $foZeni z minerdl typickych pro danodéast
Sluneni soustavy by wtese bylo zastoupeno asi 86 % hornin a 14 % Zeleza.

Dale podle mnozstvi a rozloZeni krditge patrné, Ze Vesta se n&m vlivem vnitnich
procesi a nechrani ji zadna atmosféerait®mnost vylevnych hornin (baza)t tvar €lesa,
i sloZzeni materidl na povrchu nagdcuji tomu, Ze Vesta byla z patku vulkanicky aktivni
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a v celém objemu v tekutém stavu. Taiggbilo vnitni diferenciaci, tedy vyti@ni hutného
kovového jadra d@idSiho minerélniho plaSta kiry. Kvali svému malému rozsmu nema
Vesta snahu navracet se do kulového stavu i poutijha tak mize byt na jeji jizni polokouli
obrovsky kréater, ktery Zsobuje tak vyraznou odchylku od kulového tvaru.aRetVesty
nebyla ilis rychla a takdleso utuhlo v kulovém tvaru. Nyni doba rot&goeni 5,342 hodiny.

Meteority HED potvrdily mnohé domdnky o vyvoji Vesty. Jejich 3 poddruhy
koresponduji stznou hloubkou, ze které pochazejii Brazce, jez vytvidla jizni krater
Rheasilvia Vesta ztratila asi 1 % své hmoty. U¥nin material vytvéil po¢etnou rodinu
malych planetek - Vestoidy. Velké mnozstvi materiabpadalo i na planety a dal8liesa.
Vesta je dnes jednim ze dds, o kterém s jistotou vime, Ze jejich materidnme ve forn
meteorifi v laboratdich. Stdi hornin v meteoritech odpovida 4,5 miliardy letesta tedy
prosla roztavenim kratce po zformovani Stumesoustavy.

2.2 Mise sondy Dawn

Vesta se diky své zajimavosti dostala do hlked&osmické mise Dawn (Usvit). Tato
sonda ma za ukol prozkoumatédvyznamna dlesa hlavniho pasu planetek. Prvni byla
planetka 4 Vesta a druhym je trpaslplaneta Ceres. Americka sonda odstartovala 7. za
2007 a po piletu okolo Marsu, ktery vyuzila ke zme sklonu drahy, seifpliZila k planetce
Vesta. Dawn je prvni sonda, kterd ma postupakotvit a obihat okolo dvou cizicklds
Sluneni soustavy. Na atinou drahu Vesty vstoupila 1@ervence 2011. Je vybavena
pristroji pro mapovani a vzdalenytgkum. Nese stereografickou mapovaci kameru, vizualn
a infraterveny spektrometr pro chemicky a geologickyizBum a neutronovy a gama
detektor pro zjiovani vlastnosti podpovrchovych vrstev.

Sonda Vestu mapovala n&jpk z WtSi vzdalenosti a postuprprechazela na nizsi
orbity, z nichZ se pak zaffovala na nejzajima&jsi detaily a utvary. Zjvodni vysky 16 000
km sestoupila na 2 750 km, dale na 680 a nakona®itk pouhych 210 km nad povrchem.
V srpnu 2012 se pak Zala odpoutavat od Vesty a nabrala kurz k druhénrer€e

Dawn zmapoval &Sinu povrchu krom severnich polarnich oblasti, které byly po celou
dobu ve stinu. Snimky objevily obrovské mnoZzstétéri. Objevily se vSak i velké impaktni
panve, zlomy a vyrazné zvni terénu po velkych srazkach. Na jiznim polu hyd&ladns
zkouména panev Rheasilvia, ktera vytwayrazné zplogni celé planetky. Prévpri vzniku
této panve se do kosmu rozlétly tlomky, které dmeshazime jako HED meteority. Srazka
byla tak mohutna, Ze je s podivem, Ze cel& planetileZzela v jediném kusu.

2.3 Vesta mezi planetkami
Vesta je nejutSi planetkou, jiz se doposud pditta prozkoumat zblizka. Po Cere
a Pallad je to nej¢tSi planetka #bec. Hmotnosti je dokonce 2 nejhm®&i hned po Cere.
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Ceres jiz vSak neni planetkou, ale trpastilanetou a tak lIzéici, Ze Vesta je dnes druhou
nej\wtsi a sodasre nejhmotrjsi planetkou.

2.4 Je Vesta jedinou protoplanetou?

Protoplanety jsou kosmick&lésa, jejichz postupnymi srdzkami se vytvalanety.
NaSe Zem vznikla postupsé z deseti, mozna i vice protoplanet. Posledni srazk
s protoplanetou Theaigom vytvarila Mésic. Protoplanety vznikly kratce po vzniku Sltnie
soustavy a tvidly predstupé planet. Byly jichfadow stovky, ngly praiméry od stovek
kilometri az ges tisic kilometk a vznikly ve vnitnich ¢astech Slunmi soustavy, takze
obsahuji pevazre horniny a kovy. ProSly vriti diferenciaci, @y kulovy tvar a byly
geologicky aktivni. Vznikem planet vSak protoplandtyvalo aZz nakonec teih ¢i zcela
vymizely.

Budeme-li hledat nyni takov&lésa ve Slunmi sousta¥, bude planetka 4 Vesta
v3ak fipadaji je&k: trpaslti planeta Ceres, ktera je dokonc&sV, a planetky 2 Pallas
a 10 Hygyea, které jsou mensi adielpresto srovnatelné s planetkou 4 Vesta.

Ceres je ®jm¢ ledové ¥leso podobné Tritonu a dalSim ledovynésiaim, zZejmeé
vznikla dale od Slunce a na svou &snou drahu se dostala pgrdDalkovy prizkum
planetek 2 Pallas a 10 Hygiea odhalil, ze u nitdin® nedoSlo k diferenciaci a tak se
podobaji spiSe malym planetkam.

3 Zawér

Nebude-li ¢inén zasadni objev u trpa&liplanety Ceres, bude Vestéepr¢ jedinou
piezivsi protoplanetou. Diky tomu si zaslouZi @@ pozornost ip dalSich vyzkumech,
neba’ je to jediny zachovalyitkaz o tom, z jakychites vznikaly planety, detrg nasi Zem.

4 Kontakt na autora

Bc. Ondej Trnka

Hvézdarna a planetarium Plze
trnka@plzen.eu
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ZAJIMAVOSTI ZE SV ETA PLANETARNICH SOND
Ondrej TRNKA

1 Uvod

Slune&ni soustava ma oproti ostatnii@stem vesmiru zgaou vyhodu ve své blizkosti.
Diky tomu ji mizeme zkoumat nejen némymi metodami, pomoci dalekohiiedale také
piimo kosmickymi sondami. iBdnaska pojednava o skupikosmickych sond, jez byly
sestrojeny a vypudity do kosmu za delem pifizkumu ostatnich planet Sluimé soustavy.
Prednaska o nich pojednava z ryze technického hladiSkjevy, jez tyto fistroje vykonaly,
jsou totiz tak mnohé a Uzasné, Ze by nebylo moéndojrozsahu vykladu &anit. Navic
prak vysledky a objevy&chto sond jsowasto a pravem diskutovany aepnaseny i
mnohych pileZitostech. Tato fiednaska si vSak bere za cil vzpomenout samotnéysond
a vzdat hold jejich konstrukt&m a operatam, kteti se nebali obtiznych Ukibla ktei i pres
mnohé nezdary a komplikace vzdy posouvali lidsk&ngai i techniku kufgdu.

2 Zajimavosti ze s¥ta planetarnich sond

Prifez vyvojem sond i jejich Uugphy a osudy je&lerén podle planet, jeZ byly a jsou
jejich cili. Vzhledem k p&u vSech planetarnich sond se nelzeovat vSem. Proto jsou
vybrany pouze sondy fkopnické, unikatni, nejugpnrgjsi, ¢i naopak s nejzSimi osudy.
V nékolika pripadech jsou ifidany i technické poznamky o roatiych zgisobech cestovani
mezi planetami.

2.1 Merkur

Planeta nejbliz8i Slunci rozhotimepati k nejjednodussim ciin kosmickych misi.
Proto Zistavala ¥tSinu kosmického &ku na okraji zajmu a zatim ji navstivily pouze¢dv
sondy. Ob vyslala americkd NASA. Prvni, s nazvem Mariner ditartovala v listopadu
1973 a k Merkuru sefijplizila trikrat péi priletech v Beznu a zA 1974 a v beznu 1975.
Sonda nebyla schopna zmapovat cely povrch, propatdné fi pralety a pomald rotace
Merkuru neumoznily nafotit cely povrchipswtleni Sluncem. Mariner 10 se vSak zapsal do
historie i jako prvni sonda, ktera vyuZzila gravitamanévr, fi praletu okolo jiné planety.
Tuto metodu gravitaiho praku, jez se poZj proslavila obzvlas pii tzv. Velké cest sond
Voyager, proved! $ praletu okolo VenuSe v unoru 1974.

Druhu sondou u Merkuru je stasna Merkurova druzice MESSENGER. Jeji cesta byla
mnohem naréngjSi, nebd zatala v srpnu 2004 a skéike az v lkfeznu 2011 Gs@Enym
navedenim na @inou drahu okolo Merkuru. Mezitim MESSENGER provedikem
6 gravit&nich manéwt: jeden u Zer, dva u Venuse d&itu Merkuru. To mu umoznilo dostat
se s minimalni spéébou paliva na drahu vhodnou k zakotvi u Merkuanda n¢la pracovat
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jeden rok. Usgsre vak odolava pekelné vyhni v blizkosti nasé4dy a tak jeji mise dosud
pokraiuje.

2.2 Venuse

VenuSe vzdy vzdorovala jmkumu. Jeji husta okliaost neumaoiuje opticky ptizkum
a pekelné podminky na povrchu nedovoluji dlouhodotmoz automditna povrchu. Venusi
navstivila vice neZiicitka sond Sogtského svazu, Uugph vSak zaznamenala jen polovina
z nich. Z osmi sond NASA byla jen jedna neifspa a jedina evropska druzice VenuSeilasp

Prvni sondy Saitského svazu i USA na &itku 60. let 20. stol. pouze prolétaly okolo
VenuSe. Sodtské Verry vSak zkouSely gkce gistat na povrchu. Vema 3 vstoupila do
atmosféry jiz nefunkni a tak se nemohlo jednat cckké pistani. Verra 4 jiz @i vstupu
fungovala. Tepelny Stitipzil teplotu az 11 000 °C a elektronika odolaletizeni 300G
a bEhem klesani na padaku vysilala 93 minut informateptot a v tlaku atmosféry. 26 km
nad povrchem se vSak sonda o¢itd, znéena bd’ naristajicim tlakemg¢i teplotou.

Az Vergra 7 v prosinci 1970 #kce dosedla na povrch VenuSe a 23 minut vysilaa, n
ji znicila okolni vysoka teplota. Veéna 9 pak wijnu 1975 pinesla prvni fotografie VenusSina
povrchu. Rekordmankou se pak stala &anl3, kterd fungovala na povrchu celych 127
minut. (planovano bylo 32 minut). Hdila barevné panorama okoli a &ita tvrdost
povrchu. Venuse byla zkoumana i pomoci balonovgetdsJednou z nich byla Vega 1.

Nejvice se vSak o pekum VenusSe zaslouzily v letech 1984-85 sondy&vari5 a 16
a poté vletech 1990-94 americka sonda Magellan.obihaly okolo planety a pomoci
radarovych vyskowrra mapovaly jeji povrch. Magellanfiptom dosahl lepSiho rozliSeni,
neba’ vyuzival mnohem pokiilejSi elektroniku a také pracoval nad Venusi pi§idgobu.

Evropska sonda Venus Express obiha okolo Venusdubda 2006 a zaffuje se na
praizkum jeji atmosféry. Japonsko se pokusilo vyslgfekusi d¢ sondy. Akatsuki a Ikaros
startovaly v kétnu 2010. Prvni se vSak nepaitta kvuli technickym obtizim zaparkovat na
obéZné dradze VenusSe a i kdyZ se k VenuSigjggibliZi, ztejmé je natolik nefunkni, Ze se ji
manévr ani podruhé nezdalkaros pak je slurd@i plachetnice, jeZz #ha dokazat, Ze mezi
planetami Ize Us§$re cestovat i s pomoci slutrd plachty.

2.3 Mars

Ze vSech planet se Margst nej#tSimu zajmu planetérnich sond iupkumnych
automat. Je to dano jednak jeho celkem snadnou dostupinesdeckym potencialem. Stale
neni ro¥eSena otdzka mozného Zivota na této ptameiz pouta veliky zajemedeckeé i laické
verejnosti. Krond USA a Sovtského svazu k Marsu vyslaly své automaty Japonsko,
Evropska kosmicka agentura (ESA) a Velka BritdZisich vSak jen ESA slavila Gsgh.
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R 4

Sowtského svazu slavily plny Usgh jen 3% a 5x alespa@asté&né. 12 jich zcela selhalo.

Americky Mariner 4 poslal ¢ervenci 1965 prvni detailni snimky Marsu. ProtoZe |
prolétl, nezachytil vice nez 1 % povrchu. Marinese9pak stal v listopadu 1971 prvni druZici
obihajici okolo jiné planety. Jeho fotografickyapkum vSak z pe&atku velmi omezila
celoplanetarni prachova hey kterd se na Marsu objevila kratceg jeho piletem. Nad
prachova mréna vystupovaly jen vrcholky éicth sopek na planénTharsis. Besto khem
jednoho roku zaznamenala vice nez 6GB dat o tofipgeamosfé&e, gravit&nim poli
i 0 satelitech Marsu. S¢iska sonda Mars 2 se vtéZze #&agtokousSela o &kké p@istani,

s naslednym vyslanim samohybu s kamerkdistd&aci modul vSak havaroval a nepidda
se s nim navazat spojenieBto jde o prvni objekt vyroberjovékem, jez dosahl povrchu
Marsu.

Vyznamnou roli v pizkumu Marsu sehraly a hraji pragristavaci pouzdra a vozitka.
Prvnimi byly americké Vikingy, dva statické modulgZz se snazily iimo patrat po
marsovském Ziveét A¢ se jim nepodido otazky mistniho Zivota rozlustit, technologicky
i funkéné Slo o extrémé dokonalé pistroje, jez posunuly elektroniku, vyetni techniku
a untlou inteligenci o notny kus kudpdu. Na Marsu se také vifslaly jiz 3 generace
prizkumnych vozitek. Prvni Sojourner fungoval jen jgkodlouZené rameno své zakladny —
modulu Mars Pathfinder.r@sto fungovalo déle, nez samotny moduitsVrovery MSL Spirit
a Opprtunity pistaly na Rudé plangtzaiatkem roku 2004 a mnohonaséhuiekonaly svoiji
planovanou Zivotnost 90 dni. Spirit fungoval azbtiezna 2010. Opprtunity funguje az dosud
a je v gekvapiw dobrém stavu. vodem jeho vydrze je mirny vitr, ktery udrZuje jeho
slune&ni panely bez prachu a zajife tak dostamé dodavky energie. Posledni a @&V
vozitko je Americké MSL Curiosity. fidtalo v srpnu 2012, rozéry odpovida malému autu
a nese mnohem vicédeckych pistroja, nez jeho menSitpdchidci.

Pri cestach k Marsu se ne vzdy projevily pouze teztéhzavady. Bkdy byly na virg
také lidské chyby. S@tska sonda Fobos 1, jeZla v roce 1988 dolét k Marsovu nésici
Fobos, se kratcer@d piletem odmtela. Nasledé se zjistilo, Ze widicim programu pro
sondu byla chyba. Ta #pobila, Ze misto zapojeni gama-spektrometru se jvypidici
systém. O 11 let po#fl znicila jind chyba americkou sondu Mars Climate Orbitea nela
vyuZzit tzv. aerobrakingu, kdy mirnéehi o vrchni vrstvy atmosféry Marsu upravi drahu
z eliptické na kruhovou bez speby paliva. Proto je vSak nutné velmiepné navedeni
k planet, aby sonda prolefa ve spravné vysce.ékoli méli vSichni vyrobci aclenovérizeni
sondy pracovat s jednotkami Sl, se kterymtita i fidici software sondy, v datech pro
korekci kurzu &srg pred giletem k planet byly misto Newtof data v imperialnich
jednotkach Pound-force (Ibf), jez maji zcela jifmdnotu. Sonda se zaila priliS hluboko
do Marsovy atmosféry a skéifa jako jasny bolid na marsovském nebi.
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2.4 Jupiter

Pcatinaje Jupiterem je pekum planet Slunai soustavy doménou pouze americké
NASA. VSechny sondy, které se vydaly do té&tb\vétSi vzdalenosti byly vzdy zceld;)
alespa z &tSiny usgsné. Okolo Jupiteru nejprve prolétly v prosinci 3%ioneer 10 a o rok
pozckji Pioneer 11. Ten nasledipokraioval k Saturnu.

DalSi piilety okolo Jupiteru provedly v Rinu acervenci 1979 sondy Voyager 1 a 2.
Tyto sondy naslednvykonaly Velkou cestu. Gravitaimi manévry u planet, kolem kterych
prolétaly, se urychlovaly na cestu k dalSim plamet&oyger 1 takto prolétl okolo Jupiteru
a Saturnu, Voyager 2 byl naveden k riskéjsim priletim a dostal se diky tomu i k Uranu
a Neptunu. Stal se tak jedinou sondou, jez nal&tixechny velké planety. Oba Voyagery
stale funguji. Voyager 1 v poslednickésitich zejm¢ vyléta z heliopauzy a dostava se do
oblasti, kde fevliddd mezih¥zdné kosmické peasi.

Jupiter se d&kal i umglé druzice - sondy Galileo. Ta kolengjrobihala od prosince
1995 do z# 2003, kdyiizert zanikla v atmosfi@ Jupiteru. Galileo se ukézal byt nesrmairn
odolnou sondou, ktera se vyrovnala s nertzmeou anténou a stim i velmi ztizenou
komunikaci se Zemi, i s velmi silnou radiaci v demgvych radignich pasech.ied giletem
se ze sondy oatllo atmosférické pouzdro, které zkoumalo vrchrdétvy atmosféry Jupiteru.
Samotnou sondu potkal stejny osud, protoZze hrozZiéo,by mohla nézere spadnout na
Europu, ndsic, jeZ ma potencial hostit primitivni Zivot. Rybé sonda nebyla sterilizovana,
nechtli operatdi riskovat gipadnou kontaminaci.

Nyni leti k Jupiteru sonda Juno, ktera ma dorazérpnu 2016. Na rozdil od
piredchozich sond vyuZiva slumé panely. Je to poprvé, co budou pouzity v takové
vzdalenosti od Slunce.

2.5 Saturn

Saturn se krom sond Pioneer 11 a obou Voyadetkal jen jedné sondy. Otkervence
2004 u ®j krouzi sonda Cassini. Tato veledSpa americkd sonda je posledni
a nejdokonalejSi z velkych planetarnich sond. Wrjehled&ku je kron& samotné planety
i jeji rozséhly prstenec a bohatd rodina sdielibo atmosféry Titanu, nejtSiho ze
Saturnovych satefif vypustila v lednu 2005fstavaci pouzdro Huygens. To se stalo prvnim
lidskym strojem, jezZ fistal na ndsici jiné planety. Mise sondy Cassini je naplanavéan
nejmért do roku 2017.

2.6 Uran a Neptun

Tyto planety jen kratce navstivil Voyager 2¢ Aonda fungovala v obouripadech
skwle, bthem kratkého giletu vZzdy zachytila jen nepatrné mnozstvi informaasto velmi
zajimavych a negekanych. A tak za sebou zanechala vice novych ktame roteSenych
odpowdi.
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2.7 Pluto

Vlednu 2006 odstartovala New Horizons, prvni sokdzosledni planét Slun&ni
soustavy. Bl roku po startu vSak byl jeji ciligrazen mezi trpasli planety. Sonda vyuziva
iontovy motor, ktery ji na rozdil od klasického afiekého raketového motorutibe udlit
podstatg vétSi impulz. Tah motoru je sice minimalni, aléspbi po dobu ®sial i roka.
Predpokladany pilet okolo Pluta nastane 1&ervence 2015. Sonda bude mit velmi misu
na detailni pizkum Pluta a jeho satalitProto nyni probiha intenzivni teleskopickyizdeum
ze Zeng, aby bylo moZné sonduigdem zar¥it na nejzajimadjSi oblasti Pluta. Data
zaznamenanaiippraletu se budou na Zemi vysilat asi @siui. Probiha také patrani po
dalSich &lesech za drahou Pluta, kter4 by mohla byt daleméma touto sondouipcest ze
Slune&ni soustavy.

3 Zawér

Planetarni sondy nam umoznily mnohem de¢g@in prizkum vyznamnych étes
Sluneni soustavy. Samégjmeé existuje vice podobnych sondskteré zkoumaji Slunce, jiné
planetky¢i komety, samotnou Zemi, nebo nagdt. Rozsah fiednasky vSak neumidje
zabyvat se vSemi. Krodpiimého ¥deckého finosu vsak rély obrovsky ginos pro techniku
a vyvoj novych technologii i jejich testovani v exhnich podminkach.

4 Kontakt na autora

Bc. Ondej Trnka

Hvézdarna a planetarium Plze
trnka@plzen.eu
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ARCHIMED UV ZAKON
Josef VESELY

1 Uvod

Archimédiv zédkon byva probiran na konci Skolniho roku,fipgiroto mezi meé#
procvicené pasaze istdoSkolské fyziky. Lze vSak nalézt mnoho zajimavyaioh a
atraktivnich experimeits touto tématikou.

2 Vztlakova sila

Vztlakova sila fisobi na kazdé&keso poneené do kapaliny nebo do plynu.

V kapalire vznika vztlakova sila diky zavislosti hydrostagblo tlaku na hloubce.
Spodnicast tlesa je v oblasti vysSiho tlakuigobi proto na ni &Si tlakova sila nez n&ast
horni. Vyslednici je vztlakova sila fidi svisle vzfiru. Tlakové sily fisobici ze stran se
vzajemr vyrusi.

V atmosfée namisto hydrostatického tlakigobi tlak atmosféricky. Vzhledem k tomu,
e hustota vzduchu (1,2 aZ 1,3 ki)ije tén¥t tisickrat mensi neZ hustota vody, projevuje se
vztlakova sila vzduchu jenfippisobeni naédesa s velmi malou hustotou Teplovzdusny
baldn, potiovy balonek plany héliem apod.)

3 Rovnovaha plovoucihodlesa
Téleso plovouci v kapalih miZze byt podob& jako tuhé &leso na tuhé podlozce
v rovnovazneé poloze stalé, volné nebo vratkeé.
Pti vychyleni plovoucihodesa z rovnovazné polohy stalé vnikne moment decgit
vracejici ¢leso do gvodni polohy. Viz obr. 1

Obr. 1

Pri vychyleni plovoucihodesa z rovnovazné polohy volné je moment sil stalevy,
téleso Zistava v noveé poloze (viz obr. 2)
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Pti vychyleni plovoucihodlesa z rovnovazné polohy vratké vnikne moment adedsil,
ktery vychylku z¥tSuje a pevrati tleso aZz do rovnovazné polohy stalé (viz obr. 3).

Obr. 2

N
/4 \

Obr. 3

4 Ulohy
4.1 Téleso

Vypocitejte hmotnostdesam, které ma hustotp a da se ve vado hustot p; zvednout
silou F. Reste obea!) pak pro hodnoty= 3000 kgm™, p;= 1000 kgm™>, F = 98N, g =
9,8ms™.

“ F
Resenim= —2— =15 kg
glp=p4)

4.2Clun

Na vleiny ¢lun bylo naloZeno 50 tun pisku. Pontanu se zwtSil o 25 cm. Jaka je
plocha ptifezué¢lunu v mis¢ ponoru?

Vysledek:S= 200 nf

5. Pokus

Muze se ,potaft” zkracena zapalka?

Zapalku odlizneme asi 2 mm od hlay a vloZime do nefliS Siroké zkumavky
naplren vodou. Zkumavku uz@eme palcem a sitnstlatime. Zapalka se Zae potapt. Tlak
palce uvolnime, zapalka setna vyndovat.

Jak je to mozné?

Hustota zkracené zapalky je jen nepatmmensi nez hustota vody. Kdyz zvySime tlak,
zmensSi se objem zapalky, tim jeji hustota vzrostépalka se potapi.
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4 Zaver
Vztlakova sila utena na zaklad Archimédova zékona se uplaje pi plovani €les
s hustotou mensi nez je hustota kapalidiybalonovém |étani a v mnoha dalSich situacich.

5 PouZit4 literatura
Byly pouzity pouze nové ulohy, nebo upravené Ulblaychivu autora.

6 Kontakt na autora

Mgr. Josef Vesely

Gymnazium Jaroslava Vrchlického, Klatovy
jvesely@gymkt.cz
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RESENI OBTIiZN EJSICH ULOH Z DYNAMIKY
Josef VESELY

1 Uvod

Pri feSeni realnych situaci pouzivame vzdy vice neboém@dnodusené modely
skut&nosti. Jednodussi modely se snadno matematickycaypieaaji, ale jejich vysledky
vétSinou neodpovidaji readit

Zdokonalovani modélsi mizeme vyzkouSet na Uloze o pohybu dvou zavazi naépev
kladce. Zrychleni soustavy budeme teoreticky ¥i@dwat i nEfit experimentald.

Dale budemdesit jest¢ dalSi ulohy.

2 TeoretickéreSeni
Zavazi o hmotnostecm, = 30 g am, = 50 g za¥sime fes pevnou kladku a budeme
positat zrychlen@ soustavy. Tihové zrychlegi= 9,81 ms™.

2.1 Nejjednodussi model

Zanedbame hmotnost kladky a #aw, daleieni, vztlakovou silu, odpor vzduchu a vliv
zemské rotace.

V tomto modelu proti sabpasobi tihové sily obou zavazi, z pohybové rovnicedsn
dostavame = g (mp — my)/( mp + my) = 2,45 ms™?

2.2 Uvazujeme hmotnost kladky

Kladka je valec o hmotnostiy = 48 g (uteno pomoci silokru) a pondru r. Sily
napinajici za¥sy ozn&imeF, aF1, Uhlové zrychleni kladky.

Zavazi konaji posuvny pohyb, kladka kona pohyltieyja musime proto nejprve napsat
pohybové rovnice pro jednotlivélésa:

.F_:: — F: = m,a

FL—Fy =mya

(F, —F)r=]s

Upravou dostaneme

Mo — M,y -
a = = g=188m-s *
my, +m, - 1/ m,
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3 Experimentalni FeSeni

Te&Z8i zavazi nechAme opakovddesat na draze s =1,00 m a&fme dobu pohybt.
Méieni casu opakovahprovedlo ¥tSi mnozZstvi studetit pramérna hodnota = 1,1 s. Pro
zrychleni potom plath = 25/t = 1,65 ms™.

Experimentala urcené zrychleni je stale mensSi nez zrychleni vypigva presrgjsiho
modelu. Pro dosaZzeni lepSiho vysledku by by#bd uvazovat iféni v ose kladky. DalSi
faktory jsou jiz skutené zanedbatelné.

4 DalSi ulohy
4.1 Véalec

Vélec o hmotnostim, je pres lehkou kladku bezeni tazen zavazim o hmotnostp.
Urcete zrychlenia posuvného pohybu valce a velikost dfly kterou je napinan lehky, ale
pevny provazekReste obec potom pro hodnoty, = 10 kg,m, = 5 kg,g = 10 m-§%

ReSeni: a = —=— g=25ms”, F, =- “2g=375N

. —y L T, =

4.2

Zavazi o hmotnostim tdhne pes lehkou kladku (bezdni) po vodorovné rovinvalec o
hmotnostim, pomoci lehké né omotané okolo vélce. Kise odviji a valec se vali bez proklu-
zovani. Utete velikost zrychleni zavaai a velikost zrychleni posuvného pohybu vadee
Déle utete velikost silyFp, kterou je namahanatniReste obea) potom pro hodnotym =
2,5 kg,m, =4 kg, g= 10 m-5-

.

Reeni: a, = —=%

5 Zawver

Ulohy z kinematiky IzereSit uzitim diferencialniho a integrainihodho nebo pouzitim
stredoskolskych vzofca stedoSkolské matematiky. VZdy jeeba Ulohu sprawntematicky
zaradit, vyhledat v pa#ti nebo v tabulkach ptgbné vzorce, matematickymi Upravami najit
feSeni a totdeSeni fyzikala vyhodnotit.

6 Pouzita literatura )
Byly pouzity pouze nové ulohy, nebo upravené uUlatarchivu autora. Ulohy 4.1 a 4.2 byly
publikovany na skolni siti Gymnazia v Klatovech

7 Kontakt na autora

Mgr. Josef Vesely

Gymnazium Jaroslava Vrchlického, Klatovy
jvesely@gymkt.cz
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RESENI OBTIiZN EJSICH ULOH Z KINEMATIKY
Josef VESELY

1 Uvod

Pro reSeni obtizgSich dloh z mechaniky je vhodné seznamit se séadgpkdiferen-
cidlniho a integralniho Btu. Zjednodusi se tim zavwid pojmi jako okamzita rychlost a
zrychleni, je pak mozni&sit i ulohy o nerovnogné zrychlenych pohybech.

Standardni ulohy (y komplikovargjsi) o ptimérné rychlosti a o rovnosmnych a
rovnomerné zrychlenych pohybech a pohybech z nich sloZzenyehidSit uzitim klasické
sttedoskolské matematiky bez diferencialnihétpo

2 Kinematickeé veliny
V kinematice budeme pouZzivé&st, polohovy vektor, drahus, okamzitou rychlosy,
pramérnou rychlosty, zrychlenia.

2.1 Polohovy vektor, okamzita rychlost, okamzité zrchleni

Pouzivame trojrozeiiny polohovy vektorr = (X, y, 2). Pro pditani s polohovymi
vektory plati pravidla znama zeietioSkolské matematiky. Jednd se ¢tami (skladani)
vektor, nasobeni vektoru realnymislem, oditani vektod, skalarni a vektorové nasobeni.
Nasobit vS8ak budeme obvykle vektorem jiného druhu.

Okamzitou rychlost definujeme jakéasovou derivaci polohového vektoru. Vektor
derivujeme po jednotlivych seadnicich.

Okamzité zrychleni je dangasovou derivaci rychlosti, tj. druhou derivaci paweého
vektoru.

Jedna-li se o pohybijnocary, vyst&ime s jednou sdadnici. Pokud je zavislost této
sodadnice nacase dana kvadratickou funkci, dostdvame zndmé ez@mw pohyb
rovnomnerné zrychleny.

2.2 Trajektorie, draha, primérna rychlost

Trajektorie je geometrickéativka, po které se uvazovany hmotny bod pohybujéhbDu
rozumime délku této trajektorie.

Praimérnd rychlost je podil drahy@&su. Jedna se o skalarni vielu.

3 Ulohy

3.1 Automobil
Automobil ujede 1.¢ast drahys; za dobut; , ve druhécasti drahy ma mmeérnou
rychlost v.. Jak dlouho trvala cela jizda, jestlizeiqmgrna rychlost celého pohybu j&?
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Vypocitejte celkovou drahu, rychlost na prvnim Gsekwa délku druhého Usekss. ReSte
obecr, potom pro hodnotg;, = 36 km,t; = 20 min,v, = 54 km/h,v, = 90 km/h.

Obecné&esSeni:

Celkovycast = (s - Vot1) / (Ve - W), celkova draha = s; + Vo (S1- Vpt1) / (Vp- Vo),
rychlost na prvnim Useku = s/t;, délka druhého Uselsd =V, (S - Vpta)/ (Vp- Vo)

Ciselr: t = 0,5 h,s= 45 km,v; = 108 km/hs, = 9 km

3.2Clun

Rychlost proudu \iece jev, . Rychlost¢lunu na klidné vod je v, . Urcete dobu

pottebnou k tomu, abylun urazil vzdalenosts tam a zpt kolmo na proud a pmérnou
rychlostv, ¢lunu vzhledem keiehu.ReSte obeak) potom pro hodnoty; = 5 m/sy, = 3 m/s,
s =88 m.

ReSenit=25/V (Vo°-vi?) =44 sy, =V (Vo° -vi®) = 4 m/s

3.3 Okno
Okolo okna vysSkyh pada kdmen po dohu Z jaké vySkyh; nad oknem kamen pada?
Jakou ndl kamen rychlost; u horniho okraje okna a jakowhrychlostv, u dolniho okraje

okna? Ulohueste nejprve obeénpak pro hodnoti = 2m,t = 0,3 sg = 9,8 ms>.

Sagani- _(Zh—gtzf. _ -
Obecné&eSeni:h, = Sz vi = hit - gt/2; vo = hit + gt/2
g

Ciselrs: h;=1,4m,v;=5,2ms?!, v,=8,1 ms?

3.4 Autobus
Autobus jede poifime silnici rychlosti,. Ve vzdalenostil je zn&ka pikazujici snizeni
rychlosti nav,. Reakni dobafidice jet. Urcete velikost zrychleni autobusa tak, aby

rychlosti v, dosahl pesré u znaky. Pro numerick&eSeni pouZijte hodnoty, = 72 kmh™,
d=100my, =36 kmh™,t;=1s.

Redenia= (vi%- .2/ 2d - tyv1) = 15/ 8 ms?

4 Zaver

Ulohy z kinematiky IzereSit uzitim diferencialniho a integrainihodho nebo pouzitim
stredoskolskych vzofca stedoSkolské matematiky. Vzdy jeeba Ulohu sprawntematicky
zaradit, vyhledat v pa#ti nebo v tabulkach ptgbné vzorce, matematickymi Upravami najit
feSeni a totdeSeni fyzikala vyhodnotit.

5 Pouzita literatura
Byly pouzity pouze nové ulohy, nebo upravené Ulplaychivu autora.
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