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CELA CAST REALNEHO CISLA
Josef KUBES

1 Uvod

Cela cast celého cisla je kapitola, kterd se ve stitedoskolské matematice probird pouze okrajové
v zaméfenych tfidach. Je ovSem zdrojem ftady netradicnich uloh, které se obcCas zafazuji do
matematickych soutézi.

2 Cela cast realného cisla

Vyraz [a] znamen4 celou ¢4st z realného ¢isla a. Je rovna nejbliz§imu niz§imu celému
Cislu. Tedy [1] = 1, [3,5] = 3,[—6,2] = —7. Graf funkce v = [x] ma4 tvar:

¥
3 —
2 e —
1 4
X
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
F-1
—_— -2
_ -3
-4

2.1V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

10x[y] = 1492
10y[x] = 1776
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ResSeni kazdé ulohy s celou ¢asti nezndmé je vzdy originélni a neni na n€ univerzalni pravidlo.
Zadana soustava se pievede na soustavu dvou nerovnic

[x][v] < 149
(Iv] + D[x] = 178.
Odtud stanovime podminky pro obé proménné a dosadime vSechny mozné ptipady.
Soustava ma Ctyfi feSeni.

2.2 V oboru realnych ¢isel feste rovnici

[3x—5]=5x—8

2.3 Urcete viechna realna &isla, ktera vyhovuji rovnici 4x — 2[x] = 5

2.4 Zjistéte, kolik feSeni ma v oboru realnych ¢isel rovnice
x

*= [+ 2004

Ve vsech ulohach vyuzijeme definici celé ¢asti, tedy [X] =X + k, kde 0 <k < 1.

3 Zavér

Uvedené ulohy z velké &asti presahuji rozsah zadkladniho stfedoSkolského uciva matematiky.
Pro feseni piikladd matematické olympiady jsou vsak dilezité a navazuje se na né ve vyssich kolech.
Regitele zdokonaluji ve strategii a diislednosti fesent.

4 Pouzita literatura

SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych tloh. 1. vyd. Praha: Prométheus,
spol. sr. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

5 Kontakt na autora
PaedDr. Josef Kubes
Gymndazium, Plzen, Mikuldsské nam. 23

Josef.Kubes@mikulasske.cz
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DUKAZOVE TECHNIKY — NEROVNOSTI
Josef KUBES

1 Uvod

Znalost dikazovych technik patfi k zdkladnimu vybaveni kazdého fteSitele matematické
olympiady. Ovétovani platnosti zadanych nerovnic vzdy vyzaduje originalni pfistup, uréity nadhled a
zkuSenost.

2 Nerovnosti a jejich ovéfovani
Zakladnim stavebnim kamenem je nerovnost vyplyvajici z druhé mocniny dvojélenu (x — 1)?

. Pro libovolné redlné &islo plati, ze (x — 1)* = 0. Odtud plyne x +§ =2,

Dalsi dulezita nerovnost je vztah mezi geometrickym a aritmetickym primérem. Pro libovolnou
Xy taxgt-txg
=

. . ’ , ’ v r e -
n- tici realnych kladnych Cisel x4, %5, ., X, plati: laxi.x:. U -

Posledni nerovnosti, se kterou se budeme zabyvat je Cauchyova nerovnost. Pro libovolné dvé n-
tice realnych cisel XXy ey Xy AV Vs wees Vi plati
(eyy +2xpyp +o b 2, 3,)° < (af+ 2+ o+ ) Hyp + o+ )

2.1 Dokazte, ze obsah obdélnika o stranach a, b je mensi nez polovina obsah u ¢tverce
sestrojeného nad jeho thlopfickou.

Vhodnou upravou piejdeme na druhou mocninu dvojélenu.

2.2 Dokazte, ze pro kazdy ostry uhel & plati
tg a + cotg & > 2

Pouzijeme vztah mezi funkcemi tangens a kotangens a upravime na druhou mocninu
dvojclenu.

2.3 Dokazte, ze pro libovolnou trojici kladnych ¢isel a,b,c plati
(a+b)(b+c)(c+a) = 8Babc

Roznasobime a pouzijeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem.
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2.4 Dokazte, Ze pro libovolné piirozené Cislo n > 1 plati:

n+ 1\"
w < (250
2
Vyuzijeme rovnost: Pro libovolné pfirozené ¢islo n vétsi nez jedna plati: 1+2+3+4+... +
in+l . o v, . . . , . y ° v
= % . Déle je potteba pouzit vztah mezi aritmetickym a geometrickym primeérem.
2.5 Dokazte, 7e pro viechna Xy, Xa, ... , X, € R” plati:
n 2 n
(5) <n3a
i=1 i=1

Dosadime do Cauchyovy nerovnosti za ¥y, Vg, ..., ¥, Cislo 1.

2.6 Dokazte, ze pro kazdé realné Cislo a plati:

3(1+a* +a*)=(1+a+a?)?

2.7 Necht' X, y, z € R . Dokazte, e plati:

Jov+yz+ze £ JxP 4yt 422

Obé nerovnosti dokaZeme aplikaci Cauchyovy nerovnosti.

2.8 Dokazte, ze pro libovolnou trojici realnych &isel a, b, ¢ plati:

(a+b—c)+(b+c—a)+(c+a—b) =zab+bc+ca

Upravime levou stranu a opét Sikovné pouzijeme Cauchyova nerovnost.
3 Zavér

Uvedené ulohy z velké Casti presahuji rozsah zakladniho stfedoskolského uciva matematiky.
Pro teseni ptikladti matematické olympiddy jsou vSak zakladni a navazuje se na n¢ ve vyssich kolech.
Regitele zdokonaluje ve strategii a diislednosti feseni. Ditkazové tlohy uvedeného typu také vyzaduji
precizni znalost v upravovani algebraickych vyrazu.
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4 Pouzita literatura

SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych uloh. 1. vyd. Praha: Prométheus,
spol. sr. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

KUFNER, A. Nerovnosti a odhady. 1. vyd. Praha: Mlada fronta 1975. 120 s. 508/21/82.6

5 Kontakt na autora
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DUKAZOVE TECHNIKY - PLANIMETRIE

Josef KUBES

1 Uvod

Planimetrie, tedy rovinnd geometrie, je velmi stard disciplina, ktera svou ndro¢nosti potrapi fadu
studentll. Vyzaduje pfedstavivost a urcitou schopnost si zadanou situaci dobfe nacrtnout. Kazda tloha
je vlastn¢ originalni, a proto jeji feSeni vyZaduje znaCnou miru kreativity. Znalost planimetrie je
vyuzitelnd v bézném zivoté i v profesni kariéte u fady obord. Obvykle si Skolské postupy
nepamatujeme, ziistavaji v naSem podvédomi a pfifazujeme si je k dalSim zivotnim zkuSenostem.

2 Diikazové dlohy v planimetrii

Dtkazové tlohy jsou velkym balikem tuloh. Pomahaji k ujasnéni vzajemnych vztahu a
geometrickych poucek. Aplikujeme kromé geometrickych znalosti také poznatky matematické logiky.
Pro snazsi vyjadfovani vyuzijeme poznatky z teorie mnozin.

2.1 Oznacme S stred strany AB ostrothlého trojuhelniku ABC a V prisecik jeho vysek. Obraz
bodu V ve stiedové soumérnosti se stiedem S oznaéme U. Dokazte, ze thly ACV a BCU jsou
shodné.

Prvni krok k feSeni je dukaz, ze ¢tyiuhelnik AUBC je tétivovy Etyfuhelnik. Shodnost
velikosti obou uhli dokdaZzeme pomoci véty o obvodovych thlech a podobnosti vhodnych
trojahelnik.

2.2 Je dan libovolny wvnitini bod P pravothlého rovnoramenného trojuhelnika ABC
s preponou AB. Dokazte, Ze z useéek délek |AP|, |BP| a [CP|v/2 Ize sestrojit trojuhelnik.

Po ptecteni tlohy bychom predpokladali pouziti trojihelnikové nerovnosti. To by byla cesta
nespravnym smérem. Zobrazime trojuhelnik BPC v rotaci se sttedem v bodé C a thlem otodeni -90°.
V obrazku vyhledame zadané usecky a zjistime, Ze mohou tvotit trojuhelnik.

2.3 Necht’ S znaci stfed kruznice vepsané danému ostrouhlému trojihelniku ABC. Oznacme
dale A’, B’, C’ obrazy bodu S Vv osovych soumérnostech po fadé podle piimek BC, AC, AB.
Dokazte, Ze trojuhelniky ABC, A'B'C" jsou podobné, pravé kdyz ABC je rovnostranny
trojuhelnik.

Vyuzijeme trojuhelnik sestrojeny ze stfednich pricek trojuhelniku ABC. Jedna se o dikaz
ekvivalence, tento fakt si musime dobie uvédomit.

10
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2.4 Uvazujme polokruznici k sestrojenou nad stranou AB vné jednotkového ctverce ABCD.
Na polokruznici k sestrojte bod P, pro ktery nabyvéa vyraz |[AP]* + |CPJ* nejvétsi hodnoty a
urcete ji.

Zakladem uspésného teSeni ulohy je dobré zakresleni zadani. Ackoliv je pozadovéana
konstrukce bodu P, pfevedeme tulohu na algebraicky problém. K feSeni potiebujeme
kosinovou vétu a vztahy mezi goniometrickymi funkcemi. Vysledny vyraz vyjadiime pomoci
velikosti usecky |AP|. K ur€eni extrému pouZijeme vztah mezi geometrickym a aritmetickym
pramérem.

3 Zavér

Planimetrické ulohy véetné dikazovych jsou vdéénym tématem matematickych soutézi a
obvykle patii k tém, které¢ oddéluji uspesné fesitele od neuspésnych. Uvedené piiklady reprezentuji
vzdy velkou skupinu uloh, proto kazda je feSena jinym zptisobem.

4 Pouzita literatura

SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych uloh. 1. vyd. Praha: Prométheus,
spol. sr. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

5 Kontakt na autora
PaedDr. Josef Kubes$
Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23

Josef.Kubes@mikulasske.cz
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DYNAMICKA GEOMETRIE —- PROGRAM GEOGEBRA
Josef KUBES

1 Uvod

GeoGebra je dynamicky matematicky software spojujici geometrii, algebru a matematickou
analyzu. Byl vytvofen pro ucely vyucovani a uceni se matematiky Markusem Hohenwarterem na
Univerzité Florida Atlantic.

2 Pojem dynamické geometrie

Miuzeme fici, Ze dynamicka geometrie je fenoménem posledniho desetileti, ktery sebou
pfinesla informacéni revoluce. "Geometrie na pocitaci", jak by se dala také dynamickd geometrie
nazvat, byla v prvopocatcich jen nahrazkou za "tuzku a papir", ale postupem casu se ukazalo, ze ma
mnohem §ir§i moznosti.

Kde jsou tedy vyhody vyuziti geometrického nacértniku pied "tuzkou a papirem?
Pokud se jednd jen o samotné narysovani dané konstrukce, je situace v obou piipadech stejna, jen s
tim rozdilem, Ze na pocitaci bude zajisté konstrukce piesnéjsi. Revolu¢nim prvkem je moznost ménit
volné prvky jiz hotové konstrukce, pticemz se cely zbytek konstrukce piekresli automaticky tak, aby
byly zachovany vSechny vazby, které byly pfi konstrukci dany.

3 Urceni programu

Program GeoGebra je interaktivni geometricky systém, se kterym je mozno konstruovat:
body, ptimky, usecky, vektory, kruznice, kuzelosecky, ale také naptiklad grafy funkci. VSechny
uvedené elementy lze pochopiteln€ interaktivné meénit. Zadani je mozné provadét také pomoci
soufadnic a rovnic. GeoGebra umoziuje pocitat s ¢isly, vektory, souradnicemi bodu, uréovat derivace,
integraly, nulové body a extrémy funkci.

4 Jak ziskat program Geogebra

Podrobnéjsi informace se dozvite na oficialnich strankach programu Geogebra
(http://www.geogebra.org/cms/cz). Z této www stranky je mozné program stadhnout a
nainstalovat do vaseho pocitace. Velka vyhoda programu je v moznosti pouzivat jej off-line

(pfimé instalace do VaSeho pocitace - doporucuji), ptipadné spustit online formou apletu na
Vasem internetovém prohlize¢i (http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html).

12
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5 Zavér

Reseni tloh v soutéZich obvykle vyzaduje exaktni postupy a diikazy. Piesto program
Geogebra ma své misto pfi piipravé matematicky nadanych studentd. Pomize jim ndzorng&ji
zobrazit studovanou situaci a meénit vysledek pfi zméné vstupnich parametrii (zadéani).
Pomtize jim Iépe vniknout do feseného problému.

6 Kontakt na autora
PaedDr. Josef Kube$
Gymnazium, Plzen, Mikulasské nam. 23

Josef.Kubes@mikulasske.cz
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Historické aspekty postupného rozsifovani pojmu c¢islo
Jifi Potiicek
1 Uvod

Strucna charakteristika rozsifovani pojmu cislo ve Skolské matematice a v historickém vyvoji
matematiky, periodizace vyvoje matematiky a zakladni informace o prvnim vyvojovém obdobi
matematiky — obdobi formulace zakladnich matematickych pojmi a vztahti. Dale vybrané problémy
z druhého vyvojového obdobi matematiky — obdobi matematiky konstantnich velicin, které se vztahuji
K rozsifovani a prohlubovani pojmu ¢islo a budovani ¢iselnych teorii.

2 Matematika tzv. vodnich Fi$i a v antickém Recku

Strucna charakteristika matematiky prvnich civilizaci vznikajicich kolem 5. tisicileti pf. n. 1.
v klimaticky ptfiznivych podminkéach v povodi velkych fek, zejména informace o Ciselném zapisu a
tehdy pouzivanych pocetnich postupech. Dale matematika v antickych feckych matematickych a
filozofickych skolach.

2.1 Matematika ve starém Egypté

Moskevsky a Londynsky papyrus — hlavni zdroje informaci o tehdejsi egyptské matematice.
Hieroglyfické pismo a vyjadfovani kladnych ¢isel a zlomkt v nepozi¢ni desitkové Ciselné soustavé.
Porovnani tehdejsich cCiselnych zapisti s dnesni pozi¢ni desitkovou ciselnou soustavou. Egyptské
kmenné zlomky. Zakladni pocetni operace sCitini a odc¢itani a dale nasobeni a déleni zalozené na
zdvojnasobovani a ptleni.

2.2 Matematika na izemi Mezopotamie

Poc¢itani pomoci klinového pisma a objev pozi¢ni Sedesatkové Ciselné soustavy. Nedostatky
Sedesatkové soustavy a snahy o jejich odstranéni. Pocitani pomoci tabulek dil¢ich vysledkli. Srovnani
egyptské a babylonské numerace a zietelny pokrok souvisejici s objevem pozicni (byt nedokonalé)
¢iselné soustavy.

2.3 Prvni matematické a filozofické §koly v antickém Recku

Milétska Skola naivnich materialist, Pythagorejska Skola a prvni cCiselné teorie, objev
nesoumetitelnosti usecek. Eleatska Skola a paradoxy Parmenidova Zaka Zéndna a jejich vysvétleni.

14
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3 Zavér

Poukazani na souvislosti postupného rozsifovani ¢iselného oboru ve $kolské matematice s jeho
paralelami v historickém vyvoji matematiky. Vytvoreni pozi¢ni desitkové ¢iselné soustavy v Indii v 7.
az 8. stol. n. 1. a jeji rozsifeni do svéta Araby.

4 Pouzita literatura
STRUIK, D. J., D¢&jiny matematiky, Praha, Orbis 1963

KOLMAN, A., Dgjiny matematiky ve starovéku, Academia, Praha 1968

5 Kontakt na autora
RNDr. Jifi Potticek, CSc.
Fakulta pedagogicka Zapadoceské univerzity v Plzni

E-mail: potucek@kmt.zcu.cz
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KOMBINATORIKA

Jii'i Potucek

1 Uvod

Jednim z dtlezitych ukolt Skolské matematiky je rozvijeni kombinatorického mysleni. Samotna
kombinatorika nepotiebuje (kromé schopnosti spravné logicky myslet a uvazovat) zadnou specialni
predbéznou piipravu. V tomto tématu se zaméfime na zavedeni zakladnich kombinatorickych pojmi a
vztaht pro jejich vypocet.

2 Zakladni kombinatorické pojmy

Kombinace a variace bez opakovani a s opakovanim prvki jako skupiny prvkil vybirané z prvka
urcité mnoziny (opakovani prvki ve skupinach je bud’ zakazano, nebo povoleno). Kombinace jako
libovolné k-prvkové podmnoziny dané mnoziny, variace jako uspoiddané k-tice vytvorené z prvki
dané mnoziny. Kombinaéni ¢islo uréuje pocet kombinaci, lze je vyjadtit pomoci faktoriali. Vztahy
mezi kombinaénimi ¢isly. VSechna mozna uspotfadani n prvka — permutace n prvka — jako variace n-té
ttidy z n prvka.

2.1 Ilustrace kombinatorickych pojmi na piikladech

Zakladni ulohy na vypocet kombinaci a variaci ptislusné tfidy s opakovanim i bez opakovani
prvki, ukazky uziti kombinatoriky na tulohach ztechnické praxe, hospodarského i spolecenského
zivota, ale i Skolské modelové ulohy slouzici k procviceni i motivaci ke studiu.

3 Zavér

Kombinatorika poskytuje fadu moznosti pro realizaci nadanych Zaki a studentti v matematice.
Ve tridach zakladni Skoly s rozsifenym vyucovanim matematice byla zafazena jiz v 5. Tiidé. Pomoci
tzv. prochazek po Ctvercové siti zde byl elementarnimi prostfedky odvozen vypocet kombinacniho
Cisla a Pascalovo schéma kombinaénich ¢isel. Také v tlohdch matematické olympiady se nameéty
z kombinatoriky pomérn¢ ¢asto vyskytuji.

4 Pouzita literatura

Smida, J., Kosmak, L., Odvarko, O., SediV}'/, J.: Matematika pro II. roénik gymnazia, SPN, Praha,
1980
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KOMPLEXNI CISLA
Jii'i Potucek
1 Uvod

V piednasce o postupném rozsifovani cCiselného oboru jsme dospéli k potfebé existence
odmocnin ze zapornych ¢isel. Mnozina realnych ¢isel to neumoziuje. Rafael Bombelli navrhl na
prelomu 15. a 16. stoleti feSeni této situace v souvislosti s feSenim kubickych rovnic. Navodem na
feSeni téchto problémi bylo zavedeni komplexnich Cisel.

Konstrukce mnoziny komplexnich ¢isel musi byt provedena tak, aby obsahovala mnozinu realnych
Cisel jako svoji podmnozinu. V jedné ptfednaSce proto vybudujeme mnozinu komplexnich Ccisel,
zavedeme pocetni operace s himi (analogicky jako s readlnymi ¢isly) a zobrazovani komplexnich &isel
v roving, ve druhé prednésce ukazeme uziti komplexnich ¢isel pfi feSeni rovnic.

2 Komplexni ¢isla I
Zavedeni komplexnich &isel, jejich zakladni charakteristiky a pocitani s nimi.

2.1 Algebraicky tvar komplexniho ¢isla

Algebraicky tvar komplexniho ¢isla definuje komplexni Cislo jako uspofadanou dvojici realnych
Cisel, pfi cemz prvni slozka se nazyva realna cast, druha slozka imaginarni ¢ast komplexniho cisla.
Pokud je néktera ze slozek nulova, jde bud’to o Cislo realné, nebo ryze imaginarni. Imaginarni slozku
komplexniho ¢&isla v algebraickém zapisu ozna¢uje imaginarni jednotka i, jejiz druhd mocnina je rovna
-1. Pfi secitani nebo odecitdni komplexnich Cisel secitame ¢i odecitame pfislusné slozky, tj. realné
nebo imaginarni. Pfi nasobeni komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru pracujeme s komplexnimi ¢isly
jako s dvojcleny. Pfi déleni komplexnich ¢isel rozsitime zlomek ¢islem komplexné sdruzenym k ¢islu
ve jmenovateli. Je-li a + ib komplexni ¢islo, pak komplexni ¢islo k nému sdruzené je ¢éislo a — ib.

Na slozky komplexnich ¢isel lze nahlizet jako na soufadnice bodi v rovin€. Rovina se
zavedenym soufadnym systémem je tedy mnozinou obrazli komplexnich ¢isel a nazyvame ji Gaussova
rovina. Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla definujeme geometricky jako vzdalenost obrazu
komplexniho ¢isla od pocatku souradné soustavy.

2.2 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Zavedeme-li pojem argument (nebo také amplituda) komplexniho ¢isla jako thel, ktery svira
spojnice obrazu komplexniho ¢isla a pocatku soufadné soustavy s kladnou ¢asti osy X (méfeno
v kladném smyslu), pak lze vyjadfit komplexni ¢islo z ve tvaru |z|. (cos X + i. $inx) . Pii tom symbol |z
zna¢i absolutni hodnotu komplexniho ¢isla, X je argument komplexniho cCisla. Pro nasobeni

18
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komplexnich ¢isel pak mizeme s vyhodou pouzit Moivreovu vétu, kterou mizeme rozsifit i na
umociovani.

r wr

3 Komplexni ¢isla 11

Znalosti o komplexnich ¢islech lze nyni vyuZzit pfi feSeni rovnic v komplexnim oboru. U
kvadratickych rovnic nyni nebude na zavadu zaporné ¢islo pod odmocninou.

3.1 ReSeni linearnich a kvadratickych rovnic v komplexnim oboru

Znalosti o komplexnich cislech nyni mizeme vyuzit pii feSeni linearnich rovnic s komplexnimi
koeficienty nebo pii feSeni kvadratickych rovnic obecné v komplexnim oboru. VyuZzivame pfi tom
vlastnosti komplexnich Cisel a znalosti pocetnich operaci s komplexnimi ¢isly.

3.2 Binomické rovnice

Binomicka rovnice n- tého stupné ma n komplexnich kotfeni, které vytvotri v Gaussové roviné
vrcholy pravidelného n-uhelnika. Binomické rovnice budeme fesit s vyuzitim goniometrického tvaru
komplexniho ¢isla a Moivreovy véty, nebot timto zplsobem Ize feSeni binomické rovnice
algoritmizovat. Obecné vsak Ize feSit binomické rovnice i v algebraickém tvaru.

4 Zavér

Informace o komplexnich ¢islech navazuje organicky na postupné rozsifovani ¢iselného oboru.
Ukazuje historické souvislosti vyvoje védecké matematiky a Skolské matematiky a motivaci pro
rozsifovani ¢iselného oboru (jak ve védecké, tak i ve Skolské matematice).

4 Pouzita literatura
Calda, E.: Matematika pro gymnazia — Komplexni ¢isla, 2. vydani, Prométheus, Praha 1995

Smida, J., Benesova, K., Gedeonova, E.: Matematika pro IV. Ro¢nik gymnazii, 1. vydani, SPN Praha
1982

5 Kontakt na autora
RNDr. Jifi Potucek, CSc.
Fakulta pedagogicka Zapadoc¢eské univerzity v Plzni

E-mail: potucek@kmt.zcu.cz
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KONECNE SOUCTY A NEKONECNE RADY
Jaroslav HORA

1 Uvod

Seznamime se s tzv. teleskopickou metodou souctu fady.

2 Dva priklady
= 1
Ptriklad 1: Urcete soucet fady Z —_.
=n(n+1)
Reseni: Obdobné piiklady se fedi tzv. teleskopickou metodou. Nazev metody mé ziejmé
naznacit, ze je tfeba ,,vidét daleko* a umét odhadnout, ze se podafi zjednodusit castecné soucty.

_ . 1 1 1 . . .
Nejprve piSme ap = —— = — — a tento fakt uzijme pfi zapisu Castecnych souct
nn+1) n n+l
fady:
—a = 1 _1
S i=a1=1—-7% =75,
1 1 1 1 2
S=ata=2+(2-3)=1-3 =73,
2 1 1 1 3
S$s=S;tas=3+(3-7)=1-7 =7,
1 i 1. _ 1 _ n
Sn=Spatan=(1-7)+(nw—-71)=1- %1 = n1-
Nalezli jsme posloupnost ¢asteCnych souctil {Sn}f = {—1} . Nakonec pfipomenme, Ze
n+1j,

souCet S nekonecné fady je limitou posloupnosti ¢astecnych souctl {Sn }T, tj.s= lims, . Jetedy s =
n—o0

. n
lim 51 =1.

n—o

Priklad 2: Urgete soudet fad '
tiklad 2: Urcete soucet fady ; (2n _ 1)(2n + 5)

20
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1 1(1 1

Reseni: Snadno zjistime, Ze lze psat a, = = — ) . Nyni jiz
: ST 2n-1)(2n+5) 6 o

2n—1 2n+5

vidime, ze ,,teleskopicka metoda‘“ bude v tomto ptfipadé tispésna. Je

1 1
6(17)
1 1 1/1 1 1 1 1 1
(I R S
6 7 6\3 9 6 3 7 9
(1+3-2-3)+ 255 2l
3 7 9 6\5 1 6

1( 1 1 1 1 1J 1(1 1)
S4=S3tay=—|1l+—+—-—————— — |+ 2 === =
6 3 5 7 9 1 6\7 13

1 1 1 1 1
—j [,anihilace* zlomk — je prvnim Uspéchem ,teleskopické metody*

ol

S3=S,+az =

5 9 11 13

1 11 1 1 1 11 1
Ss=4+tas= —|l+—+—-—————— — |+ = ==-=|=
6 3 5 9 11 13 6\9 15
1( 1 1 1 1 1)
=—|1l+-4+=--——-—- —1,
6 3 5 11 13 15

1( 1 1 1 1 1 )
Sn= —|1+=+—-— - - .
6 3 5 2n+1 2n+3 2n+5

Urcili jsme posloupnost ¢asteCnych souct {Sn}:zl a nakonec jesSt¢ vypocteme S =

: 1 1 1) 23
= lims,= —|1+=-+—-|= —.
- 6 3 5 90

3 Kontakt na autora
Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzefi

E-mail: horajar@kmt.zcu.cz
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LINEARNI DIOFANTOVSKE ROVNICE
Jaroslav HORA

1 Uvod

Diofantos z Alexandrie zil ve 3. stol. n. 1. a je nazyvan ,,otcem algebry®“. Studoval mj. tzv.
neurcité rovnice. Sezndmime se s nejznadméjsi z nich. Tu pak vyuzijeme k feseni jedné slovni ulohy.

2 Linearni diofantovska rovnice o dvou neznamych

matvarax+by=c, @

kde a, b, ¢ € Z a neznamé X, y jsou rovnéz cela Cisla.

Je zfejmé, Ze nekteré linearni diofantovské rovnice o dvou neznamych nemaji feseni. To nastava
pravé tehdy, kdyz nejvétsi spoleény délitel d = D(a, b) nedéli ¢islo ¢. Kupf. tedy rovnice 4 X -6y =7
nema fesenti.

Necht' tedy v (1) plati d = D(a, b), d|c. Seznameni s Euklidovym algoritmem pro vypocet
nejvétsiho spolecného délitele dvou celych cislech a s technikou ,,navratu® Euklidovym algoritmem
pro vypocet celych ¢isel u, v, pro néz a u + b v = d. To dava klasické vyjadieni nejvétsiho spole¢ného
délitele d jakozto linearni kombinace celych ¢isel a, b.

Jestlize nynid|c, c =d.k, pakc=d.k=a(uk)+b (vk).

Polozime —li X, = u k, y; = v k, nalezli jsme jiz jedno feSeni rovnice (1). Lze ukazat, ze obecné
feseni (1) lze zapsat ve tvaru X =Xx; + (b/D).t,y =y, — (&/D).t, t € Z.

3 Slovni aloha

Bylo vystieleno ne€kolik ran do tere se soustfednymi kruhy, oznaenymi Cisly 8, 12, 20, ktera
znamenaji pocet bodl. Kazda rana byla zasahem a celkovy pocet bodd byl 168. Ve stiednim kruhu

bylo tolik zasahil jako v obou ostatnich dohromady. Kolik zasahii bylo v jednotlivych kruzich?

OznaCme pocet zasahi ve stfednim kruhu X, ve dvanactibodovém, resp. osmibodovém

mezikruzi y, resp. z. Dostdvame soustavu dvou linearnich diofantovskych rovnic o tfech neznamych
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20x+12y+8z=168 (2)
y=X+z 3)

Po dosazeni za y do (2) ovSem ziskame jedinou linearni diofantovskou rovnici
32x+20z=168. 4)

Tato rovnice je feSitelna, nebot d = D(32, 20) = 4 A 4|168. Ziejm¢ dale plati

4 = 32.2 + 20.(-3), po vynasobeni 42 dostaneme 168 = 32. 84 + 20.(—126) a nalezli jsme jedno feseni

rovnice (4), totiz Xo = 84, zo = — 126.

Znama teorie pro feSeni linearnich diofantovskych rovnic pak tika, ze obecné feseni rovnice (4)
je dano ve tvaru x = Xo + (b/D).t =84 + 51,z = 2, — (a/D).t = -126 — 8t, kde t je celociselny parametr.
Ze (3) snadno dopocteme y = — 42 — 3t, t € Z. Tim je piivodni soustava vyfeSena v mnozing Z° = Z x
Z x Z, ale slovni uloha vyzaduje najit feseni v oboru N® . Hledame takové hodnoty celogiselného
parametru t, které soucasné vyhovuji podminkam
84+5t>0,-42-3t>0,-126 — 8t > 0. Zjisti se, ze vyhovuje jedina hodnota t = —16 a ta poskytuje

jediné feseni uvedené slovni ulohy, totizx =4,y =6,z = 2.

4 Pouzita literatura

DRABEK, J. a kol.: Zaklady elementérni aritmetiky, SPN Praha, 1985.

5 Kontakt na autora
Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.
Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzen

E-mail: horajar@kmt.zcu.cz
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NETRADICNI RESENI ROVNIC

Josef KUBES

1 Uvod

ReSeni rovnic patii k zdkladnim matematickym dovednostem. K feSeni rovnic vede i1 velké
mnozstvi praktickych uloh a problémt. Nékteré typy rovnic uméli feSit jiz ve starovekych
civilizacich.

2 Netradi¢ni FeSeni rovnic

Nasledujici ulohy jsou urceny studentim, ktefi se umi na problematiku podivat trochu z jiného
uhlu. Nestaci pouzit pouze nacviceny algoritmus, je tfeba provést analyzu zadani a pouzit netradicni
postup.

2.1 Urete viechny dvojice [x, ¥] celych ¢&isel, které vyhovuji rovnici
25+ xy—7=0

Uloha je jednoducha, pfevedeme ¢islo 7 na pravou stranu rovnice, vhodné vytkneme na levé
strané rovnice a vyuZzijeme délitelnost.

2.2 Ur&ete viechny dvojice [x, ¥] piirozenych &isel, které vyhovuji rovnici
4x+1 — Ex _|_ 1,.3

Upravime tak, aby vyraz s neznamou x byl na jedné stran¢ a s y na druhé strané. Vyuzijeme
delitelnost.

2.3 V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

2
X+ —=—
x ¥y-

1
}:r—'- —=—
V Z°
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1
z+ —=

F4 x

l-Jll

Stanovime obor kazdé proménné. VSechny tfi rovnice secteme a vhodnou upravou stanovime
feSeni.

2.4V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic
3+ vi=3y+3z+4
vi4+ 2z =3z+3x+4
28+ x¥=3x+3y+ 4

Vhodnym odectenim dvou dvojic rovnic a porovnani jednotlivych proménnych dokézeme jejich
rovnost.

2.5V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

f
[x +2=y—-2
,\‘Iw ]

—

[ — —
vy +2=x—-2

Ukézeme, ze X = y. Tim se podafi pfevést soustavu na feSeni jedné rovnice. Dale pokracujeme
vhodnou substituci.

3 Zavér

Vybrané tlohy slouzi jako pfiprava pro fteSeni podobnych tloh v soutéznich kolech
matematické olympiady. Cilem bylo navodit takovy pohled na postup feseni, ktery pomtze zvladnout
pravé takové typy v soutéZnich kolech.

4 Pouzita literatura

SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych tloh. 1. vyd. Praha: Prométheus,
spol. sr. 0., 2007. 186 s. ISBN 978-80-7196-341-7

5 Kontakt na autora

PaedDr. Josef Kubes
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Josef.Kubes@mikulasske.cz
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NEKTERE DIOFANTOVSKE ROVNICE

Jaroslav HORA

1 Uvod

Diofantovské rovnice predstavuji pomérné€ rozsahly a riznorody zdroj uloh, vyskytujicich se
v matematickych soutézich. Nekteré znich se ndm podafi vyfeSit s vyuzitim naSich znalosti o
délitelnosti celych ¢isel (viz nasledujici uloha). Jiné Ize elementarné vyfeSit napf. s vyuzitim
nerovnosti pro nékterou neznamou, piip. pomoci rozkladu nékterych clent v rovnici. Jsou vsak i

rovnice te€z8i, pro néz byla vypracovana teorie. A ke vSemu existuji i diofantovské rovnice, které
matematici (zatim) feSit nedovedou.

2 Jeden piiklad

Piiklad: Resme diofantovskou rovnici
X (y +1)2=32y.
Vyjadiime linearni neznamou X a dostaneme

32y

X = (y+1)2 .

Cislo 32 y musi byt délitelné (y + 1)°. ProtoZe y + 1 je nesoud&Iné s Y, musi &islo (y + 1) délit 32 =
2°. Toto &islo ma viak je tti délitele, ktefi jsou druhou mocninou celého &isla. Jde o ¢isla 1,4 a 16. Pro
y tak nastavaji moznosti

1) y+1=1
@) y+1=4
(3) y+1=16
@) y+1=-1
(G) y+1=—4
6) y+1=-09.

Dostavame celkem Sest feSeni dané rovnice.

Je P = {[0, 0], [1, 8], [3, 6], [-2, — 64], [- 3, — 24], [-5, —10]}. Vidéli jsme ted’ piiklad
diofantovské rovnice, ktera ma kone¢ny pocet feseni.
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3

3. Znamé typy diofantovskych rovnic

Je naptiklad znamo, ze tzv. linearni diofantovska rovnice se dvéma nezndmymi X, y tvaru a x +
by=c, kde a, b, ¢ € Z, ma bud’ nekone¢né mnoho feSeni nebo nema viibec zadné feseni. Prvni situace
nastava pravé tehdy, kdyz nejvétsi spolecny délitel d = D(a, b) déli c.

Podobné ma pythagorejska rovnice x> + y® = 7% nekone¢n& mnoho feseni, Pellova rovnice
2 2 : we Loxr r ’ . vz r v r v Loas
X°—Ay“=1, kde A je pfirozené &islo, které neni druhou mocninou zadného ptirozeného ¢isla, ma téz
Vv v v ’ Yo7 . 2 2 . rowr tev
nekone¢né mnoho feseni, ale tzv. zobecnéna Pellova rovnice X° — A y*=C, kde C je celé &islo, jiz pro
nekteré hodnoty A, C Zadné feSeni nema, pro jiné dvojice A, C pak existuje nekonecné mnoho feseni.
4 Zavér

Je tedy pfirozené se ptat, zda by Slo poznat (¢i zda by existoval algoritmus), ktery by umoznil
rozhodnout, zda méa dana diofantovska rovnice feSeni ¢i nikoli. V roce 1970 byl tento slavny problém
pochazejici od némeckého matematika Davida Hilberta vyfeSen negativné ruskym matematikem J. V.
Matijasevicem — algoritmus pozadovanych vlastnosti neexistuje.

5 Kontakt na autora
Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.
Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzefi

E-mail: horajar@kmt.zcu.cz
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O METODACH ROZKLADU PRIROZENYCH CIiSEL V SOUCIN
PRVOCISEL

Jaroslav HORA

1 Fermatova faktoriza¢ni metoda

Pomineme -li velmi znamou metodu opakovaného déleni, je Fermatova faktorizaéni metoda
nejstar$i systematickou metodou pro faktorizaci ptirozenych c¢isel. Uvidime, ze obecné neni pfilis
efektivni. Je vSak elementarni a obcas se vyskytuje ve Skolskych ulohéach ¢i v riiznych matematickych
soutéZich.

Fermatovou ideou bylo, pokusit se zapsat liché slozené ¢islo N ve tvaru rozdilu ¢tvercti dvou
prirozenych &isel. Podaii -li se to, pak N = x> —y*> = (x — y)(x + y) a nalezli jsme faktory, na néz se
rozklada ¢islo N.

Piiklad: Rozlozme ¢islo 8 051!

Pov§imneme -li si, ze 8 051 = 8 100 — 49, je feSeni snadné a vyzaduje jen znalost vzorce pro
rozdil dvou &tverci: 8 051 = 90> — 7% = 97.83. Jak aplikovat Fermatovu metodu
v obecném piipadé, kdy je dano pfirozené Ccislo N, které se snazime zapsat ve tvaru
N = x?—y? kde X, y jsou piirozena &isla?

Ztejmé& musi byt X > v/ N , takZe vypocteme m = [\/ N ] + 1, coz je nejmensi mozna hodnota

pro x (az na ten p¥ipad, kdy N je druhou mocninou, N = X%, kdy je vlastné nalezena reprezentace N = x*
— 0%). Nyni budeme zkoumat, zda &islo z = m? — N je &tverec. Pokud ano, nalezli jsme rozklad N = x* —
y* a jsme hotovi. Neni -li tomu tak, prejdéme na dalsi mozné x, tj. na hodnotu m + 1, a vypo&téme (m
+ 1) =N =2z +2m+ 1. Opédt otestujeme, zda toto &islo je &tvercem atd. Postup i to, jak si
zorganizovat zapis vypoctl, bude jasné z nasledujiciho ptikladu.

Piiklad: Rozlozme ¢islo N = 3 503 v soucin prvocisel s vyuzitim Fermatovy faktorizacni
metody.

Regeni: Je /N = 59, 186..., &islo N neni druhou mocninou pfirozené¢ho c¢isla. Mame
m = [\/ N] + 1 =60 a ¢&islo z=m? — N = 97 neni &tvercem. Je tedy zapotiebi prejit na &islo

m + 1 a postup opakovat. Vysledky zapisujeme do tab 1.

m 2m+1 z

60 121 97
61 123 218
62 125 341
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63 127 466
64 129 593
65 131 722
66 133 853
67 135 986
68 137 1121
69 139 1258
70 141 1397
71 143 1538
72 145 1681 = 41°
Tab.1

Pro¢ obsahuje tato tabulka jesté prostfedni sloupec nadepsany 2 m + 1? Jak vyplyva
z uvah provedenych pred timto pfikladem, ziska se ,,nasledujici” hodnota z setenim ,,ptivodniho“ z a
gisla 2 m + 1. Cislo z = 218 ve druhém fadku tab. 1 se tedy ziské tak, Ze se vratime o fadek vyse a
seCteme z + (2 m + 1) = 121 + 97 = 218. Obdobné postupujeme i
v dalSich tadcich az do té doby, kdy zjistime, Ze ¢islo z je druhou mocninou. Pak mame
2=1681=41"=m’-N= 72°-3503,3503 = 72°-41°=31.113.

Fermatova faktoriza¢ni metoda je ,,rychla®, pokud se ¢islo N da rozlozit na dva témét sobé
rovné faktory. Je vSak horsi neZ metoda opakovaného dé€leni v piipadé, Ze toto nenastane. Podivejme
se proto na rychlou metodu faktorizace, ktera ale hraje jakousi vétSinou velmi Gspé€snou, ale pfece jen
,loterii“ s volbou parametru X,.

2 Pollardova p — metoda

Zapisme nastin algoritmu pro Pollardovu p — metodu:

Je dano pfirozené ¢islo N, které chceme rozlozit.

1. Zvolme ptirozené Cislo Xo.

2. Vypoctéme X1 = Xi2+ 1(modN),i=0,1,..

3. Pro jisty pocet i € N vypocétéme nejvétsi spoleény délitel D(Xo; — X;, N).

4. Opakujme to do té doby, neZ D(Xy — X;, N) je netrivialnim d¢€litelem ¢isla N — uspéch.
Pokud proces bézi pies dany ¢asovy limit — neuspéch.

Ptiklad: RozloZzme &islo N =221 pomoci Pollardovy p — metody.

Reseni: Volme kupt. Xo = 5 a vypoétéme dalsich deset ¢lenti posloupnosti {X;}. Mame X; = 26, X,
= 14, X3 = 197, Xg = 135, X5 = 104, Xe = 209, X7 = 145, Xg = 31, Xg = 78, X10 = 118. Dale

D(x, — X1, N) = D(14 — 26, 221) = 1,
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D(Xs — X2, N) = D(135 - 14, 221) = 1,

D(xe — X3, N) = D(209 — 197, 221) = 1,

D(xs — X4, N) = D(31 — 135, 221) = 13.

Nalezli jsme netrivialni délitel ¢isla N = 221, je 221 =13 . 17.

Vidime, ze vypocet vyzaduje jen provadéni elementarnich pocCetnich operaci s celymi Cisly a
vypocet nejvétsiho spolecného délitele.

3 Pouzita literatura

HORA, J.: O nékterych otazkach souvisejicich s vyuzivanim programi pocitacové algebry ve skole,
III. dil. Pedagogické centrum Plzen, 2001, 74 stran, ISBN 80-7020 -092-8.

4 Kontakt na autora
Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.
Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzei

E-mail: horajar@kmt.zcu.cz
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O RESENI SOUSTAV ALGEBRAICKYCH ROVNIC
S CHYTROU KALKULACKOU
Jaroslav HORA

1 Uvod
Je velice zajimavé, ze kuptikladu vyfesSeni soustavy
X*+xy=3 (1)
y> + Xy =6,

kterou jsme fesili ,,lidskymi* prosttedky, zvladne i ,,chytra® kalkulacka TI -92 Plus.

Jak je to mozné? Zde nejde jen o pokrok elektrotechniky, ale i matematiky samé.
Zhruba si popiSeme jeden objev, kterého dosahli matematici v posledni tfetin€ minulého
stoleti. Byl objeven Buchbergertiv algoritmus pro vypocet Grobnerovy baze idealu. Nelibi se
nam zadana soustava? Je mozné si zazddat néktery z komercnich programii (Maple,

Vvewe

GroebnerBasis[{x"2 + xy — 3, y"2 + xy - 6},{X,y}]
a dostaneme

{-4+y%2x-y}.
Resila by se ndm misto ptivodni soustavy (1) snéze soustava

Yy —4=0
2x-y=07?

Jist¢ bychom rad¢ji fesili tuto druhou soustavu rovnic, vzniklou z Grobnerovy baze.
Pritom jde o soustavu ekvivalentni s ptivodni soustavou, tj. majici stejnou mnozinu feseni.

2 Buchbergeriv algoritmus

Buchbergeruv algoritmus pro vypocet Grobnerovy baze:

procedure Ghasis (P)
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# Je dana mnozina polynomi P. Ur¢i mnozinu G takovou, ze <G> = <P> aGje

Grobnerova baze.
G «P; k «length (P)
# Oznaéme i—ty prvek uspofddané mnoziny G jako g.
B<«{[i,jl,1<i<j<k}
while B # & do {
[i, j] < selectpair (B, G)
B« B-{[ijl}
h < normalf (Spoly(gi, g;), G)
if h= O then {
G« Guih};kek+1
B« Bu/{[i,kl;1<i<k} }}
return (G)

end

2.1 ...jesté redukce ...
# 1. odstranéni ,,piebyte¢nych* prvki
foreach g € G do {
if there exista p € G — {g} such that It(p)| It(g)
then G < G - {g}
}
# 2. redukovana, monicka Grobnerova baze
foreach g € G do {

g <« normalf(g, G — {g})

Q%Lg}
c(0)’
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3 Zavér

Chceme-li sledovat kalkulacku ¢i pocitag, je tfeba se psychicky piipravit na to, Ze tyto
nastroje provedou bez chyb a bez Uinavy celkem dost algebraickych tprav vyrazl, coz je
¢innost, kterou Cloveék nedéld obvykle moc rad. Také je jeSté zapotiebi se seznamit s tim,
které ,,08klivé*” Cleny eliminuji diive a které pozdéji (uspofadaji si tyto ,.Skidce napft. v tzv.
slovnikovém, lexikografickém uspofadani ¢leni (termit)).

Ukézky vypocti se naleznou ptipojené literatufe.

4 Pouzita literatura

COX, D., LITTLE, J., O" SHEA, D.: Ideals, Varieties, and Algorithms, second ed., Springer
1996.

ERNESTOVA, M.: Soustavy algebraickych rovnic. Ugitel matematiky 10 (2001/2002), &. 4(44), 193-
208.

HECK, A.: A Bird’s - Eye View of Grobner Bases. Dostupné na WWW na URL — adrese
http://www.can.nl/~heck/ AIHENP96/AIHENP96.html.

HORA, J.: O nékterych otazkach souvisejicich s vyuzivanim programu pocitacové algebry ve
Skole, II. dil, Pedagogické centrum Plzen, 1998, 51 stran, ISBN 80-7020-038-3.

5 Kontakt na autora
Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.
Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy FPE ZCU, Klatovska 51, Plzefi

E-mail: horajar@kmt.zcu.cz
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3

POCETNI TECHNIKY PRVNICH CIVILIZACI

Jiti Poticek

1 Uvod

Prvni vyznamné civilizace vynikaly od 6. tisicileti pf. n. 1. v povodi velkych fek tekoucich
v klimaticky pfiznivych podminkach. Existuji doklady o takovych civilizacich v Egypté,
Mezopotamii, Ciné a Indii. Pfiznivé klimatické podminky spolu se schopnosti téchto civilizaci
vyuzivat zéplav vedly k rozvoji intenzivniho zemédélstvi, které bylo schopno uzivit velké mnozstvi
lidi. Vysoka turoven zemédélstvi se v§ak neobesla bez relativné kvalitnich matematickych znalosti.

2 Matematika v tzv. vodnich ¥isich

Matematika ve zminénych vodnich fiSich ma az na vyjimky srovnatelnou uroven. Zde si
v§imneme a porovname matematiku v Egypt¢ a na uzemi Mezopotamie.

2.1 Matematika starych Egyptanii a Babylonanu

V Egypté pouzivali v 5. tisicileti pf. n. I. nepozi¢ni Ciselnou desitkovou soustavu a znali
secitani, odcitani, nasobeni a dé¢leni. Nésobeni se =zaklddalo na schématu vyuzivajicim
zdvojnasobovani, pti déleni se vyuzivalo puleni a tzv. kmenné zlomky. O pocetnich operacich i o
vyjadfovani ¢isel mame spolehlivé informace z n¢kolika zachovanych papyrii s matematickymi texty.
Jsou v nich popsany i techniky a algoritmy pocetnich operaci.

2.2 Matematika v Mezopotamii

Na izemi Mezopotamie se vice bojovalo a tak jsou matematické znalosti ovliviiovany z vnéjsku.
Pouzivalo se klinové hieroglifické pismo, které se rylo tvarovanymi rydly do hlinénych tabulek. V 5.
tisicileti pf. n. 1. tam byla objevena (sice nedokonald) pozi¢ni Sedesatkova soustava, ktera vsak
znamenala velky krok vpfed a umoznila v 7. a 8. stoleti naseho letopoctu objev dnesni desitkové
pozicni soustavy.

3 Zavér

Informace o historickém vyvoji matematiky patfi ke vSeobecnému piehledu zakl a studentt
s hlub3im zajmem o matematiku. Casto maji i pozitivni vliv na motivaci ke studiu matematiky.
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4 Pouzita literatura
Struik, D., J., D&jiny matematiky, Praha, Orbis, 1963

Kolman, A., D&jiny matematiky ve starovéku, Academia, Praha, 1968

5 Kontakt na autora
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Fakulta pedagogicka Zapadoc¢eské univerzity v Plzni
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RECIPROKE ROVNICE

Jii'i Potucek

1 Uvod

Reciproké rovnice spolu s dal§imi specialnimi typy rovnic jsou vhodnou pfilezitosti pro vyuziti
znalosti o komplexnich ¢islech, samoziejmé vedle dalsi Skaly potfebnych znalosti. Nicméné jsou
potvrzenim uzite¢nosti zavedeni komplexnich ¢isel. Vyklad o reciprokych rovnicich je také ptilezitosti

pro zopakovani, ptfipomenuti a utfidéni znalosti o rovnicich.

2 Shrnuti znalosti 0 pojmu rovnice.

Pojem rovnice vystupuje ve Skolské matematice ve dvou zakladnich situacich a sice jako tloha,
tj. zasadnim problémem je feSit rovnici, a vedle toho jako definice funkce, coz se promita i do

o4

analytické geometrie. My se zde zamétime na rovnice jakozto ulohy.

2.1 Zakladni schéma FeSeni rovnic

Resit rovnici znamené zjednodusovat ji upravami tak, aZ lze objevit jeji feseni. Upravy rovnic
rozdélujeme na ekvivalentni a disledkové. Rovnice ziskana z predchozi rovnice ekvivalentni upravou
je s piedchozi rovnici ekvivalentni v tom smyslu, Ze v§echny jeji kofeny jsou zaroven i kofeny rovnice
predchazejici. Pti pouziti disledkové Gpravy je nova rovnice pouze disledkem upravy. Kofeny nové
rovnice proto nemusi byt kofeny rovnice pfedchéazejici, na niz byla disledkova tiprava aplikovana.
Napf. pii feSeni iracionalni rovnice (rovnice s neznamou pod odmocninou) upravujeme rovnici
umocnénim, coz patii mezi disledkové Gpravy.

2.2 Reciproké rovnice a dalsi zvlastni rovnice

Reciproké rovnice jsou takové rovnice, v nichZ jsou koeficienty symetricky rozlozeny (popt. az na
znaménko). To umoziuje vytknuti a prevedeni rovnice do sou¢inového tvaru vhodnym rozkladem.
V soustfedéni budeme fesit reciproké rovnice do 5. stupné véetné. Vedle binomickych rovnic, které
jsme jiz poznali, patii spolu s reciprokymi rovnicemi mezi zvlastni rovnice, jimiz se budeme zabyvat,
jesté rovnice trinomické a diofantovské.
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3 Zavér

Uvedené zvlastni typy rovnic a jejich feSeni mohou poslouzit jako voditko pro feSeni
analogickych uloh, s nimiz se mizeme setkat pfi feSeni Skolnich tloh i1 pfipadné tloh matematické
olympiady.

4 Pouzita literatura

Sedivy, J., Odvarko, O., Vocelka, J. Matematika pro IV. ro¢nik gymnazia, SPN Praha, 1982.

5 Kontakt na autora
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3

ROVNICE VYSSiCH RADU, NUMERICKE RESENi ROVNIC

Josef KUBES

1 Uvod

Zpusoby feseni rovnic vysSich fadli propracovavali matematikové fadu stoleti. Ve Skolské latce
se vyskytuje Uplné teSeni kvadratické rovnice a specialnich typti rovnic vys$sich fadt — binomické
rovnice, okrajovée reciproké rovnice.

2 Rovnice vysSich Fadu, numerické FeSeni rovnic

Reseni rovnic vyssich fadt je dal§i oblibené téma, které slouzi k nacviku netradiénich piistupt
k feseni zadanych rovnic. Obvykle je zadana podminka pro kofeny, ¢i Ize jedno z feSeni odhadnout.
Dalsi velkou oblasti, ktera se rozviji v souvislosti s nastupem vypocetni techniky, je numerické feseni
rovnic. To se sklada z Casti separace kotent a ¢asti uréeni kotfene s pfedem stanovenou presnosti.

2.1 Necht p je takové realné ¢islo, Ze rovnice
2x¥+ (2p—5)x*+ (p*— 5p)x+2p =0

0 neznamé X ma tfi rizné realné koteny, pfi¢emz dva z nich jsou navzajem pievracena Cisla. Urcete
¢islo p a vSechny koteny dané rovnice.

PouZijeme vztahy mezi kofeny a koeficienty a podminku pro kofeny uvedenou v zadani. Uloha
vede na feseni tii rovnic o tfech neznamych, které¢ vhodnym postupem dotesime.

2.2 Urcete vSechny hodnoty parametru a z mnoziny redlnych ¢isel tak, aby redlné koteny
rovnice
x¥— x*+49ax—4a=10

tvotily tfi po sob¢ jdouci ¢leny geometrické posloupnosti
Opét pouzijeme vztahy mezi kofeny a koeficienty a definici geometrické posloupnosti. Dalsi

feSeni vede pfes soustavu tii rovnic a tfech neznamych, ve které je jedna z proménnych tfetiho stupné.
Zvlastni pozornost je tieba vénovat hodnoté a = 0.
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2.3 V oboru realnych Cisel feste
x3— 2x45=0

V tomto ptipad¢ nelze nalézt Zadné netradicni feSeni. Miizeme pouZzit velmi naroéné vzorce pro
feSeni kubické rovnice, coz je velmi nepraktické. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o specialni postup,
neni pro naSe ucely zajimavy. Z tohoto vyfeSime rovnici numericky. Separaci kofenti provedeme
graficky a dofeSeni s presnosti napiiklad na tii desetinna mista zvladneme metodou ptileni intervalt.

2.4 V oboru realnych cisel feste
2x*—9x* —14x + 60 =0

Grafickou metodou provedeme separaci kofent. K jejich upfesnéni tentokrate pouzijeme
metodu postupného pfiblizovani. K vypoctim lze s vyhodou pouzit tabulkovy procesor, napiiklad
Excel.

3 Zavér

Cilem setkani nad feSenim rovnic vysSich fadi je navazat na latku z hodin matematiky a
prohloubit znalosti zakti. Prvni dvé ulohy slouzi k ptipravé na rozvoj analytického a logického mysleni
zakd. Numericky zptisob fesSeni ma ukazat na provazanost klasického feseni s pouzitim postupu, které
se pouzivaji v realné praxi.

4 Pouzita literatura

SVRCEK, J., CALABEK, P. Sbirka netradi¢nich matematickych uloh. 1. vyd. Praha: Prométheus,
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Rovnosti, nerovnosti a posloupnosti

Petr TOMICZEK

1 Uvod

Tento pfispévek je vénovan piikladim matematickich clympidd celého svéta, ve kterjych ae
fefily ptiklady = rovnostmi, nerovnostmi a posloupnostmi. REovnosti jaou fefeny v oborech
celych a raciondlnich &sel. Jednotlivé podkapitoly v nerovnostaech se postupné vénujl pitkla-
dim s absolutnf hodnotou, primérim (aritmeticky, geometricky, harmonicky) a Bernoulliové
narcvnostl. K Fafent p¥kladi na posloupnosti je nutna znalost pojmu limits posloupnosti,

2 Rovnosti

Priklad 2.1:  (New York 1977)
Pro z,y € & fefte rovnici 2° + 1 = 42

Regeni: 7 nerovnosti 0« 22 =42 —1 vyplyvédproz,y € B, Ze 22 =y? —1 > 3az > 1,
Tedy 2%+ 1 je liché &fslo 1 y je liché, Pak y = 2k + 1,k € Z a 22+ 1 = {2k 4+ 1)%, odtud
22 = (k4 1)k. Tato rovnost nastane pouze pro k =1, neboli z =3,y = 3.

Piiklad 2.2 (NDR 1973)
Fro z € Z fedte rovnicl (x4 1){z+ T){z + 8) = 42,

Refienf: Substituel z = z + 4 piejdeme k {22 — 16)(2* —9) = % Pro z =0 js y = +12,
pro z = 3, z2=dd jey =0, pro z = &5, je v = £12. Pro z = &1, £2 fedeni v celych
&islech neexistuje. Zbyvé uvazowvat |z > 6. Pak 2? — 2522+ 144 = 42 = (22 — 122 — 22 Tedy
(22 =122 = ¢? a g > (22 —13)2 = 2% — 2527 4 144 — (5% — 28), nebof (2% — 28) > 0 pro

|z| = &. Dal& fefen{ tudi¥ neexistuji.

Prikled £5:  (Rumunsko 1981)
Pro z,y € Z fefte rovnicl %+ 32% + 1 = ¢4,

Regenf: Substitusi z = z? pfejdeme ke kvadratické rovnici 224+ 3241 —¢? =0, pro jejiz
diskriminant musf platit D = 544y* = «® n € N, abychom dostali fefeni v celjch &slech.
Pologime m = 242, pakn® = m* 4+ 5an>m+ 1, tedy m*+ 5 = (m—+ 1)2 = mit m 1
Odtud plyne 2 = m = 24, tudt# 1 = |y|. Pro y = 0 fedien{ neexistuje, pro y = 1 je = = 0,

FPriklad 2.4  (Jugosldvie 1974)
Pro z,y € & fefte rovnicl % 4 2y 4+ 4% = 2%*2

Regent: Diky aymetril pfikladu miZeme beaz ﬁjm}zr na obecnosti pfedpokladat, e y =
az, |a| = 1. Potom 2z*(1 4+ a+ o) =a%* a 2? = 122 < 3 tedy proz = -1, jey = 1, pro
z=0,jey=0,proz=1,jey=—1.
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FPriklad 2.5 (NDR 1974)
Pro @,y € % fedte rovnici (x + 2)* — & = 4%

Regeni: Vipottem dostaneme 8(z°4+ 2(z+1)24+2%) = 4%, tudiz y je sudé y = 2k, k€ T a
254+ 2(z+ 112422 = &% Odtud vypljvi, e b = 2+ 1. Prok = 2+ 1 plabi 29+ 2(z+ 112422 =
¥4+ 322+ 8z + 1, tedv 2 = =1, v = 0. Pro & > z + 2 musf platit 2% + 2(z + 1)2 + 2°
> g% 4 Be?4 122 4 &, neboli 0 > Gx? b Bx 4 8, cof nikdy nenastane.

Pifilad £.6: (INDR 1970)

Dokagte, Ze pro lich4 &fsla a, b, ¢ € & rovnice az® + bz + ¢ = 0 nemé fedeni v Q.

Refieni: Aby kofeny kvadratické rovnice byly racionslnf &isls, tak pro jeji diskriminant
musf platit 0 = 5% —dac = %, n € NU {0} Z lichosti &fzel a,b, ¢ & rovnosti &* — dac = n?
plyne Ze 1 18 liché &falo. Fologime 6 = 2o+ 1,0 =21+ 1, e =214+ 1, n = 2y 4+ 1, potom
4h% T+dbi 41— 4(4&151+2a1—|—201+1) = 4ﬂ1+4ﬂ1—|—1 a b +bi—(4a101+2a1—|—251—|—1) = ﬂ1+ﬂ1
JelikoZ b3 + by 1w} 4+ 0y jsou suds &fsla, tak &fslo na levé strand posledni rovnosti je liché a
vpravo sudé, coi je spor & plfedpokladem, Ze kofeny rovnice jzou racionalni &isla.

FPrikled 27 (Anglie 1970)
Fro z,y € (@ fadte rovniai \/2\/@ — 3= \/ﬁ\/— — \/yx/’g

Refenl: Po umocnan{ dostaneme 2+/3 — 3 = 2+/8 — 24/Zy3 + v+/3, vydélenime +/5, pak
2—+i=2 -0/ +y a 2—z—y =13 2,2y Upét umocnime, potom {2 —z —¢)? =

3—4./zyS+dey. Odtud plyne, Ze /2y 3 € Q. V prvni rovnosti 24/3—3 = /3 -2 /2y T41+/3
vytkneme +/3, pak +/3(2—z—y) = 3— wazy c @ MNutng tedy 2—z—y = 0a 3—2/zyd =0,

Odtud jiZ dostansme fefeni z = 5,y = 2

W daldim pouZijeme nasledujictho jednoduchého tvrzeni
Véta2.1l: (modulo4)
Mecht = € 7, pak pii délenf 22 &slem 4 jsou zbytky pouze 0, kdy# = je sudé, a 1, kdy#
je liché. Pigeme 27| poq ¢ = 0 [z sudé), 22| pog e = 1 (2 liché).

Pdklad £.8: (CSSR 1976)

Pro z,y, z € Z fedte rovnici 22 4 4% = 322,

Refeni: Trividlnf fefeni z = O,y = 0,2z = 0 je zfejmé. Bez djmy ns obecnostl miZeme
tedy pfedpokladat, Ze =, ¢, 2 jsou nesoud&lna &fsls a alespofi jadno je nenulové. Podle pFedcho-
ztho trzeni ?7 platl (2% + ¢*)| moa ¢« = 0 nebo 1 nebo 2 a  32% poqq = 0 nebo 3, Tudiz
(22 4+ 4%)| mod ¢ = 0 a 82%| g ¢ = 0, coZ nastane pouze v piipads, e viechna &isla z, v, z Jsou
sudd. Dostall jsme spor s ptedpokladem nesoudélnostl. Ulcha tedy nemsé netrividlni fefient,

42



*

* X ok
* *
rs * L]
evropsky * . o tl\.

‘g , [ .—-—-———-—‘
socidlni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzddiavéni e - 2
fondvCR EVROPSKA UNIE = MLADEZE A TELOVYCHOVY — pro knnkurzenceac:opnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

T-200%

Priklad £.9: (USA 1976)
Pro z,v,z € Z Yedte rovnicl 22 + v? + 2% = 2%°

Redeni: Opé tlohs mé trividlnf fefeni « = 0,y = 0,2 = 0. Podle tvrzenf 22 bud a)
%% poaa =1 nebo b) 2%2| poae =0

ad a) Tedy 2,y jsou lichd, pak i 2 je liché a 2% + ¢® + 2% mod ¢ = 3 # 2%9%| moa e = 1.
Tedy moZnost &) nenastans.

ad b) Mecht z je sudé, y je liché, pak = je té2 liché a 2444 2%| sara 4 = 2 # 2%9%| s a = 0.
{Analogicky y Je sudé,  je liché.) Zbyv4 moZnost = je sudé, v je sudé, pak 1 2 je sudé. Potom
®=221,9 =24, 2 =22 a 23ty 24 = deyi Odtud z%—kyi—i—zﬂ mod 4 = 4253 | moaa = 0,
cof nastane pouze v pfipads, 28 x4, 41, 21 J8ou suda Sisla atd, Crlsla v, 2 jsou tedy délitelns
libovolnou mocninou &ala 2, tato sibuace nastane pouze pro 2z =0,y =0,2=10.

3 Nerovnosti|
3.1 Absolutni hodnota

Definice3.1: Zobrazeni f: B — Bf = {z € R : 2 > 0} definované piedpizsem
flz) = max{z, —z} nazveme absolutni hodnotou.
Absolutni hodnotu &isle z znaéime |z|.

Absolutni hodnotu &sla = midfemea definovat 1 ndsledujicim zpliscbem.

=
Chicent 8.1: Dokazte: |$|={_z i:ig

[z > 0= max{z,—2z} =2, 2 <0= max{z, —2} = —2z.]

Véta3.2: (vlastnostl absolutni hodnoty}
Mecht a,b € R, pak

B lal 20, a8 =lal-|,
val=la|, a<|af,
u) o4& < |a|+ 12| trojdhelnikové nerovnost, (171}

iv) [la| —[o]| < e —¥], (N2)

a|
éfslo |o — b| nazyvame vzdilenost bodu a,b .

)
=12 20,
18]

kil
b
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FPriklad 5.1 (USA 1982)
DokaZte, %e pro realnsd &ala ey, .,0, & 1 > b = by = -+ = b, >0 existue
ke {l,2,... ,n} takové, Ze plati

e} ]
‘Zbéaz— = ‘Zaé .

= ‘biai‘f‘ Z bilat . A ag) — 3 bala g+ .+a1)‘ =
=2

i

ARG S

i=1

Reteni: & Z byl =

(b; —beyg){os+. . Fo1)|, kds by = 0. Nyni poloZime

ey — sz—f—i it +i11‘—

i) 2]
Ay = ot Faq|a dy = max A, potom SU\? ; |(bs—biga)| [(ast. . Hag)] = 4 = | ;G‘*i ‘ :

Priklad 8.8:  ({Jugoslavie 1972)

IMame realné &islo M a mabice redlnych &izsel (o4)7— spliiuje nerovnost

el
> louas+ oz + .+ ama < M

=1
pro libovolné z; € {—1,1}. Dokagte, e pak plat{

|ag1] 4 [ooa] + .o || < M.

Refen{: Ka#dé z &sel z; nabjvé dvou hodnot, proto také

ke
Z Z leazs + coze + o oz, 20 M

fod 0 =1

i)
Z Z ot 21+ aezo + o+ Oene| < 270N

i=1 {1, 2.}

Cznadime

5y = Z |eazt + tnze+ .+ G525

fory L
Fro 5; plati
Sz': Z |aﬂ$1+I..+gil:i_1)$z-_1—|—t}.ﬁ—|— a--i(-i+1}$-§,+1+'--+a-'in$?2|
LTI R O T R Wy
4 Z |G-3';|_$j_ + ...+ Bifi—1) L1 — O + Bhfs 1 %51 +...+ ﬂ-mﬁn|
To0 o g g0 T
':J“ii.‘-' Z 2|a.n| = 2n|ﬂ.-§i| .
T I . T i - }

Cdtud iz plyne 2ny |an| = Z 8; < 22 M, cof jsme méll dokézat,

t_i i=1
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FPriled 5.5: (Bulharsko 1982)
Dokaiite, Ze pro éisla oy, 0s,.. .0, € [0L,2], n > 2 platl nerovnost

2 2
E |o; — a5 < n?
i=1 j=1
Fro jaké hodnoty nastane rovnost?
Reienf: Ziejmé plat! |a; —a;| = |a; — ay| & miZeme piedpoklddat, e oy <ay < ... < ap,
pak
R 0 Zoyg
S=3 2 le—a =2 20 foy—o =72 30 (a;—a)=
i=15=1 1Ziisn 1<iisnm
i n—1 2
2(F =10y = T (n =) os) = 3% = n — ).
= i= i=1

Bouget & bude maximalni, pokud a; = 2 pro 2 takové, Ze 26 —nn —1 > 0 & ;=0 pros
spliiujici 22 —n— 1 < 0.

Proliché n =2k +1jepak =2 3 (22 -2k —2)2=4k(k+ 1) < n?
=kt 2
Prosudé n=2kje §=2 3 (22 -2k —-112=4{k)?=n?.
=k
Tedy pronsudé a g1 =.. . =az =0, 0341 = ... = a» = £ nasbane rovnost.

3 Prameéry

Vzdalenost dvou &isel o, b na reilnd ose ss rovnd |a — 8| = +/(a — )% Ziejmé (a — b)* = 0,
cof je ekvivalentni se zdkladn{ nerovnosti
a? 4 b
Dub < 0?4+ 5%, popiipadd ab < —Qi_ \ (I73)

kterd ae objevuje v mnoha dlohach; nap¥iklad:

Cuviceni 5.2 Proo,b,c € Rdoksite nerovnosti: a+b < /200 + ) a  abtbotoc <
ol 4 b?4 gt

W15 ro&nfku MO kategorie B se objavila uloha
Pdlad 5.4
Je dén kvadr o rozmérech a,b ¢, ktery neni krychli. Doksite, Ze souBet objemu krychli o
hranach a, b, ¢ je v&tE ne? trojnasobek objemu daného kvddru.

Reseni: W podstaté mame dokdzat platnost nerovnosti Sabe < ad B4 3,
Flatnoat této nerovnosti plyne z ndsledujici vaty.

Véta3.3: (o pramérech)
Necht ;> 0,:=1,2,...n, pak platf
n

a1t tan o+ 4ol
T o S e B S - <y, (94)
Qo

L_|_.

a4
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Definice 3.2: MNachf a@y,aq,...,0, € R, aritmeticky primér se nazyva &islo
Gitopt -+ on

e

Necht @, > 0,2 =1,2,...n, geometricky priamér se nazjvs &islo
8129 ... Gn.

Necht a; > 0,:=1,2,...n, harmonicky pramér se nazyva &islo
!

1 1 1
R R

Necht ay,aq,...,8, € B, kvadraticky primér se nazjvé &islo

\/a%+a%+---+a%

i

Diikaz vaty 3.2: Mejdifve dokaZeme vatah mezi geometrickym a aritmetickym primérem

T S L (GA)
e
! g + e + COr o g .
Tpravime (GA) do tvary n < —— =, apoledimesy, = ——— 2=1,....7.
P l: :' = fi&-i‘...‘t}.n? P i aiai‘“l_anﬁ 3 4
Fotom 1 - 22 ... 2n = 1 & pomoci matematické indukce budeme dokazovat, e n <

1+ 2o+ ... 4 zn. Fron = 1 tvrzen{ z¥ejmé platl, Z wyuZitim indukéntho pfedpokladu
oS 21+ 2o+ ..+ 2 choeme dokdzat, 2 n4+ 1 < 214 22+ .. 4 2n+ Znp, pokud
T4 E®yt ... Epc Ensd = 1. Bez Ujmy na obecnostl miZeme ptedpoklédat, fe 24 = 1a 2 <1,
potom (x4 — 1){zg — 1) < 1, tedy 14+ 2129 < 21+ 20 o také

It zgzgtag+ .+ 2nt2ap STegtoot s+ Tn+ oo

Fro «w &lsel #i20, 25,y #np Platl 2920 - 25+ - 240 = 1 & podle indukéniho pfedpokladu
nw 2ot 24 Tnt 2npr . Odbud ji2 dostaneme

l+n<l4zzetazst+. Fopt oo Szt ot F 2ot 2np,

cof jeme méll dokézat,
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Fokud poloZime a; = é, i =1,...,n v nerovnosti (GA), pak dostaneme % C i =

i 1
4+ . . . . - 4 = o
ER—E. Odtud jiZ snadno plyns nerovnost mezi harmonickym a geometrickym pramérem

ik < &by b (HG)

i i
bi+ +bw

Merovnost mezi aribmetickym a kvadratickym primérem dokaZeme také pomoc matem-
atické indukce. Cheeme tedy dokézat

I e P L e s (AK)
n - n !

cof pro n =1 zfejmé platl.
Za indukéntho pfedpokladu (a1 + -+ 4+ a0 < nlaf + -+ a2}, dokéZeme platnost
(g + A ont anpa)® < (a4 Def+ - Fal+aZ ).
Plati (N3
(014t ot o) = (og + o+ an)® + 2(01 + -+ andtnm + (o) < nlef -+ +
ai)taftely+taiteiytely = (nt+ D+ t+ei+ely), cof jsme méli dokszat,
Poznamenejme, £ rovnost v (IN4) nastane pouze pro gy =ag = ... = a,.

S nercvnostmi z pfedchozi véty se fasto setkame v dlohdch z matematickych olympiad.

Priklad 5.5:  (2roinik MO kat, A)
Dokagte, Ze pro a; > 0,2 =1,4,.. . n, plati nerovnost

1 1

i
(a1+ag+...+an)(a—i+a—2+---+ T

a‘n
Reseni: Jednoduchou dpravou dostaneme
e R i
" =z 141,41
aq aa O

cof Je nerovnost mezl harmonickym a aritmetickim pramérem, viz (194},

(HA)

Refieni viak mieme dostat i jinfm postupem s vyufitim zdkladni nerovnosti (I73).
11 1 =13 1
(o1t ot o) —t ot —) =S a3 e — =
4 G —1 [ ¥ - 5
Z4=1

B bV

7+ Z E—l-ﬁ:ﬂ—i-(ﬂ)ﬂ:ﬂg.
1<eyenld W 2
=2

Pikled 5.6
Dokagte, Ze pro trojicl kladnjch &izel o, b ¢, plati nercvnost
{o+8){a+c){b+c) = Babe.

Kdy nastane rovnost?

Regenf: Podle (GA) nerovnosti je a+b = 24/ab, tudiZ (a+b)(at+c)(btc) > 2¢/ab24/ac 2+/bc =

Sabe, cof jsem méli dokazat., Rovnost nastane pouze v pfipadé, kdya=b=c¢.
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Friklad 5.7 (17 .roénik MO kat, A)

DiokaZte, Ze pro trojicl nezdpornych &izel a,b, ¢, plati nerovnost

a(a—h@)—i—b(f)—@—l—c(c—ﬁjijﬂ.

Refeni: Podle {GA) nerovnosti je vab < ath budiz
a(o —/be) + b(b —/ac) +olc —+/ab) > ala — ) +b(b — F) +ofe — F) = 5((a —b)* +
(b —e)+ (a—c)¥) = 0.

FPriklad 5.8

Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené &islo n, plati nerovnost
.
<(2)
YA
(G
Regeni: Plati 1424 . 4 n= E(RQ—HE? pak (%1:]&: (12%3)?2 = nl,

Peozndmlka: Lze to dokézat 1 matematiclou induks! a binomickou vEtou,

Priklad 5.9  (22.roénik MO kab. A)

IMdme posloupnost (o) redlnych &izel, kterd spliiuje o, 1+641 = 26,, pron > 1. Oznaéime

A, = %,{ dokaZte Ze pak plat{ nerovnost

An—i + An—i—i > 2An
Reseni: Merovnost An1+ Anpt > 24, pFeplleme do tvarn Ay — A > A — Anq s
dosadime z definice A,. Tedy
I S W S ol 2 - i1t .. Fdn Gt .t dn
n4+1 0 '

- " w—1

Fischodem na spoleéného jmenovatele dostaneme postupné

Mgy — 01— — G (m— 1o —01 — .. —8nq
(n+1)n - nln —1) !
(n—1nonp —o1—. .. —ax) Zn+ D[ —1o,—01 —. . —0oni],
(n—1n{onm —on) = 2(n— 1o, — 201 —. . — 261,

s ) 2 [m— (o — ) + (= Dot — )+ (o2 — )
(= 1)+ 1) {ongs —an) 2 [(m— Do —anes) 4 (o~ )]

4 pfedpokladu @, q 4 6041 = 2o, plyne ooy — 00 2 8n — 8pi 1 Oppd — Gn = Gpd —

By oy Gl — Bp o= 6o —aq . Odbud 112 ziejmé dostaneme platnost dokszované nerovnostl,
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Piiklad 5.10: (INewYork 75}

Dokaite, Ze pro dvé libovolna riznd kladnd &fsla o, b plati nerovnosti

— b)g o+ b
vab < (g < :
8(—"’—%"’ — v/ ob) 2
Refienl: Oznadime A = %’—"” a & = +/ab, pak {a;_b}z = et ) L

a2l an  BA-C] T TEA-T)
2 2 A
%A(A_T‘ig)—:‘i"gﬁ a zfejmé G’{i%ﬁ{iﬂ.

Priklad 5.11:  (Jugoslavie TE)
Dokazte, 2o pro t¥i libovolna &ala o, b, ¢ vELE neZ 1 plati nerovnost

2(logba logcb_l_ logac) - g

a+b b4c c4al/ Tatbte
ery (A}
) . logy o | log, b | log e log, alog, dlog_ e 2
Regeni: Flati odhady 2( a-ﬁb + e + ey ) = 67 (a-ﬁb)(b{—c)(c-{—a) — ey ey =

I - R
(oAb ta) et}

FPriklad 5.12:  (Jugoslavie 1976)
Mechf soufin tfech &fzel se rovna jedné a jejich soudet je vatE nef soudet jejich pfevrdcenich

hodnot. DoksZte, Ze pak prévd jedno z téchto Zizel je vELE neZ jedna.

Resieni: Plati abe=1 a a—I—b—l—c:}%—i—%—i—%. Potom a—l—b—l—c:}wabgi

a+btoc—({betacteb)tabc—1>0=0—-1401—-a)4+befe—14cl—0a)>0=
(o — 1)1 —b4bc—c)= (o —1){b—1}{c — 1) » 0. Odtud ji£ plyne pofadovans tvrzeni.
Pidilad 5.1 (GSSR 1959)

Mecht o +b4+c =0, bet+ac+ab > 0 a abc = 0, potom doksZte, fe viechna &sla a, b, ¢ jzou
kladna.

Ragieni: 7 pfedpokladu abc > 0 plyne (bez tjmy na obecnosti) pro spor, %8 o < 0,b <

Jery
0,6 = 0. Potom be+ac+ab > 0= cla+b) » —ab(?}} —(%"—bjgic{%;& —de—a —b=
O{E?P—-::—m—E:':>[]1 coZ jespor g a4+ b4 c =0

FPtiklad 514 {Balkaniada 84}

Dokazte, Ze pro libovolnd kladna &lsla a;, 2 = 1, .. . n,n = 2, JejichZ soudet je jedna, plati
i 2 - & p . 1
i "
2

HA

Refont: Platf 35,00 = 3nost= _ ¥5( 2 _qy oyt 1S

' Q—O.?'_ - 2—0_1' - 2—0.?'_ - 2—0_?'_ —_
. i=1 i=1 i=1 i=1

Oy _ _n

1 T i

2
by
zfﬁ—ai . He—a.)
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Prikled 515 (NDR 84, Anglie 76)
Dokazte, Ze pro libovolnd kladnd &lsla oy, s =1, ., = 2 platd

E : = , kde s= E s .
‘v s —qa;  nn—1 :
=1 i=1
(HA} g
5 _ ay—5ts 5 73 R - N
Resem FPlati Z Z s—as T as = {s—at)t . Hs—on) [Eanlirs et C e o

FPriklad $.16: (MNew York TE)
DokaZte, Ze pro libovolnd kladnd &fsla a;, e =1, .4 1, anpq = a4 platd

kel s
NG DV
i=1 Gt i=1 e
. ) n.—i—i
Reseni: Oznadéime z; = g pak plati ] z: = 1. Polofime zny1 = 1, pak Z = =
* i=1
1 (G4 n+i 1
> [T = E Z Z 2l = 3 ()™ Odbud plyne nafe tvrzenf,
i=1 7% i=1

4 Bernoulliova nerovnost
Mame dokazat, Ze ¥Yne N, Yz e R, ¢ > -2 plath:
(14+2)* =14 nz.
1. Fro n=1 nasgtane rovnost 14+ =14+=.

2. UkéZeme, Ze platl: (1+42)? > 14+ {n+1)z . Upravime uvedenou nerovnost a dostaneme

(1+2)%*{1+4+2) = l4+nz+4=,
(1+z)y+(14+2)% > l4+nz+z.

Podle indukéniho pfedpokladu je {1+ 2)™ > 1 4+ nz a stadi tedy dokdzat, Ze
(1+z)%z > =,

Fro z > 0 nercvnost zfejmé plati.

Pokud # < 0 danou nerovnost vydélime z a dostaneme {1+ 2}” < 1. Tato nerovnost
plati pro —2 < 2 < 0. CoZ jame mali dokézat.

Vétad.d: (Bernoulliova nerovnost)

Necht z > —1, 2 £ 0, pak

l+z)*<1l4+ez, po O<a<l

(1+2)*>140z, pro ogl0,1] (BIN)
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FPriklad 4.1 (Kanada 1982)
Dokaéte, Za pro 2 >0, 2 # 1, 0 < 1 plati

1 —z®

< (14 2yt
Regeni Jdrlve budeme pfedpoklédat, Ze z € (0,1}, potom
l:l—l—z) — __f}[]@(l—z){l—i-m)ai {1—2%)>0.

BN
Mynf vyufijerne Barnoulliovu nerovnost: (1 —a)(14+2)* 1 — (1 —=22) l: = :l (1—2){14 (o —

Dz —1l+z*=1+{c—-1lz—z—(o —Blﬁ}rzg—l—l—za =f{o — 1i{z —2®)+ 2(e2"1 = 1) =
(6 —1)(z =28 +2((L = (z = )1 = 1) % (e 1) (2= 2B 21+ {a = 1)z —1) — 1) = 0.

Pro z = 1 poloZime t = %+ pak t € (0,1) & vyuiijeme dokézanou nerovnost:

1 —z° 1 - (%)a 1—0.#1 —1 1-a a—1 1, a1 a—1
= = 11 =t <t (1 41) _(1+¥) =(1+%)

FPriklad 4.2 (S38R 1982)
DokaZte, Zapro 1 Z oy Zag > .. 2 2= ... > 0,0 <1 plati

T U R L B e S S R B

Regeni: K dikazu pouzijeme matemabickou indukel.
Pro o« Ozfejmé (1 4+ 214+ 22+ ...+ 2»)* < 1, tedy plati 1 nadie tvrzeni.
Pron=1{(z1€ (0,1]), pak pro o € [0,1] plati (1 +21)* <1421 <1425,

W druhém kroku chceme dokdzat, de (14 21+ 20+ . .+ 2o+ 2op)* < 1+ la_ixi +
Do— 1$ + . +ﬂ°‘ 1$ +l:‘n+1)0'1n+1
Ddhadneme (l—l—mi—l— A Tt ran) —(Idzm+ . )t = l:l—i—zi—i—...—l—zn)a((l—i—
Tt N ) < (I e 2 e S (12N

Diky indukinimu pfedpokladu dostanemes

(I4+zi+zot .+ 2ot Zop)® < I+ a4+ 42+ (n+ 1) T0hy <14+ 10725 +
25‘_13% +...+ ﬂa_iz?z—l— (n+4 I)Q_iz‘;;_i_i .

5 Posloupnosti

FPriklad 5.1 (Jugoslame 1976)
Necht G = W Seitdte @yt ag 4+ ...+ 2gg.

B

Regent: Upravime ¢, = (n-i-i)v"_?i-l-nv”n_-l-if . Ez::__iig :Emﬁ = V%I—I— ;,1-; Potom ay + ag +

-1, 4 , -1, 4 Z
ctew=mt gt EataEt At mT o

'<.]

Zakladnim pojmem p¥l vydetfovani chovan{ posloupnosti je nasledujici pojern limity.
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Definice 5.1: Rekneme, #e posloupnost {0r) Je konvergentni, Jestlize

JdoeRVe > 03npeN¥ne N nxny = |o,—o| <z,

Rikéme, %e o je limita posloupnosti {a,) & pifeme

lima,=a.

T
Jeatlize posloupnost (o.) neni konvergentni, pak fikdme, e js divergentni. Speciélni,
jestlize

YEeRImeNMmeN: n>ny=a,> K (e,< K),

pak fekneme, Ze posloupnost (a,,) diverguje k +oo (—co).

Pifad 5.82:  (USA 1974)

YVypotitejte
L 1eBee (1)
e s 2.4 - 2n
Refent: Plabi o}, = 1_;3142%:;_?_;1)2 - 12?3: %fr S (Qn_é)rijgjyri) ' Qni-l-i = 2n+1 Tudiz
s LB {2n—1
?ll_}”;c, 51 om0
Fried 5.5: (Finsko 1980)
Mame pevné n € M, pologime o5 = %, 8y = a;c_i—l—%zl:a;c 1)%, k=1, . ,n. Dokazte, e plat{

1 2
w 3 j_ B 5 W < ¥ N —(O-.Ec—i:l _ i v s
Redeni: Odhadneme rozdil T a T e T e 1(%—1+i(%—1)2) = e Po setteni
14 1 _ 1 nd = "
dostanems 2— =~ = - — = = n+ani+ n+ai =1.0dbud V}rplirva, nierovnost
j— ke
e < 1. Zaroverl tak dostavame rraril-edte n+1 & opet po sectem 2 - an T a0 ol 7wl

budiz 1 — 1 < a,,.

Priklad 5.4 (Anglie 1980)
Necht a1 = 27— 3a,,, n € MU {0}, Pro které hodnoty aq je tato posloupnost rostouci?
Retenf: Upravime Bt = 27— 3o, = 27— 3(27 1 _3q, ) =27 —3.27 1 4 3202
= Eyetd
o (=87 204 (=8)"Hag = 27 TAT o (—8YHag = B 4 (—3)*H(=} + 00) . Odbud

vyplyva, Ze posloupnost a,, je rostouci pouze pro ay = %
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Piklad 5.5 (CSSR 1968)

Diokaite, e a, = (2vEr— (2B

5 je celé &izlo pro kaZdé n € Z. Pro které hodnoty n je o,

délitelné tfermni?

s = (@B — (2 =/, gy = (24 V3= (2= V3 = (T-+4/ D= (T —4/3)p =
42+ V) — (2 — VBB) — (e — B) = daps — 3.

Fro zbytky pfl déleni tfemi plati ¢nio|med s = Gnti| mod s — Ol moa 5. Lérovell plati
21 = 1 moas = 1, 00 = 4| pueas = 1, tedy 03| mods = 02| mods — ¢4 moas = 0. Podobni
dostaneme  o4|mods = 2, 08| mod s = 2 & 0g|moas = 0, odtud vypljva, Ze a, je délitelné
tiemi pron = 3k, &k € M a protofe ag =0 a —o_, = a,, tak o, je délitelné tfemi obecné pro

n=13kkek.

Refieni: Polofime o = (Q;}?ﬂ? a= (ggﬁﬂ potom pro n € Z plati on = o — [,

Laveér

Ptiklady poufité v tombo textu se ji¥ vyskytly v ngkberé narodni & mezinarodni matematické
olympiddé. Véfim, £e budou dobrou p¥ipravou nafim talentovanym matematikiim. Nékters
fefeni jeou originalni a nejeou pfejats z dostupné literatury. Piejl étanafim, aby se jim dafilo

e WS

nachazet jeite jednodusdl a elegantng®f fedeni.

Pouzita literatura

Alois Kufner : Merovnostl & odhady, Skola mladych matematiki(39), Nakladatelstvi Mlads
Fronta, Praha 1975

Frantidek Vesely: O nerovnostech a nerovnicich, Skols mladych matematiki(48), Naklada-
telatvwi Mladé Fronta, Prahs 1082

Konjagin, Tonojan, Sarigin, a jini: Zarubéinye matematideskie olimpiady, M. Nauks, Hlavni
redakce fiz.-matb. literatury, 1987
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RINDr. Petr Tomiczek CSc.
Zapadodesks univerzita v Plzni
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PODPORA TALENTOVANYCH ZAKU V PLZENSKEM KRAJI
MATEMATICKY KEMP
TEORIE CISEL A GEOMETRIE TROJUHELNIKU
Josef KRISTAN

1 Uvod

Nasledujici text si klade za cil zopakovat nékteré typové piriklady, které se probiraly na
pfednasce. Text je rozdélen do t¥i ¢asti. V prvni se zabyvime elementarnimi dikazy v
teorii Cisel, ve druhé a tieti ¢asti dikazy v geometrii. Obé témata jsou dobfe znama
jak z hodin matematiky, tak z matematickych soutézi jako je napfiklad matematicka
olympiada. Pfejeme hodné radosti z nalezenych feseni piikladu.

2 Dikazové techniky v teorii c¢isel.

Priklad 1. Cislaa, b, ibl + Z’J“Tl jsou prirozend. DokaZte, Ze potom pro nejuétsi spolecny
délitel D cisel a a b plati nerovnost D < v/a + b. Nastane v této nerovnosti nékdy rovnost
za podminky D < a < b?.

Regeni. Oznac¢me nsd(m,n) nejvétsi spolecny délitel pfirozenych ¢isel m a n, a specialné
D = nsd(a, b). Pak existuji navzajem nesoudéln ptirozena ¢isla ag, by takova, Ze a = Dag
a b= Dby. Upravme nasledujici zlomek jen pomoci D, aq a by,

b a ab Dagbg
D((ao == bo)z = 2(1050) + ag + by
Daobo
(a0 + bo)(D(ao + bo) + 1) _5 (1)
Daob()

a+1+b+1 a?+a+b>+b  D(ad+b3)+ao+bo

Zlomek (1) je podle zadani pfirozené &islo, tj. Citatel je beze zbytku délitelny jmenovate-
lem, a protoze jsou &isla D a D(ag+bg) + 1 nesoudélna, D déli ag+ by. Odkud dostaneme
nerovnost D < ag + bg. Prondsobenim této nerovnosti ¢islem D uz ziskdme dokazovanou

54



*

* ¥ %
* *
. *
evropsky *

‘g , F__-_‘
socidlni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzddiavéni e - 2
fondvCR EVROPSKA UNIE = MLADEZE A TELOVYCHOVY — pro knnkurzenceac:opnost PLZENS KY KR.A]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

nerovnost:
D < ag+ by,
D? < D(a0+bo):Da0+Db0:a+b,
D < va+b (2)

Nakonec se pokusime nalézt trojici (a,b, D), pro kterou nastava v nerovnosti (2) rov-
nost. Protoze D < a = Day, je ag > 1 a z podminky a < b zase plyne ag < by. Pii
hledani vhodné trojice se pokusime pracovat s co nejmensimi ¢isly. Z tohoto divodu
volme nejprve aq = 2. Pokud by takova volba nevedla k feseni, zvolime ay = 3, atd.

Pro ag = 2 je a = 2D a by > 3. 7 délitelnosti Dlag + by plyne, Ze existuje pfirozené
¢islo m, pro které by + 2 =mD, tj.

b():mD—Q

Podivejme se jesté jednou na zlomek (1) a délitelnost ¢islem by. Protoze nsd(by, ap +
bo) = 1, by musi délit beze zbytku ¢islo Dag + Dby + 1, tj. bo|Dag + 1 = 2D + 1, neboli
existuje pfirozené ¢islo n, 7e 2D + 1 = nby, tj.

_ 2n+1
Comn =2

2D+ 1=nbp=n(mD—-2) = D

Vsimnéme si, Ze D je liché, nebot citatel zlomku (2) je liché ¢islo. Volme nejmensi mozné
m = 1, potom ( )
2n+1 2(n-—-2)+5 5
D_n—2_ n—2 _2+m’
Volban =3dava D =7, by = mD —2 =1-7—2 = 5. Jedna z moZnych trojic,
pro kterou nastane v nerovnosti (2) rovnost je tedy (a,b, D) = (14, 35,7). Zkouskou se
snadno presvédcime, Ze nalezené trojice spliiuje vSechny pozadované podminky zadéni.

n > 3.

Piiklad 2. Pro pfirozené ¢islo n oznac¢me d(n) pocet kladnych déliteld éisla n. Najdéte
viechna n, pro kterd plati 4n = d*(n).

Redeni. Pisme &slo n, které splituje zadanou rovnici, v prvodiselném rozkladu jako

o, o g
n=p'py’ o pt,

kde k > 1 a2 < p; < po < --- < pg jsou navzajem rizna prvocisla. Exponenty a;,
1=1,2,...,k, jsou nezadporna pfirozena ¢isla. Tento zapis ¢isla n je vihodny pro vypocet
2
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poc¢tu délitelt d(n). Délitelem n je kazdé ¢islo ve tvaru
pflp%--‘pfk, 0<Bi<a,i=12,...,k
Nyni je snadné urcit d(n) = (ay + 1)(ag + 1) - -~ (ay, + 1). Resime proto rovnici
dn = 2% p5? - pt = d(n) = (a1 + 1)@z + 1)+ (g + 1)%, (3)

Jelikoz leva strana rovnice (3) je tfeti mocninou, musi byt nutné nejmensi prvodislo rovno
2, tj. p1 = 2, a exponenty q; tvaru

o = 3/61 I 17O~/2 - 3/827"' y Xk = 3/3k7 /Bz 2 072 - 1727"'7k"
Rovnice ziskala novy tvar,
2 pl = (361 + 2)(3B2 + 1) -+ 36k + 1). (4)

Prava strana (4) delitelné 3, proto p; > 5. Podle Bernoulliho nerovnosti miZzeme hrubé,
ale dostatecné, odhadnout: pro ¢ > 2 je

Pz = (A )P 2 1446 2 14 38, (5)

Rovnosti v posloupnosti nerovnic nastanou jen v pfipadé 3; = 0. Rovnici (4) pfepiSeme
do jiného tvaru, abychom mohli vyuzit pfedchozi odhad (5),

wor g .
2641 38,41 3B +17
tj.
36, +2 > 28+, (7)

V nerovnici (7) roste exponencidla na pravé strané rychleji nez linearni ¢len na levé strané.
Jiz pro B, > 3 plati vZdy opacné nerovnost, takZe zbyvaji vysetfit pouze 3 pfipady.
Pro 3y = 0 dostédvame z rovnice (6)
53
1= ng Py’ >1
30+1 30 +17

a rovnost nastane, jak vime, pouge pro 8; = 0 pro ¢ > 2. V tomto pfipadé ziskdvame
prvni feseni n = 2.

3

Piipad 3, = 2 je totozny s pfedchozim piipadem. Dalsi feseni je n = 2.

3
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Posledni piipad, 81 = 1, je naro¢négjsi. Z rovnice (6) dostaneme

5 pr

4 3B,+1 38 +1

odkud je vidét, Ze po = 5. Pro 1 > 3 je tedy p; > 5 a diky Bernoulliho nerovnosti plati,
za predpokladu 5; > 1, odhad

i Bs .
s G R
36 +1 36;+1 738, +1
G; 1 5
1 o1 B iy 8
+35¢+1_ +4 4 ()

Posledni nerovnost 36%1 > i je pro i > 3 ekvivalentni podmince 3; > 1. Z tohoto rozboru

vyplyva (za pf"edpoklladu Bi > 1)

s sk ()

47 36,+1 3Bp+174385+1 38,+1 4
Tato nerovnost nemiiZe platit pokud k& > 3. Je tedy k£ = 2 a rovnost v (9) plati pouze
pokud B, = 1. Pro By > 1 plati ostra nerovnost. Celkem jsme gzjistili, Ze p; = 2, p; = 5,
a1 =381 +1 =4, ap = 38, = 3 a dal3i Tefeni je n = 2152,

Zadani spliuji ti piirozend cisla: n € {2,27,245%).

- (9)

Priklad 3. DokaZte, Ze neexistuje Zddnd ctvetice x,y, z,u pfirozengch &isel spliujict
rovnost x* + y* = 3(2% + u?).

ReSeni. Na této tloze budeme demonstrovat tzv. metodu extrému, konkrétné metodu
nekonec¢ného klesani. Pro spor piedpokladejme, Ze takova Ctvefice existuje. Mezi viemi
takovymi ¢tveficemi vybereme tu s nejmensi hodnotou 2% + y? (pokud je jich vice, vez-
meme libovolnou z nich) a oznac¢me ji (a,b,c,d). Z rovnosti a® + b* = 3(c* + d?) plyne
3la® + b?, a to je moZné jen v piipadé 3|a a soucdasné 3|b (podle malé Fermatovy véty:
je-li &islo x nesoudélné s 3, pak dava x? zbytek 1 po déleni 3. V feci kongruenci: 22 = 1
(mod 3) pokud nsd(x,3) = 1.) Existuji proto ag, by, Ze a = 3ag, b = 3by. Dosazenim
do ptvodni rovnice: ¢? + d? = 3(a + b3). Nasli jsme tedy dalsi ¢tvefici, kterd spliuje
zadanou rovnici. Je ji ¢tvefice (¢,d, ag,by), pficemz

a2+ =3(2+d% >+ d%

4
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Jak je vidét z pfedchozi nerovnosti, nové nalezené ctvefice (c,d, ag, by) mé mensi soucet
kvadratd prvnich dvou slozek nez nami zvolena ¢tvefice (a, b, c,d). To je ale ve sporu s
ptedpokladem, Ze ¢tvefice (a, b, ¢, d) méla takovy soucet nejmensi. A to je hledany spor.
Proto zadné ctvetice, kteréd spliiuje rovnost ze zadéni, neexistuje.
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3 Pricky v trojuhelniku.

Priklad 4. V trojuhelniku ABC jsou body X, Y a Z wvnitini body stran BC', CA a AB
v tomto poradi. Usecky AX, BY a CZ se protinaji v bodé X. Jak zvolit body X,Y, 7,
aby jsme mazimalizovali soucdin |AZ||BX||CY|?

ReSeni. Zavedme bezrozmérmé dsla x = |BX|/a, y = |CY|/b a 2z = |AZ|/c, pak
ICX|/a = 1—=z, |AY|/b = 1 — vy, |BZ|/c = 1 — z. ProtoZe se usecky AX, BY a
C7Z protinaji v jednom bodé, plati podle Cévovy véty rovnost

|BX||CY||AZ] = [CX]||AY][BZ],
vyz = (I-2)1-y)(1-2), 2y2€(0,1) (10)

Z (10) pomoci A-G nerovnosti ur¢ime horni odhad pro soucin zyz:

(zyz)® = a(l—2)y(l—y)z(1—2) <

z+1—2\2 y+1—y (z241—2z 2< 1%

(=) () () =)
1

zyz < 3 (11)
Otézka nyni zni, lze-li horniho odhadu % nabyt. Z A-G nerovnosti plyne, Ze rovnost v (11)
plati jen tehdy, kdyz x =y = 2 = % Tato podminka tikd, Ze body X,Y, Z jsou stifedy
pfislusnych stran. Jak je znadmo, téZnice se protinaji v jednom bodé, proto tato konfigu-
race bodtt X, Y, 7 spliiuje viechny pozadované podminky. Zavér: soucin |AZ||BX||CY |
je maximélni, pokud X,Y, Z jsou stfedy pfislusnych stran.

Na pfednasce jsme se dile zabyvali zadkladnimi vlastnostmi pficek v trojuhelniku.
Velmi mé potésilo zjisténi, Ze studenti maji velmi dobré znalosti z geometrie a neboji se
prezentovat (po kratkém pfemlouvani :-) ) pied tabuli.

Na prednésce jsme zminili tvrzeni o Cévové a Meneleaové vété. Jednim z praktickych
kol bylo napiiklad odvozeni délky téznice. Studenti pouZili pfi odvozeni kosinovou
vétu. Z dvojiho vyjadieni délky téznice ¢, vylou¢ime cos a:: z trojuhelniki AC,C a ABC
postupné uréime

1
= ZCZ +b% — becos

a? = + b* — 2bccos a,

6

59



*

* X ok
* *
rs * L]
evropsky * . o tl\.

sl e B T
socidlni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzddiavéni e - 2
fondvCR EVROPSKA UNIE = MLADEZE A TELOVYCHOVY — pro knnkurzenceac:opnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

T-200%

odkud

1
b= 5\/ 2a2 4 2b% — 2.

Pak je jiz snadné dokézat nasledujici rovnost

4

a2+ b +F = §(t§ + 8 +12),
ktera plati pro kazdy trojuhelnik. Stewartdv vzorec umoziiuje vyjadiit délku obecné
pricky v trojihelniku. Predpokladejme, Ze na strané AB je bod D. Oznac¢me
p=|AD|/e, q=|BDl|/c, p+q=1
Potom pro délku |C'D| lze (stejné snadno jako pro délku téznice) dokazat
|CDP? = pa® + qb* — pgc®.

1
=

Vzorec pro délku téznice ziskame volbou p = g =

Obrazek 1: zakladni vlastnosti trojahelniku.

Dalsimi jednoduchymi ptiklady bylo urceni délky vysky C'Cy a délky osy uhlu. Déle
jsme ukézali, Ze bod C’ je stiedem oblouku AB (obsahujici bod C"). Diikaz lze provést

7
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snadno pomoci obvodovych thli nad tétivami AC” a BC'. Totiz, piimka C'C” je osa thlu
ACB, tj. |[LACC'| = |£BCC"|, coz je ekvivalentni podmince |AC’| = |BC’|. Dtikaz je
hotov.

Déle jsme zminili orticky trojuhelnik A¢BoCy a nékteré jeho vlastnosti. Napfiklad
jsme ukézali, Ze trojihelniky ABC a AyByC jsou podobné.

Pripomnéli jsme si také zakladni vlastnosti kruznice vepsané a opsané trojuhelniku
ABC. Je snadné ukazat, ze |LZAOB| = 2|£ZACB| a |£ZASB| = m — 7. Podobnych jed-
noduchych tvrzeni bylo na pfednésce ukazano mnoho a dikazy provedli vétsinou sami
studenti.
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4 Geometricki zobrazeni.

Priklad 5. Je ddn libovolng vnitini bod P pravouhlého rovnoramenného trojihelnika

ABC s preponou AB. Dokaste, %e z tsecek délek |AP|, |BP| a |CP|V2 lze sestrojit

trojihelnik.
B=A
P
P/
B 6 =@ A

Obrazek 2: naért k prikladu 5.

ReSeni. Jeliko? je trojihelnik ABC pravouhly a rovnoramenny s pfeponou AB, uva-
7ujme rotaci se stfedem v bodé C' a tthlem rotace w = +90°. V této rotaci jsou body A’,
B', C" a P" postupné obrazy bodi A, B, C' a P, viz obrazek 2.

7 vlastnosti rotace okamzité plynou nasledujici rovnosti: |[AP| = |A'P/| = |BP/|,
|PP'| = \/|PC] + |PC']? = V2|CP|. Tedy trojihelnik BPP', ktery vznikl po dané
rotaci ma délky stran |BP|, |[BP'| = |AP|, a |PP'| = |O'P|/2. Vzhledem k tomu, Ze
dany trojuhelnik existuje vzdy, lze opravdu pro libovolny vnitini bod P trojuhelnika
ABC sestrojit trojuhelnik s pozadovanymi délkami stran.

Priklad 6. Oznacme S stred kruZnice vepsané v trojihelniku ABC a A', B" a C' po-
stupné obrazy bodu S v osové soumérnosti podle primek BC, CA a AB. DokaZle, Ze
trojuhelniky ABC a A'B'C’ jsou podobné prdvé tehdy, kdyZ je ABC rovnostranny troji-
helnik.

Reseni. Volme klasické oznaceni stran a uhli. Jak zndmo, bod S le#{ na oséch vnitinich
uhlt trojihelniku ABC, takZe snadno dopocitdme |[ZC'SB'| =7 — a.

Na druhé strané, bod S je pro trojihelnik A’ B'C’ st¥ed kruZnice opsané. To lze snadno
nahlédnout z toho, %e napf. A'S = 2r, kde r je polomér kruZnice vepsané trojihel-

9
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niku ABC. V trojihelniku A’B'C’ plyne z vlastnosti obvodovych a stiedovych thli:
|£B'SC'| = 2|£B'A'C"|. Za piedpokladu, Ze trojuhelniky ABC a A’B’C" jsou podobné
musi byt |£B'SC’'| = 2a. 7 dvojiho vyjadfeni velikosti thlu ZB’SC’ plyne podminka
T —a = 2a, a = 7/3. Podobné dostaneme 5 = v = /3, tj. musi trojihelnik ABC' je
rovnostranny. Naopak, pokud je trojuhelnik ABC rovnostranny, neni téméi co dokazovat.

Priklad 7. V ostrouhlém trojuhelniku ABC oznacme V jeho ortocentrum a S stred AB.
Bud U bod soumérné sdruZeny bodu V' podle stiedu S. Dokazte, Ze |LACV| = |£BCU|.

%

v

Regeni.

Obrazek 3: nacrt k prikladu 7.

Ve stfedové soumérnosti, ve které piejde bod V na bod U pfejde trojuhelnik AV B na
BUA, a proto

|LAUB| = |ZAVB],
|AU| = |BV| (12)

10
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Velikost |£ZAV B| dopocitame z trojuhelniku AV B. Plati |ZVAB| =n/2—p a |[£VBA| =
w/2 — o, pak |LAVB| = o+ 8 = m — 7. Proto také |LZAUB| = 7 — v, z ¢ho? plyne,
Ze ¢tyfuhelnik AUBC je tétivovy a opsand kruZnice tomuto ¢tyiuhelniku je totoZné s
opsanou kruznici trojuhelniku ABC'.

Oznaéme V' obraz bodu V' v osové soumérnosti podle pfimky AB. V této soumérnosti
pfejde trojuhelnik AV B na trojihelnik AV'B, takZe
|£AV'B| = |£LAVB|=mr -7,
|BV'| = |BV|=|AU|, (viz (12)) (13)
Jak vidime, bod V' lezi také na kruZnici opsané trojihelniku ABC, viz obrézek 3.
Nyni jiz vime, Ze body U a V' lezi na kruZnici opsané trojihelniku ABC'. Protoze

|AU| = |BV’|, obvodové tihly nad témito tétivami jsou shodné: |LZACU| = |£BCV'|.
Pak

ILACV| = |ZACV'|=|ZACU|+ |£LUCV'| =

|ZBCV!| + |LV'CU| = |£BCU|,

coz jsme méli dokazat.

Piiklad 8. Bud'k kruznice opsand trojihelniku ABC a A, B' o C' priseéiky os vnitrnich
whlt pri vrcholech A, B a C. DokaZte, Ze obsah trojihelniku A'B'C' je vétsi nebo roven
obsahu trojuhelniku ABC.

ReSeni,

Pokusme se najit prvek, ktery maji trojuhelniky ABC a A’B'C’ spole¢ny. Je jim pravé
opsana kruznice k. Ta ndm pomiZe vyjadiit obsah pfislusnych trojuhelniki. Oznadme
dhly v trojihelniku ABC obvyklym zplsobem a, 3 a 7. Potom z vlastnosti obvodovych
ahld plati, viz obrazek 4,

[£CC'B| = |£CAB| =5, |ZA'C'C| = |ZA'BC)| = g
tedy
[LAC'B| = |LAC'C| + |£0C'B| = & ; 3

Podobné spoditdme zbyvajici dva thly v trojihelniku A'B'C”,
’lC/A/B/|:a+fY |ZA/B/C/|:/8+7
2 2

11
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3

Obrazek 4: naért k prikladu 8.

Nyni snadno vyjadiime obsahy obou trojuhelnikti. Vyuzijeme pfitom sinovou vétu,
jejiz jeden z moznych tvart (pro trojihelnik ABC) je

a b c

2R: < = === 5
sina  sinf  sinvy

kde R znad¢i polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC'. Proto

1
Sapec = Eab siny = 2R? sin asin Bsiny,
Sypo = 2stina—;ﬁsmﬁgysm7;a.

Dokazujeme nakonec goniometrickou nerovnost pro libovolné uhly «, 8 a v v troju-
helniku:
a+B . B+ . v+«
sin sin
2 2 2

Pii dikazu takové nerovnosti nam pomize znalost pribéhu funkce sinus na intervalu
(0, 7). Na tomto intervalu je funkce sinus konkavni. To znamen4, Ze pro libovolné &isla

sin

> sin arsin B sin 7.

12
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x,y € (0,7) plati nerovnost
x4y _ sinx+siny
2 = 2
Polozime-li napt. x = a a y = 3, plati
sin @ ;—'3 > ma ; sinf > +/sinasin 3,
kde druhé nerovnost je disledkem A-G nerovnosti pro kladné ¢isla z = a a y = 3 (funkce
sinus nabyva na intervalu (0, 7) jen kladnych hodnot). Podobné

.nﬁJr’y 2 sin B + siny >

sin

si sin 3 sin
> 2T 3 Bsinvy,
« sin ina
sian;L > V;S > +/sinysin a.

Vynasobenim poslednich tfech nerovnosti ziskdme dokazovanou nerovnost. Rovnost na-
stane jen tehdy, pokud o« = 8 = v = 7/3 (trojihelnik ABC je v tomto piipadé rovno-
stranny).

5 Zavér.

Na prednasce jsem se zabyvali teoril ¢isel a geometrii trojihelniku. Nejvétsi piinos vidim

hlavné v aktivnim zapojeni studentti do pfednasky.

6 Podékovani.

Timto bych chtél podékovat viem lidem, ktefi se podileli na pfipravé Matematického
Kempu. Zvlasté bych chtél podékovat PaedDr. Nadézdé Kubesové za pozvani a studen-
tim za skvélou atmosféru pii prednaskach.
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ZLATY REZ - MATEMATICKY DIAMANT
Josef KUBES

1 Uvod

Zlaty fez definuje jiz Eukleidés v 6. knize Zdkladii. MiZeme se s nim setkat v matematice i fadé
dal8ich oboru. Lze jej vypozorovat v rostlinné i Zivo¢i$né Fisi. Se zlatym fezem pracovala fada maliia,
architekt, fotografti a v dnes$ni dob¢ jej 1ze také nalézt v oblasti tvorby webovych stranek a designu.

2 Definice zlatého Fezu

Je dana tisecka AB a jeji vnitini bod C, ktery lezi tak, ze délka delsiho useku v poméru k délce
kratSiho useku se rovna poméru délky celé usecky a délky delsiho jejiho useku.

Jestlize tento vztah vyjadiime algebraicky, ziskame rovnici:

48] _|ad ,
m = E po dosazeni za |AB| = a, |AC| = x, |BC| = a-X, dostaneme vztah:

Pomér celé usecky a jeji vEtsi ¢asti oznacime jako ¢, vyjadiime a pomoci ¢ a pokra¢ujeme
v upravach az ke kvadratické rovnici, kterou vypocteme (za vysledek miizeme prohlasit jen ten vétsi
nule, protoze hleddme pomér mezi délkami tsecek).

Hledany vysledek je vyjadfeny hodnotou 1,618033988728.

2.1 Konstrukce zlatého fezu
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Je déna usecka AB a jeji stfed S. V bod€ B narysujeme kolmici na tiseCku AB. Na tuto kolmici
naneseme délku usecky AS, tak vznikne bod X, ktery spojime s bodem A. V bod¢ X opiseme kruznici
o poloméru |AS|, v priseciku s useckou AX vznik4 bod Y. Timto bodem vedeme kruznici se stfedem
v bodé¢ A. Tato kruznice protina useCku AB v bod¢ C, ktery déli useCku AB ve zlatém fezu.

2.2 Zlaty obdélnik
Zlaty obdélnik je takovy obdélnik, pro ktery plati, Ze pomér jeho délky a $itky odpovida Cislu

o, tedy zlatému poméru.

Obdélnik, jehoz strany jsou vzajemné ve zlatém poméru je povazovan za nejestetictéjsi
obdélnik.

Jestlize zlaty obdélnik vepiSeme do Ctverce, rozdéli jeho vrcholy strany Ctverce ve zlatém

pomgru.
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Oddélime-li z ptivodniho zlatého obdélniku ¢tverec, zbude nam obdélnik, ktery je opét
zlatym. Koeficient podobnosti mezi ptivodnim a nové vzniklym menS$im obdélnikem je ¢. Tento
postup miizeme opakovat v podstaté do nekonecna, stale nam budou vznikat podobné zlaté obdélniky
S rozmeéry nasobkd o.

Spojenim ptednich roht, popft. stfedd ¢tvercti hladkou nepferusenou kiivkou ziskdme zlatou
spiralu, ktera je velmi podobna spirale logaritmické.

2.3 Zlaty trojuhelnik

Zlatym trojuhelnikem nazyvame takovy rovnoramenny trojuhelnik, pro ktery plati, Ze pomér
délky ramene a zakladny se rovna Cislu o, thly lezici pti zakladné maji velikost 72° a tihel pii vrcholu
ma velikost 36°.

2.4 Fibonacciho posloupnost

Uvazujme nasledujici posloupnost: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,... Snadno
zjistime, ze pocinaje tietim Clenem, je kazdy nasledujici Clen souctem dvou pifedchazejicich. Tato
posloupnost byla prvni zndmou rekurzivni posloupnosti v Evropé. Posloupnost nazval francouzsky
matematik Edouard Lucas Fibonacciho posloupnosti. V roce 1634 byl pro Fibonacciho posloupnost
matematikem Albertem Girardem zaveden zapis:
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Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Jedna ze zajimavych vlastnosti Fibonacciho posloupnosti, kterou objevil Johannes Kepler, se
tyka druhych mocnin ¢isel nélezejicich posloupnosti. Druhd mocnina kteréhokoli jejiho ¢lenu se lisi
nanejvy$ o jednicku od soucinu dvou ¢lenti, které sousedi s umoctiovanym cislem. Vezmeme-li
napfiklad Sesty Clen posloupnosti — Cislo 8 — potom jeho druha mocnina je rovna 64; 82 = 64. Soucin
jeho okolnich ¢lent je 5*13 = 65. Tento postup bychom mohli opakovat pro libovolny clen
Fibonacciho posloupnosti se stejnym vysledkem.

Proslulost Fibonacciho posloupnosti tkvi ve skute¢nosti, ze jeji stopy muzeme nalézt i
v dalsich pfirodnich ukazech. Naptiiklad svételné paprsky se pfi prichodu sklenénymi deskami
V podstaté fidi Fibonacciho posloupnosti. Nejznaméjsim piikladem pfirodniho ukazu, ktery lze
Fibonacciho ¢isly popsat, je zpusob rastu lista na rostlinach. Pfechod od jednoho listu ke druhému ma
charakter Sroubovitého vystupu a jejich rozmisténé odpovida prave ¢islim Fibonacciho posloupnosti.
Totéz plati i pro usporadani Supin borové Sisky, seminek slunecnic a Supin ananasu, ty vyrustaji ve
spiralach po sméru a proti sméru hodinovych rucicek, jejich poéty odpovidaji vyse uvedenym cislim.
Dal8im velmi zndmym ptikladem jsou ulity mekkysi, napt. lodénky. Jestlize porovname primeér dvou
sousednich spiral (které kopiruji zlatou spiralu), dostaneme opét Fibonacciho ¢isla a primér mezi nimi
blizici se ¢islu 1,618.

3 Zavér

Na zavér ukazme na jednom prikladu uziti zlaté¢ho fezu v malifstvi. Nejzndméjsim dilem
Leonarda da Vinci dilem je portrét Mona Lisa. O tom, ze portrét je umistén do trojuhelnikové (nebo
pyramidové) kompozice neni sporu. Kolem postavy lze sestrojit zlaty trojuhelnik. Dale 1ze nakreslit
zlaty obdélnik, ktery ohrani¢i oblast od vrcholku hlavy az po zivitek, a v jeho horni ¢asti vytvofit
¢tverec. Pokud se podivame na obraz poprvé, ziejmé utkvime pohledem v levém oku modelu. Toto
oko nazyvame ,dominantnim okem® a lezi v praseciku uhlopficek ctverce vzniklého ve vyse
popsaném zlatém obdélniku. VSechny pifedchozi konstrukce ukazuje nasledujici obrazek.
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FYZIKALNI KEMP 2012

Diferencialni rovnice vedouci k exponencialni zavislosti veli¢in

Petr Mazanec

1. Uvod

V pirednasce bylo ukazano nékolik ptikladu fyzikalnich d&jii s exponencialni zavislosti.

2. Stat’

Ptiklad 1 (teplotni délkova roztaznost tyce)

Odvote zavislost délky | tyde na jeji teploté t, jestlize pti teplote tg ma tyc délkul;

ResSent:

Zména délky tyce Al je piimo Gmeérna zmene teploty At a puvedni délce tycel.

Al = alAt
Koeficient pfimé umérnosti @ je soucinitel teplotni délkové roztaznosti materialu tyce.

Tento vztah plati pro malé zmény obou velicin (Al = 0 aAt— 0 ). Vtomto piipadé miZzeme
zmény nahradit diferencialy a dostaneme diferencialni rovnici, kterou vyfeSime separaci proménnych
a dvéma urCitymi integraly:

dl =e-1-dt
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(Intl}, = a-[¢],

Inl—Inl;, = a(t—t,) = ait

1
In (—) = gAt=x
Iy

Velicina x je bezrozmérna veli¢ina.

Hledana zavislost tedy je exponencialni a rostouci (ty¢ se pfi zahtivani prodluzuje a pii ochlazovani
zkracuje).

Soutinitel @ ¥ 10K 1 3 pro At = AT € (—100K;+100K) jex £{(—0,001;0,001).

Protoze je x — 0, bude platit velmi dobie i ptivodni rovnice pro zmény

Al=1—-laldt=t—1t,
-1, =alAt
Upravou dostaneme jednoduchy vztah linearni

I=1,-(1+adt) =1,-(1+ %)

74



*

* ¥ %
* *
. *
evropsky *
F—.—-‘

socidlni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzddiavéni e - 2
fondvCR EVROPSKA UNIE = MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro kenkarenceschopnost PLZENSKY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3

Porovnanim piesné exponencidlni a priblizné linearni zavislosti dostavame

e*¥1+x prox—=20

Piimka o rovnici ¥ = 1 + x je tecnou exponenciialni kiivky y = e* v bodéx = 0.
Kvadr ma pii teploté ty objem V,; = agyb,c; . Potom p¥i teploté t ma objem
V=abc=ay-e*-by-e*-c,-e*=V,-e’*
V=V, et =v,.ef* B=3a

wwr

Pro malé teplotni zmény objemu miiZeme odvodit jednodussi vztah:

e =(e")Pr¥(1+x) =1+3x+3x"+2x* ¥ 1+3x
Vys§i mocniny x miizeme zanedbat (x = 0= x> = 0= x* = 0).

PiimKa o rovnici y = 1 + 3x je tecnou exponencialni kiivky y = e** v bodé x= 0.

Tyto dva vysledky jdou zobecnit na vétu:

Piimka o rovnici ¥ = 1 + kx je teénou exponenciilni kiivky y = e** v bodé x = 0.

e** % 14+ kx prox—OaprokcR
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Pro mala x tedy plati:

V=V, -(1+BAt) PB=3a

Priklad 2 (radioaktivni rozpad jader atomii)

Odvote zavislost po¢tu nerozpadlych jader N radioaktivniho materialu na Case t, jestlize na zacatku
pozorovani v ¢ase t = 0 byl pocet nerozpadlych jader ve vzorku Ny a polo¢as rozpadu je T.

ReSeni:

Za poloc¢as rozpadu klesne pivodni pocet jader na polovi¢ni pocet, protoze druha polovina jader se
rozpadla rozpadem c nebo 8 . Potom plati:

t=T>N=—
2
Nﬂ
t=2t—-N=—
4
Nﬂ
t=3T>N=—
8
k
B _ N, N _k ot
t=kT = N=—=N,;-|=| =N,-2 k=—
2k 2 T

Po dosazeni dostaneme zakon radioaktivniho rozpadu:
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Pocet nerozpadlych jader exponencialné klesd s casem. Pocet rozpadlych jader x v case t je
x =N, —N= —AN.

Ted odvodime stejny zékon feSenim diferencidlni rovnice. Pocet x rozpadlych jader za maly ¢asovy
interval At je pfimo tmérny ptivodnimu po¢tu jader a délce ¢asového intervalu.

x= —AN= A-N-At

A je rozpadovia konstanta radionuklidu.

Tento vztah opét plati pro malé zmény obou veli¢éin (AN — 0 a At — 0 ). Vtomto piipadé
muzeme zmény nahradit diferencidly a dostaneme diferencialni rovnici, kterou vyfeSime separaci
proménnych a dvéma urcitymi integraly:

dN =—A-N-dt

Dostali jsme vyjadieni rozpadového zakona pomoci prirozené exponencialni funkce.

Plati tedy exponencialni rovnost pro ¢ = 0.
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Obe¢ strany rovnosti zlogaritmujeme pfirozenym logaritmem:

In (2_%) =In [-_e_‘h)

Upravou jsme dostali vztah mezi poloéasem rozpadu a rozpadovou konstantou.

r
Zivér: N=Ng-2T=N,-e™™ A==

3. Zaver

Na ptikladech teplotni roztaznosti a radioaktivniho rozpadu jsme ukézali rostouci a klesajici
exponencialni zavislost mezi fyzikalnimi veli¢inami a feSeni diferencialni rovnice dy = k -y - dt
separaci proménnych.
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EPR PARADOX
Robert KUNESCH

1 Uvod

Hlavnim tikolem &i cilem tvodu pfednasky je motivovani studentil k danému tématu. Ucastnici
kempu nejsou jesté obezndmeni s konkrétnimi problémy kvantové fyziky, ale znaji zdkladni pojmy a
jsou proto je mozné pokusit se na zakladé téchto pojmii o vysvétleni nékterych zakladnich zakonitosti,
specifik a zajimavosti kvantové mechaniky

2 EPR paradox

Prednaska, doprovazena prezentaci zac¢ind poznatky o rozdilnosti a odliSnostech makro a
mikrosvéta. Studenti jsou dotazovani na dosud nabyté védomosti v dosavadni vyuce fyziky i na vlastni
zkuSenosti v dané problematice.

Je nutné osvétlit v kratkosti nekteré v prezentaci pouzivané pojmy.

2.1 Vysvétleni pojmu

Filmové ukazky a doktor Quantum pomohou studentim pochopit, co je to Matrix, dualismus
¢astic pii ohybu na $térbin¢ a hlavné co to jsou kvantoveé korelované fotonové pary.

2.2 Alain Aspect experiment

V roce 1982 na université v Pafizi proved] vyzkumny tym vedeny fyzikem A. A. experiment,
ktery aspiroval na jeden z nejvyznamngj§ich experiment stoleti. Cast védecké vefejnosti véfi, ze jeho
objev mlize zménit tvaf védy. Studenti budou seznameni s principem tohoto experimentu

2.3 Einsteiniv postulat

Studenti si zopakuji znalosti ohledné rychlosti svétla a obeznami se b&hem prezentace
s problémy, kterymi tento Einsteinliv postulat prochazel v pribéhu minulého stoleti. At to byla
kodanska interpretace kvantové mechaniky, samotny EPR paradox, Bellovi nerovnosti ¢i experiment
tymu Alaina Aspecta.

3 Zavér
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Postulaty kvantové mechaniky jsou neslucitelné se specialni teorii relativity nebo kvantova
mechanika neni kompletni. To je vedle nové zavedenych pojmi zavér, ktery by si méli studenti
z ptednasky odnést. Jako mozna budouci fyziky je poslucha¢e mozno motivovat ke snaze 0 moznost
budouciho badani dosud nepoznaného.

4 Pouzita literatura

RADOMIR KUCHTA - Kvantova teorie - piednasky, pracovni verze

5 Kontakt na autora
Robert Kunesch, Mgr.
OF KMT FPE ZCU
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FYZIKA V POHADKACH

Karel RAUNER

1 Uvod

Zajem o studium fyziky vykazuje celosvetove klesajici tendenci, coz je v rozporu s potiebami
hospodarstvi. Cilem ptfednasky je ukazat vSudypiitomnost fyziky a jeji spojeni i s tak zdanlivé
odtazitym tématem, jakym jsou pohadky. Dal§im cilem je ukazka humoru ve fyzice a piedstaveni
numerického zplisobu feseni fyzikalnich problému.

2 Fyzika v pohadkach

V prednasce jsou rozebrany moznosti feSeni Ctyi piihod z filmovych pohadek Mrazik, Tti
ofisky pro Popelku a Cisativ pekat, Pekaftiv cisaf. Prvni scénou, kterd je fyzikalné€ fesena je vrh svisly
vzhiiru v nehomogennim gravitacnim poli. Jde o scénu, ve které Ivan vyhazuje klacky loupeznikt, aby
o nékolik mésict pozdéji spadly na totéz misto.

Druha scéna, rovnéz z filmu Mrazik ukazuje tfi mozna fyzikalni feSeni scény, ve které Nasténka
vraci slunce za obzor, aby stacila doplést puncochu.

Tteti scéna z dvojfilmu Cisativ pekat — Pekaitv cisar vysvétluje fyzikalni feSeni vyroby zlata z
olova, kterou ptedvadi alchymista v podani Josefa Kemra.

Ctvrta scéna z filmu Tii ofisky pro Popelku je situaci, ve které Popelka $krabe jinovatku z okna
tane¢niho salu. Fyzikalni chybou je, Ze jinovatka je na vné&jsi strané oken.

2.1 Vrh svisly vzhiiru v nehomogennim gravita¢nim poli

Ve znamé scéné vyhazuje Ivan klacky loupeznikii. Nejprve jeden, pak dva, nakonec Ctyti
najednou. Klacky nepadaji a Ivan na otazku odpovida: ,,Pockejte do zimy, spadnou®. V dalsi scéné
klacky padaji na hlavy loupeznikti (vedlejSi zajimavosti je, zZe jich neni sedm ale deset) ve vhodné
chvili, ve které jsou Nasténka i Ivan zajati loupezniky.

Na zéklad¢ obecné znamych scén je sestaven fyzikalni piiklad: Jakou rychlosti musi byt
vyhozeny klacky, aby na 56. stupni severni $itky a v nadmotské vysce 200 metrti dopadly za 200 dnd.
Stiedoskolské feSeni pomoci znamych vzorcti pro vrh svisly vzhiru v homogennim tihovém poli
prinasi nesmyslnou hodnotu: rychlost 86 400 km/s. Je tady zjevny rozpor s hodnotou druhé kosmické
rychlosti, nad kterou by se klacky nevratily nikdy.

Nasledné¢ je sestavena diferencialni rovnice pro pohyb nehomogennim tihovém poli, ve které se
vyuziva gravitatniho zakona. Po pievodu gravitacni konstanty a hmotnosti Zemé na tihové zrychleni
je prevedena rovnice do integrodiferencialniho tvaru pro rychlost a je struéné vysvétlen jeji vyznam.
Rovnice se prevede do rekurentniho vztahu pomoci jednokrokové Eulerovy metody. Jsou nalezeny
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vstupni hodnoty: tihové zrychleni 9,815 83 m/s® a vzdalenost od stiedu Zem& 6 375 000 m. Po&itadové
feSeni hledd prvni hodnotu rychlosti, kterd je nulové nebo zapornd. Pfi vstupni hodnoté pocatecni
rychlosti se tak nalezne doba letu vzhiru, ktera je pozadovana 100 dni. Postupné se upravuje vkladana
pocatecni rychlost, az se dosahne pozadované doby. Originalita pocitacového feseni je v proménném
kroku integrace, ktery je zpodatku 200 us, na konci asi 100 s. Nalezend potiebna rychlost je
11 174,823 7 m/s. Citlivost na pfesnost je takova, Ze kdyby se 7 na konci zménila na 6, klacky by
dopadly o 5 minut dfive. Kontrolou piesnosti vypoctu je ovéteni druhé kosmické rychlosti. Ta pro
dané misto vychazi neuvéftitelné piesné: teoreticky 11 187,13 m/s, vypocétem 11 187,12 m/s.

Nasledn¢ je vypocitana i ,,ukrutna® sila, kterou musi Ivan pasobit na klacky: 1,2 GN a jeste
neuvéfiteln&jsi vykon: 7-10% W.

Na zavér jsou konstatovany nedostatky idealizovaného vypoctu: ve vzduchu by klacky pii dané
rychlosti shotely, Zem¢ se otaci, muselo by se proto pocitat i s Coriolisovou silou a synchronizaci s
rotacni periodou a klacky se dostanou az do vzdalenosti 2,88 milionu km od Zemé, kde jiz na klacky
mohou ptisobit dalsi télesa slunecni soustavy. Protoze by klacky stejnou rychlosti dopadaly, neda se
ocekavat, ze loupeznici po dopadu budou pouze kroutit o¢ima, ale zbyl by po nich pomémé velky
krater.

2.2 Pohyb téles ve sluneéni soustavé, refrakce

V dalsi znamé scéné prosi Nasténka slunce, aby zaSlo za obzor, protoze potfebuje doplést
puncochu, aby ji macecha nevytrhala vlasy. Je pfedstaveno jedno z moznych feSeni: zastavit rotaci
Zem¢, roztoCit ji opacnym smérem (z filmové ukazky plyne, Ze thlova rychlost musi byt 42krat vétsi
nez obvykla hodnota), opét ji zastavit a znovu roztoc€it do ptivodniho sméru pivodni rychlosti. I kdyz
celkova bilance energie je nulova, musime nékde vzit energii k roztoceni Zemé 42krat vétsi rychlosti.
Tato energie je obludna: 3,8:10% J. Dale jsou fyzikaln& diskutovany problémy se zachovanim
momentu hybnosti a s unaSivou rychlosti, kterd prekonava rychlost unikovou. Je konstatovano, ze
takovyto krok by znamenal zkazu lidstva. Dale je diskutovana moznost posunu Slunce. Bohuzel
vychazi potebna rychlost piesunu vétsi nez rychlost svétla ve vakuu. Ani tfikrat pomalejsi posunuti
nepiinasi feSeni: potfebna energie by vyZzadovala anihilovat pétinu Slunce.

Treti predstavené feSeni je nejpfijatelnéjsi. Dalo by se vyuzit refrakce, kterd zplisobuje, Ze
vlivem lomu v atmosféfe vidime slunce o nékolik minut dfive, nez je geometricky nad obzorem.
Stacilo by v trajektorii lomeného paprsku odstranit vzduch a slunce by nebylo vidét. Na 56 stupni s. $.
by tak slunce vyslo o 5 minut pozdéji.

2.3 Vyroba zlata jadernou reakci Zeleza a olova

Alchymisticka metoda popsana ve filmu Cisaiv pekat — Pekafav cisaf pfedstavuje vyrobu zlata
busenim Zelezné palice do olovéného bloku. Fyzikalni moznosti je jaderna reakce

gg Fe+ zgng - 1%Au + %Cu )
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Je zjisténo, Ze tato energie je exoenergeticka, vedlejsim produktem by proto mohla byt energie.
DalSim vedlejsim produktem je méd’, kterd je vSak nepiijemné radioaktivni. S pomémeé kratkym

polocasem se vSak pfemeénuje na stabilni zinek:
eCu— 5zn+ 9B+ 39,

Dale je vypocitana rychlost, kterou by musela mit Zelezna palice, aby dostala atomy Zeleza a
zlata do vzdélenosti, na které jiz pasobi jaderné sily. Vychazi obrovska rychlost 30 000 km/s. Dale
jsou navrzena feSeni problému atmosféry a radioaktivity médi. Bohuzel se takova vyroba zlata ukazuje
nemoznd, nebot’ vypocitand energie palice dosahuje pii potiebné rychlosti energie dvacetindsobku
jaderné pumy svrzené na HiroSimu.
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2.4 Vztah rosného bodu, relativni vlhkosti a teploty

Hrubou fyzikalni chybou filmu Tfi ofisky pro Popelku je to, Zze Popelka po pfichodu k budove,
ve které se kona ples, skrabe a dycha na jinovatku, ktera je na okné zvenku. Na zakladé diagramu mezi
teplotou, relativni vlhkosti a rosnym bodem je dokazano, Ze pokud venku bylo -5 °C a 50% relativni
vlhkost, muselo byt v sdle maximaln¢ -15 °C. Neni pravdépodobné, Ze by plesové Saty mohly pii této
teploté ochranit ucastniky pred omrzlinami.

3 Zavér

Prednéska byla pfipravena pro vSechny ucastniky fyzikalniho kempu. Kromé ukolt
predstavenych v tvodu byli ucastnici seznameni i s matematickymi metodami pfi feSeni realnych
fyzikalnich ptikladd, byla jim strucné vysvétlena derivace, integrace a numerické feSeni diferencialni
rovnice.
4 Pouzita literatura
ALEXANDR ROU, Mrazik, film, Sovétsky Svaz, 1964
MARTIN FRIC, Cisaftv pekat — Pekattv cisaf, film, CSR, 1951

VACLAV VORISEK, Tti ofigky pro Popelku, film, CSSR, 1973

5 Kontakt na autora
doc. Dr. Ing. Karel Rauner
Fakulta pedagogicka Zapadoceska univerzita v Plzni

rauner@kmt.zcu.cz
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FYZIKALNI ODHAD A NEKTERE PARADOXNI PRiPADY

Karel RAUNER

sylabus prednasky

Karel Rauner

1 Uvod

Prednaska je zamétena na péstovani fyzikalniho odhadu i v pfipadech, kdy nas mohou smysly a
,,zdravy lidsky rozum® zklamat.

2 Chybné odhady zptisobené smyslové nepostirechnutelnymi rozméry

V prvni Casti prednasky jsou demonstrovany piipady nespolehlivosti lidskych smysla: jsou
predstaveny nekteré zakladni optické klamy a vysvétlen ptivod chybnych zavéru.

Druha ¢ast je vénovana problémum s fyzikalnimi odhady v ptipadé smyslové nepostichnutelnych
rozmérii. Na modelech je demonstrovana v§eobecné mylna predstava o rozmérech téles v sluneéni
soustavé a jejich vzdalenostech, podobné je demonstrovan smysly neuchopitelny rozmér nasi Galaxie.
Ve svété extrémné malych rozmért je ukadzana obrovska velikost Avogadrova Cisla a obrovska
koncentrace volnych elektronti v kovech. Druhy pfiklad vede na neocekdvané malou rychlost, kterou
se translaéné pohybuji elektrony ve vodicich pi#i vedeni elektrického proudu. Dalsi ukazky z této
oblasti chybnych odhadt: Jak dlouho by trval pad Mésice na Zemi, kdyby se Mé&sic zastavil, jakou
hmotnost ma krychlovy milimetr neutronové hvézdy.

3 Chybné odhady zptsobené chybné interpretovanym objemem

Treti cast ukazuje neschopnost lidského mozku odhadnout objemy téles, které rostou s treti
mocninou rozméru. Jako ptiklad je uveden odhad doby, za kterou by vytekl krychlovy kilometr vody,
bude-1i vytékat kazdou sekundu 1 litr.

4 Vliv rotace Zemé a jejiho tvaru

Velmi mnoho chybnych odhadii je zaloZzeno na tom, ze Zemé je rotujici soustava (kolem osy a
kolem Slunce). Posluchaéi jsou vyzvani k nasledujicim tivaham: jak vypada zatméni Mé&sice Slunce
pozorované z piivracené a odvracené strany Mésice, moznost pozorovani vychodu Zemé na Mésici,.
Dalsi dotazy jsou sméfovany na pocet obehti Mésice kolem Zemé za jeden rok, na pocet vychodii
Mgésice nad obzor za jeden rok.

Odhady vyzadované v paté c¢asti, ktera vyhodnocuje kulaty tvar Zemé, jsou: Na které svétoveé
stran¢ vychazi Slunce na jizni polokouli, Kde je Slunce v poledne v jizni Africe, Na které svétové
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stran€ vychazi Slunce na severnim pdlu, Kde na Zemi ukazuje kompas obéma konci na sever, Kde
vSude na Zemi ukazuje kompas severnim polem na jih, Kde vSude na Zemi je n¢kdy vidét slunce na
Severu.

5 Nelinearni zavislosti

Sestd Cast je vénovéana nelinedrnim zévislostem a nelinearité zpravovani fyzikdlnich velicin
lidskymi smysly.
6 Chybné odhady v neinercialnich soustaviach

V dalsi ¢asti je ukdzano, jak chybé clove€k vnima souvislost trajektorie a plsobici sily. Jsou
rovn€z probrany problému s piimocarymi a kiivoCarymi pohyby vcetné plisobeni zdanlivych sil.
Chybné odhady se vyskytuji i u feSeni nekterych problémi v neinercidlnich soustavach, hlavné v
soustavach rotujicich.

7 Pouzita literatura

HALLIDAY, DAVID; RESNICK, ROBERT, WALKER, JEARL; MUSILOVA, JANA;
OBDRZALEK, JAN; DUB, PETR. Fyzika: vysokoskolska udebnice obecné fyziky. Cast 1,
Mechanika. Brno: VUTIUM, 2000. ISBN 80-214-1868-0.

HALLIDAY, DAVID; RESNICK, ROBERT; WALKER, JEARL; OBDRZALEK, JAN; DUB, PETR.
Fyzika: vysokoskolska u¢ebnice obecné fyziky. Cést 2, Mechanika - Termodynamika. Brno : VUTIM,
2000. ISBN 80-214-1868-0.

HALLIDAY, DAVID; RESNICK, ROBERT; WALKER, JEARL; STRUNC, MARIAN;
OBDRZALEK, JAN; DUB, PETR. Fyzika: vysokoskolska uéebnice obecné fyziky. Cast 3, Elektiina a
magnetismus. Brno: VUTIM, 2000. ISBN 80-214-1868-0.

HALLIDAY, DAVID; RESNIK, ROBERT; WALKER, JEARL; KOMRSKA, JIR[; OBDRZALEK,
JAN; DUB, PETR. Fyzika: vysokoskolska ugebnice obecné fyziky. Cast 4, Elektromagnetické viny -
Optika - Relativita. Brno: VUTIM, 2001. ISBN 80-214-1868-0.

8 Kontakt na autora
doc. Dr. Ing. Karel Rauner
Fakulta pedagogicka Zapadoceska univerzita v Plzni

rauner@kmt.zcu.cz
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3

Chemie ve fyzice aneb fyzika v chemii |

Véclav Soukup

1 Uvod

Jen malokdy se v soucasnosti setkame s ,,Cistou” fyzikou. Ani ve fyzikalni ani ve §kolni praxi se
neobejdeme bez vnimani mezioborovych souvislosti fyziky s matematikou, astronomii, technikou a

také s chemii. Znalost fyzikalnich zakonti umoziuje efektivné fesit problémy chemie, orientace
Vv problematice chemie umoznuje vysvétlit fadu jevi navenek fyzikalnich.

2
Stavba atomu

Pii vyuce fyziky se setkdvame s problematikou stavby atomu velmi zéhy, v prvnich naznacich jiz
V prim¢, na nejvyssi urovni pak v oktaveé. V pribéhu gymnazidlniho studia pouzivame jednotlivé
modely atomu podle jejich schopnosti vysvétlit dany jev a podle rozumové trovné zakd. Nejmensi
problémy jsou s chapanim stavby jadra: protonovo-neutronova struktura (pokud ji vibec musime
zminovat) necini zadné potize ani pii vykladu ani zakim a to ani pfi vysvétlovani vzniku
radioaktivniho zafeni pfeménou protonu a neutronu s vyzafenim neutrina a antineutrina.

wevr

vyuzivame rizné (mnohdy piekonané) modely elektronového obalu podle jejich schopnosti vysvétlit
urcity jev. Stale velmi frekventovany je planetarni model (s riznymi, vétSinou neuspéSnymi pokusy
»vpasovat® do n&j prvky kvantové mechanického modelu). Planetarni model umoziuje vysvétlit
rozdéleni atomu na obal a jadro, nulovy ndboj atomu, vznik iontil a velikost jejich naboje, nabijeni a
vybijeni téles, ionizaci plynd, vedeni elektrického proudu v latkach. S aplikaci Bohrova modelu
uspé&jeme pii vysvétleni vzniku spekter prvka.

Pti zkoumani vlastnosti a struktury molekul, krystald a vazeb v nich je nutné pracovat se zakladnimi
poznatky kvantové mechanického modelu atomu. Dilezitou pomickou i pro fyzika by méla byt
periodicka soustava prvkd.

Dmitrij Ivanovic Mendé¢lejev je objevitelem periodického zdkona z roku 1869. Vlastnosti prvkl a
jejich slouéenin jsou periodicky zavislé na jejich relativni atomové hmotnosti. Rozpor: K (39,09), Ar
(39,94).

Tabulka byla neuplnd, obsahovala 63 tehdy znadmych prvkd. Mendélejev vynechal mista pro
piedpovézené prvky, u 10 znich stanovil pfedem jejich vlastnosti. K nejslavnéj$im objeviim
predpovézenych prvki patiil objev eka-aluminia (Ga), eka-boru (Sc) a zejména eka-silicia (Ge), jehoz
vlastnostem Mend¢lejev vénoval nejvice pozornosti. Germanium objevil roku 1886 Clemens Winkler
pii analyze nerostu argyroditu. Objev germania se stal triumfem periodického zakona.
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3

Soucasna formulace: Vlastnosti prvki a jejich sloucenin jsou periodicky zavislé na protonovém cisle
(poctu elektrond v obalu).

Periodicita vlastnosti je disledkem periodicity stavby elektronového obalu (valencnich elektrontt).

Pfi¢inou rozdilnych formulaci je stav tehdejSiho poznani. Atomy byly vnimany jako ned¢litelné
¢astice a jedinou jejich charakteristikou byla relativni atomova hmotnost. Ke zpfesnéni mohlo dojit az
v souvislosti s rozpoznanim struktury atomu a jejich zakonitosti (elektron objeven 1897).

Soucasny tvar periodické soustavy odrazi kvantové-mechanicky model atomu.
Polovodice.

Jednim z témat, ktera navazuji izce na chemii je vysvétleni vodivosti polovodict. Jako polovodice lze
oznaCit prvky, které se nachazeji ve stfedni casti PSP, jsou prechodem mezi kovy a nekovy
(kovalentni vazba). Fyzikaln¢ maji daleko blize k izolantim, vétSina jejich valencnich elektront je
vazéana ve vazbach. Dodanim energie se z nich mohou snadno uvolnit a zptsobovat vedeni el. proudu
(polovodice s vlastni vodivosti - s teplotou roste jejich vodivost).

Jesté snazsi je uvolnit elektron, ktery ve vazbé vibec neni ( pfimésova vodivost typu N, do krystalu Si
atomy prvku z 5. skupiny PSP), nebo naopak ve struktufe chybi ( pfimésova vodivost typu P, do
krystalu Si atomy prvku ze 3. skupiny PSP).

El. proud v kapalinach

Vedeni el proudu v kapalinach a plynech je zalozeno na tvorbé a pohybu iontd v elektrickém poli.
lonty v kapalnych vodic¢ich (elektrolytech) vznikaji disociaci sloucenin iontového -charakteru
Vv polarnich rozpoustédlech. Zpétnému spojovani iontll brani jejich solvatace (obklopeni molekulami
rozpoustédla). lonty putuji roztokem vlivem elektrickych sil, na elektrodach se vybiji.

Na katodé probihd redukce X " +1le — X
na anod¢ oxidace Y — Y +1lle
Pfitom dochazi

a) kvylucovani latek (usazovani kovi na elektrodé, uvolnovani plynt). Reakci s elektrodami
zabranime chemicky malo reaktivnim materialem elektrod (uhlik, platina).
b) kreakci s elektrodou
c) reakci s elektrolytem
Galvanické clanky:

Pivodné stejné elektrody (napt. C) se v prib&hu elektrolyzy pokryvaji vrstvou produkti elektrolyzy a
vznika galvanicky Clanek (polarizace elektrod). Opacna polarita vi¢i vnéjsimu zdroji zpasobuje, Ze
proud elektrolytem prochdzi az po zvySeni vnéjsiho napéti nad napéti rozkladné. Jevu se vyuziva pii
nabijeni ¢lankt a akumulatord.

Galvanické ¢lanky vznikaji téz jako kombinace dvou riznych elektrod a elektrolytu. Velikost napéti je
urcena rozdilem potencialt elektrod.
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Ponotime-li kov do roztoku jeho soli, dochazi vytvaieni rovnovahy mezi elektrodou a ionty kovu
Vv roztoku.

M—->M" +ne
M™ +ne—>M

Déje probihaji u kovii riizné ochotng. Cim probiha snaze prvni reakce, je kov je méné uslechtily. U
uslechtilych kovii naopak pifevazuje reakce druha. Schopnost odevzdavat elektrony je vyjadiena
postavenim v Beketovové tadé kovi, zleva doprava klesa a Ciselné je vyjadiena standardnim
elektrodovym potencialem.

3 Zavér

Z vyse uvedeného rozboru vyplyva, ze fyzika a chemie jsou souvisejici obory, které si navzajem
pomahaji v feSeni zakladnich otazek souvisejicich s procesy kolem nas.

4 Pouzita literatura

Ptispévek byl ptipraven na zaklad¢ znalosti a vlastniho studia autora. Nejsou v ném citace s zadné
publikace.

5 Kontakt na autora
RNDr. Vaclav Soukup
Masarykovo gymnazium, Plzen

E-mail: soukupnez@seznam.cz
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Chemie ve fyzice aneb fyzika v chemii 11

Véclav Soukup

1 Uvod

Teoretické poznatky ukazujici souvislost fyziky a chemie v fade€ jevt Ize dolozit i experimenty.
2

Spektroskopie:

Struktura elektronového obalu se promita do struktury spektra.

Zakladni princip: Rozklad svétla vychazejici z kahanu (vybojové trubice) spektroskopem, identifikace
prvki podle tabulky spekter. Vyuziti pti chemické analyze latek.

Provedeni: Spektroskop upevnime do stojanu do vysky nesvitivého plamene kahanu. Vyzihame
platinovy dratek - ve spektroskopu pozorujeme spojité spektrum.

Nabereme na dratek stl Na, Li, Ca vneseme do plamene. Ve spektroskopu pozorujeme soustavu
spektralnich ¢ar. Porovname s tabulkou spekter.

Spojeni principti vedeni elektrického proudu v latkach se stanovenim sloZeni roztokd.

Zakladni princip: Titrace, pfi které je méfena vodivost roztoku (prochazejici proud) v zavislosti na
prabéhu reakce a z této zavislosti je uréen bod ekvivalence.

Provedeni: Neutralizace Ba(OH), pomoci H,SO,. Na za¢atku reakce velka vodivost (znaéné mnozstvi
iontll), postupnou reakci ubyvani iontti, v bodu ekvivalence minimum, pak nartist (ionty z nadbytecné
H,SO,).

Galvanické clanky:

a). Sestavte elektricky obvod ze stejnosmérného zdroje, roztoku NaCl, do kterého jsou ponofeny dvé
uhlikové elektrody a ampérmetru. Po uzavieni obvodu nechte dvé minuty protékat proud. Pokuste se
urcit produkty elektrolyzy. Rozpojte obvod a k elektrodam pfipojte voltmetr. Pro¢ ukazuje napéti?

b) Sestavte galvanické clanky z médeéné, zinkové a Zelezné elektrody a siranii méd’natého, zine¢natého
a zeleznatého. Roztoky propojte solnym mustkem. Zméite napéti ¢lankt a porovnejte s tabulkovymi
hodnotami redoxnich potencialti.
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Fyzikalné-chemické vypocty:
1. Uréete molarni hmotnost plynu, ktery ma pii teploté 27 °C a tlaku 10° Pa hustotu 0,64 kg /m°.
2. Jaky objem bude mit vodni para vznikla p¥i vybuchu 1 g vodiku pii tlaku 10° Pa a teplots 627 °C?

3. Uréete miizkovy parametr niklu v jeho plosné centrované kubické miizce, je-li jeho hustota 8900 kg
/m? a relativni atomovéa hmotnost je 58,7.

4. Urcete jaka energie je tieba na vyrobu 1 t hliniku z Al,Oj elektrolyzou taveniny, je-li na elektrodach
napéti 12 V arelativni atomova hmotnost hliniku je 27.

5. Jaké napéti na elektrodach zptisobi samostatny vyboj v plynu, je-li vzdalenost elektrod 10 cm,
ioniza¢ni energie plynu jsou 2 eV a stfedni volna draha 10mm?

3 Zavér

Provedené experimenty ukazuji, ze existuje fada situaci, kdy chemik mtze Cerpat ze znalosti
fyzikalnich jevi a naopak.
4 Pouzita literatura

Prispévek byl pfipraven na zaklad¢ znalosti a vlastniho studia autora. Nejsou v ném citace s zadné
publikace.

5 Kontakt na autora
RNDr. Vaclav Soukup
Masarykovo gymnazium, Plzen

E-mail: soukupnez@seznam.cz
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JAK NAS OKO KLAME
Jitka PROKSOVA

1 Uvodni poznamky

Uvodem se prednaska zabyva obecnymi poznatky o lidském oku a priichodem svétla ¢astmi
oka. Dtiraz je kladen na odlis$nost optickych prostiedi, rozebira se jejich index lomu a dalsi vlastnosti.

2 Optické klamy

Ugastnici kempu (studenti SS riiznych roénikd) jsou vyzvéni, aby vysvétlili, co je svétlo. Jejich
pohled na tuto problematiku ovliviiuje dosavadni vyuka fyziky i vlastni zkuSenosti. Podobné je to
S jejich znalosti problematiky optickych iluzi.

vvvvvv

interpretovat pozorované jevy mylné. Pfi zpracovani vjemu mozkem pak dochazi k zavérim, které
neodpovidaji skute¢nosti. Tyto zvlastni zrakové vjemy byvaji souhrnné oznacovany jako optické
klamy. Podle pticiny jejich vzniku je Ize rozd¢lit na klamy objektivni, fyziologické a psychologické.

2.1 Objektivni optické klamy

Do prvni skupiny, tj. mezi klamy objektivni, fadime ty, které jsou vyvolany lomem a odrazem
svétla v atmosféfe, jejiz hustota se spojité méni. Jedna se tedy vétSinou o jevy tzv. atmosférické
optiky, mezi které patii napt. astronomicka ci terestricka refrakce. (1)

2.2 Fyziologické klamy

Do druhé skupiny fyziologickych klamu patfi klamy z iradiace, trvani vjemu a z kontrastu. Na
vybranych obrazkach i experimentech jsou studentim prokazany jevy, které vznikaji v disledku
nedokonalosti lidského oka. (2)

2.3 Psychologické klamy

Do tieti skupiny tzv. psychologickych klamt patii napfiklad klamy odhadu vzdalenosti a
velikosti uhli. Tyto klamy vétSinou vznikaji z fady psychologickych pficin pfi pozorovani stejnych
predmétd z téze vzdalenosti a pii stejném zorném uhlu. VSechny zminéné jevy jsou demonstrovany
ukazkami. (1)
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V poslednich letech se s optickymi klamy muzeme setkat nejen v bézném zivoté — napt.
v podobé fady atmosférickych jevii, ale mnohdy upoutaji i jako zajimavé logo znackovych
vyrobkil. Proto jsou zavérem pfednasky naznaceny 1 moznosti vyuziti optickych klamd. (2)

3 Zavér

Cilem pfednasky je seznamit ucastniky kempu s vlastnostmi a fyzikalni i biologickou podstatou
svételnych jevi, které vyvolavaji optickou iluzi. Vyklad doprovazeji konkrétni pifiklady a vybrané
demonstrace optickych klamt.
4 Pouzita literatura

(1) FUKA, B., HAVELKA, F.: Optika a atomova fyzika I. Optika, SPN Praha 1961.

(2) MALY, P.: Optika, Nakladatelstvi Karolinum Praha 2008.

5 Kontakt na autora
Jitka ProkSova, RNDr. Ph.D.
OF KMT FPE ZCU

proksovj@kmt.zcu.cz
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JAK VYUZIT DATA Z ASTRONOMICKYCH KATALOGU?
Ota KEHAR

Ve svém prispévku piedstavim zajimavé moznosti vyuziti katalogl astronomickych objekti,
které jsou dostupné na strankach Astronomia (astronomia.zcu.cz). Budeme se zabyvat
tvorbou a praci s Hertzsprungovymi-Russellovymi diagramy. Podivame se i1 na seznam
oc¢islovanych planetek, na kterém lze demonstrovat aktualni polohy téles ve slunecni
soustave, sestrojit graf s Kirkwoodovymi mezerami nebo interaktivné ovéfit jednotlivé
Keplerovy zakony. Pro zobrazeni pribéhu Slunce pod obzorem béhem noci bude piedstavena
aplikace, na které je mozné vysvétlit vyznam jednotlivych soumraki, vychod a zapad Slunce.
Pro konkrétni okamzik lze najit seznam nejjasnéjSich hvézd, viditelnost souhvézdi nad
obzorem ¢i informace o viditelnosti Messierovych a NGC objektti.

Astronomia

Webové stranky Astronomia jsou multimedidlni ucebni text, ktery je v provozu jiZ od roku
2000 za postupného piispéni n€kolika grantli v rdmci Fondu rozvoje vysokych Skol. Nejdiive
vznikla v podob¢ statickych stranek ¢ast vénujici se slune¢ni soustavé. O dva roky pozdéji
K nim pfibyly galaxie v¢etné mlhovin a hvézdokup. V roce 2005 jsme vytvofili prvni verzi
redakéniho systému nasazeném na tieti projekt — hvézdy. V roce 2009 jsme redakéni systém
vylepsili do podoby odpovidajici sou¢asnym trendim a ptfibyl zatim posledni projekt —
astronomicka fotografie. Od roku 2005 jsou nedilnou soucasti, a dalo by se fici, ze
neviditelnym patym projektem, katalogy astronomickych objektli. V katalozich je ukryto
témet 600 tisic objektd v celkovém objemu 172 MB dat. Samotné katalogy jde rozdélit do tfi
kategorii — tzv. deep-sky objekty (mlhoviny, hvézdokupy, galaxie) se nachazejici hned ve
tiech katalozich — NGC katalog, Messieriv katalog a IC katalog. Dalsi oblasti jsou hvézdy,
zde mame seznam souhvézdi (zndme jich 88), katalog Gliese (obsahuje 3 803 nejblizsich
hvézd), katalog Hipparcos (118 218 hvézd) a cast francouzské astronomické databaze
SIMBAD (118 171 hvézd). Do posledni kategorie katalogi — planety jsou zahrnuty planetky
(v dob¢ psani ¢lanku obsahuje katalog pies 337 tisic planetek) a katalog exoplanet, tedy
planet nachazejicich se u jinych hvézd. Aby nedochazelo k zastardvani udajl, jsou nckteré
katalogy pravideln¢ (denn¢, tydné ¢i mésicn€) aktualizovany z divéryhodnych zdroji se
souhlasem jejich autor, napf. exoplanety zexoplanet.eu, databaze SIMBAD piimo
z francouzského zdroje a planetky z Minor Planet Center.

Jisté by byla skoda, aby tato data lezela na strankach nebo v databazich jen tak bez uzitku a
povsimnuti. Pojd'me se v rychlosti podivat, jaké moznosti nam soucasna vypocetni technika
Z pohledu uZzivatele nabizi. Detailni popis, ktery ale naleznete u kazdé predstavené aplikace,
by byl nad ramec tohoto ¢lanku.
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HR diagram piimo generovany z katalogu hvézd

Hertzsprungliv-Russelliv ~ (HR)  diagram  je
generovan z katalogi hvézd HIPPARCOS nebo
SIMBAD. Pro lepsi orientaci v diagramu je urceno
zobrazeni popiskd jednotlivych oblasti (hlavni
posloupnost, bili trpaslici a dalsi). Pocet hvézd
pouzitych pro vytvoreni diagramu lze omezit jejich
vzdalenosti. Je =zajimavé porovnat diagramy
blizkych a vzdalenych hvézd. Vyzkousejte si pro
blizké hvézdy zadat omezeni do 100 pc (326
svételnych let) a u vzdalenych hvézd interval od

HIP 24608
pe

Absolutni hvEzdna velikost

ssssss

104

13 T T T 1
-1 o 1 2 3
Barevny index

Barva grafu seda x|
=l, ¥ Slunce, ¥ hegzdu

ZIdroj dat: @ wipparcos © smean
=ldo -

Zobrazit hvézdy ve vzdalenosti od |—
I Zobrazit popisky v grafu

100 pc do 400 pc. Pro¢ se diagramy lisi? Vysvétleni nalezneme ve vybérovém efektu, u
diagramu vzdalenych hvézd totiz chybi oblast slabych hvézd. Ve vétSich vzdalenostech

ANALYZA PLANETEK
Katalogové Eislo: 585 - 333412

Mlin: 1

Rok objevu: 1906 — 2010

M 333 841

Min: 1801

Velka poloosa: 4.9 AU-54 Al

Mz 2011

I 857.8 AU 'I

Mlin: O AL M2 5575 AL

Vystrednost drahy: 0,003

Max: 57,8 AL

Min: 0.0 Max: 1.0

Sklon drahy k ekliptice: 0,1° - 55 5°

Min:0,0°
Absolutni hvézdna velikost: 7.2 mag— 14 9 mag

Masx: 170,4°
hin: 1.2 mag Max: 242 mag

Typ planetky.. zakinout vze / odziatnout wze) tozbalitishalit..

I brizkozemni planety (NED) I planety hiavniho pasu ¥ tojani

™ HED w1 ne 1 km ™ Hungaria T kentauti

I™ potenciaing nebezpedné planstiy (PHA) | Phocasa I piutina

I aten ™ Hitda ™ kubewana

[ Apoite 7 jiné rezonan&ni THD

™ amar T paine <1281 40 ™ abjekty rozptileného disu (500)
Export dat.. .rozbalitisbalit..

2977

{pocet nalezenych planetek)

nejsme schopni detekovat slabé hvézdy,
naopak objevime  vEtsi mnozstvi
hvézdnych obra a velmi jasnych hvézd.
U hvézdné velikosti plati, Ze ¢im jasnéjsi
objekt, tim mensi hodnota, vSimnéte si
opacného méfitka u svislé osy.
Absolutni hvézdna velikost je veliina

urujici hvézdnou velikost (jasnost
hvézdy na obloze) vztazenou na
standardni pozorovaci podminky

(hvézda ve vzdalenosti 10 pc). Barevny
index je rozdil hvézdnych velikosti ve
vybranych spektralnich intervalech.

Analyza parametri planetek

Seznam ocislovanych planetek
umoznuje interaktivni analyzu n¢kolika
parametrii.  Vybranym  posuvnikem

omezime mnozinu planetek. Pfi zvoleni

typu planetky ze seznamu se posuvniky u jednotlivych parametrii nastavi podle vybrané¢ho
typu. Tim jsme schopni zjistit spoustu informaci o dané skupiné planetek: oznaceni a rok
objevu prvni planetky této skupiny, interval velké poloosy, vystfednost drahy nebo sklon drah
k ekliptice. Pomoci absolutni hvézdné velikosti odhadneme rozméry planetek. Ziskany
seznam planetek miizeme ulozit do textového souboru a déale zpracovavat.

Vice na http://astronomia.zcu.cz/planety/planetky/2381-analyza-planetek

Aktualni polohy planetek ve slune¢ni soustavé
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srwoms BRI Krom¢ textového vystupu lze u vyse uvedené
' : analyzy parametrti planetek zvolit u nékterych
specialnich ptipadt grafického vystupu (ve
formatu PNG). Na obrazku vlevo je ukazka
aktualni polohy vybranych skupin planetek
vrovin¢  ekliptiky.  Zajimavé  zobrazeni
ptedstavuji planetky skupin Trojané a Hilda.
Jedna se o planetky, jejichz trajektorie je
ovlivnéna gravitatnimi UC€inky planety Jupiter.
Jsou to dva ptipady, kdy drahova rezonance vede
k vytvoteni stabilni skupiny planetek.
Dlouhodobé rozdé€leni planetek skupiny Hilda
V prostoru tvoii pfiblizné tvar rovnostranného
trojihelniku.  Vrcholy trojuhelnika lezi na
trajektorii Jupiteru v libra¢nich centrech L3, L4 a
Ls. V libracnich centrech L, a Ls jsou Trojané.

Iukiitka: 0,0232 AUbod

Kirkwoodovy mezery

Specidlnim grafickym (ale 1 textovym)
vystupem analyzy parametri planetek
jsou Kirkwoodovy mezery, coz jsou
mezery nebo poklesy v rozdéleni
(Cetnosti) hlavniho pasu planetek na
velké poloose (nebo obézné dobg).
Poprvé si tohoto uspotfadani planetek
vsSiml americky astronom Daniel
Kirkwood jiz vroce 1857, kdy bylo
znamo okolo 50 planetek. Prvni
oficialni zvefejnéni objevu bylo az
YT ey e e s s e e e Py S s vroce 1866 (na setkani Americké
L e spole¢nosti pro pokrok védy); na konci

i e tohoto roku bylo znamo 91 planetek.
Nerovnomeérnosti v rozdéleni obéznych drah planetek zaregistroval i brnénsky rodak Karel
Hornstein. Sami si miZete pomoci této aplikace vyzkouset, jak vypadalo rozdéleni planetek
v dobg, kdy Daniel Kirkwood objevil vliv Jupiteru na rozloZeni planetek ve slunecni soustave.
Stac¢i omezit rok objevu na 1801 az 1857 (potazmo 1866). Pro zobrazeni Kirkwoodovych
mezer je vhodné nastavit interval velké poloosy na hodnoty 2,0 az 3,5 AU. Tim se zobrazi
rozlozeni Cetnosti planetek hlavniho pasu. Pokud zobrazime interval od 1,4 do 5,4 AU, lze si
vSimnout n¢kolika zajimavych lokalnich maxim: okolo 1,93 AU se nachazi skupina Hungaria,
okolo 3,9 AU vytvafi zajimavy obrazec v prostoru skupina Hilda (viz graf Aktualni polohy),
ktera souvisi s rezonanci 2:3 s Jupiterem. A kone¢né okolo 5,2 AU najdeme samotnou planetu
Jupiter a v libra¢nich centrech L4 a L5 se nachazeji Trojané.

- Pofet plenetel: 330 699 (K 14.6.2012) x
Kirkwoodovy mezery Rozligen: 0,001 A 2

400+

100

Poloha planetky a ovéfeni Keplerovych zakoni

Na obrazcich nize je v zakladnim nastaveni znazornéna aktualni poloha vybrané planetky ve
slune¢ni soustavé v roviné ekliptiky. V této ukazce se jedna o blizkozemni planetku (433)
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Eros, 1ze ale vybrat libovolnou ocislovanou planetku. Méfitko je zvoleno automaticky podle
vzdalenosti planetky v odsluni tak, aby se cela trajektorie planetky vykreslila a optimalné
vyplnila plochu obrazku. Je vykreslena i poloha (véetné trajektorii) planet slune¢ni soustavy.
Polohu téles ve slunecni soustavé lze vykreslit i pro jiné datum. U pfisluni a odsluni se
zobrazuje vzdalenost planetky od Slunce, jeji rychlost, odhad efektivni teploty rovnovazného
zateni planetky a zdanlivé hvézdné velikosti.

382012 P}ang’;a 1 ggg :3 O: éf'”é 31.8.2012  planetka 1,652 AU od Zem&
wongzay  Planetkad od Slnce . planetka 1,690 AU od Slunce
wDgs Ay ZUaG v velkost =153 mag el zdniva hy. vellkest = 15,3 mag
1,13 AU e ot 161 det 18 AU obéZnd doba 1,760 let

; interval bodd 16,1 dnd

(433) Eros %;‘;“‘K’ 7] (433) Eros ““;n‘;“‘K‘ 7]
Wftko: 00077 AUbod . £ Mftke: 00077 Albod
Den Mésic Rok Animace Den Mésic Rok Animace
O FOF. @spen  FlOC @2012F|0C Dnes Quo @ ~|0F @spen FlOC O2F[@C Dnes oo
Maftko: [auts | Body: (40 | 1:1,139 AL, 2: 1,137 AL, 3: 0,286 AL; S = 0,152 AUZ Meiitko: | aun =] Body: a0 = 1:1,782 AL 21,771 AU; 3. 0,183 AU, S = 0,162 aU?

Aplikace nam umozituje demonstrovat a ovétovat platnost Keplerovych zakoni.

Pro prvni Kepleriv zédkon jsou dulezité trajektorie planetky, poloha Slunce ve spole¢ném
ohnisku, pfipadné vyznaceni stfedu elipsy. Vyznaéena je poloha piisluni a odsluni. Druhy
Keplertv zakon se nékdy oznacuje jako zdkon ploch. Privodi¢ za stejnou dobu opise plochu
se stejnym obsahem. Trajektorie je rozd€lena na zvoleny pocet stejné dlouhych ¢asovych
usekd. Kliknutim se vybere piislusSny bod. Zobrazi se tisecka spojujici ohnisko a vybrany bod
spolecné s informaci o délce usecky v prostoru v AU. Vybérem dal§iho bodu se dokresli
trojuhelnik a vypocita jeho plocha. Na obrazku vlevo je zndzornéna situace v pfisluni, vpravo
V odsluni. Porovnanim zjistime, Ze vypocitana plocha je stejna. Vypocet plochy nezohlediuje
zakiiveni trajektorie planetky, pokud je casovy interval pfili§ velky, mize dojit
Kk neptesnostem. Pro tfeti Kepleriv zakon zjistime hodnotu velké poloosy jako polovinu
souctu vzdalenosti planetky v pfisluni a odsluni. Pak mizeme vypocitat obéznou dobu
planetky a porovnat ji s tdaji, které jsou uvedeny v levém rohu na obrazku.

Vice na http://astronomia.zcu.cz/planety/planetka-433

No¢éni obloha

Na levém obrazku je bilou nepferusovanou ¢arou zobrazen pribéh Slunce na zvoleném misté
od zapadu Slunce v dany den po vychod Slunce nasledujiciho dne. Vypocitany jsou dalsi
casové udaje — zapad, vychod Slunce, okamziky jednotlivych soumrakll. Pro konkrétni
okamzik lze najit seznam nejjasnéjSich hveézd, viditelnost souhvézdi nad obzorem ¢i
informace o viditelnosti Messierovych a NGC objekt.
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Den Mési Rok Animace Mésic Rok Animace

en
Hlo e o zloc o212 ]9 ¢ ones
_ 1.9 2012 29320 |

c
o1 Flof. ofan Floc o202 50 € [ones ono

1 M73

16 31} M32, M33, M1, ME3, M74, W77, MB1, W82, 34,
W01, W102, M10G, M108, M09, h110

15 M2, M3, MID, M12, M13, 14, W15, M22, M30, MsS,
MEB, M71, M72, M75, M32

1 M8

mihovina 3 M8, M17, M20

13 M11, M18, M21, M23, M24, M26, M29, M34, M36, M37,
M39, M52, W03

Planetimi mlhovina 4 M7, MST, M7B, MI7
53

M31 — vice
NG 224, 35 mag, And, 160563, azimut = 83" (V), wiska = 58"

k délka Pied:

sifka
50,078333333333 ° [14.421666666667 ° | Praha 2, Karlovo Nar

isna délka Vyska obzoru  NGC limit

i sirka P i
[~ R 50,076333333333 | [14421666666667 |° | Praha 2, Kerlovo Namasti v o &l [<7meg ]

Na obrazku vpravo je seznam Messierovych objekti viditelnych nad obzorem. Jsou rozdéleny
do skupin podle typu objektu. Kliknutim na ndzev dojde k nacteni obrazkd daného objektu
S doplitujicimi informacemi (aktudlni vyska nad obzorem a azimut). Védéli jste naptiklad, ze
souhvézdi Velké Medvédice nepatii v naSich zemépisnych Sitkdch mezi cirkumpolarni
souhvézdi? Nezapada totiz jen 88 % tohoto souhvézdi.

Vice na http://astronomia.zcu.cz/hvezdy/hipparcos/2382-nocni-obloha
Ukazka praktické ulohy

Planetka (15925) Rokycany je pojmenovana podle mésta Rokycany, kde se nachazi
Hvézdarna v Rokycanech. Na hvézdarné je od roku 2008 dalekohled s objektivem o praméru
508 mm. Pokud by se planetka nachazela v opozici, je v dosahu rokycanského dalekohledu?
Limitni hvézdnou velikost dalekohledu lze vypocitat — 15,8 mag. Zdanlivou hvézdnou
velikost planetky V opozici zjistime velmi snadno na adrese
http://astronomia.zcu.cz/planety/planetka-15925 (planetka se nachazi pobliz opozice napf.
12. ¢ervence 2012). Odpovéd na otdzku necham na kazdém z vas.

Jakékoli zkuSenosti, ptipominky, napady nebo podnéty s vyse uvedenymi aplikacemi sdélte
autorovi ¢lanku. Budu vam za n€ vdéény.

Pouzita literatura

[1] Multimedialni ucebni text Astronomia [online]. ¢2012, [citovano 7. 9. 2012]. Dostupné
z http://astronomia.zcu.cz

Kontakt na autora

PhDr. Ing. Ota Kéhar
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3

Keplerovy zakony

Zuzana SUKOVA

1 Uvod

Nasim domovem je planeta Zemé, ale budeme moci na ni zit vé¢né? A kde bychom mohli najit
novy domov? Jaké zakonitosti musi spliiovat té€leso ve slunecni soustaveé, aby mohlo existovat po delsi
dobu a mohlo byt obyvatelné? Projekt predklada zakim problém a jejich tkolem je navrhnout nas
novy domov.

2 Mozny zanik Zemé a FeSeni v podobé nového objektu

Zemég je pro nas domovem, ale mozna si budeme muset v budoucnu hledat jiny obyvatelny svét.
Duivodem mize byt prelidnénost nasi planety nebo jeji zniceni. Zasazeni obfim meteoritem je lakavé
pro tvirce filmd, ale katastrofa obdobna té, ktera se podilela na vymfeni dinosaurd, je pfeci realna.
Jednou mozna bude lidstvo stat pfed otazkou, na jaké misto se piesunout. (Grygar 1994)

Ne kazdé te€leso nasi slunecni soustavy ale mize byt obydleno. Byla by potiebna dostatecna
hmotnost k udrzeni atmosféry, pevny povrch a rad€ji bychom me¢li hledat dal od Slunce, aby nas
nemohlo znicit, az bude ve fazi cervené¢ho obra. VSechno miize spliovat napiiklad uméle vytvoreny
mésic planety Jupiter.

2.1 Obyvatelny mésic

Zéci dostanou za tikol navrhnout parametry uméle vytvoreného obyvatelného mésice Jupitera
tak, aby byly zachovany zakladni podminky pro Zivot. Krom¢ navrhovani jména a délky dne musi zaci
prokazat a pouzit i fyzikalni znalosti Keplerovych zdkont. Elipti¢nost drahy voli pomoci numerické
excentricity a dobu obéhu pocitaji s vyuzitim 3. Keplerova zakona. Vzdalenost od Jupitera si voli
sami, ale kvtli zna¢né radioaktivit¢ v blizkosti planety je vhodné umistit ji az za drahu jeho mésice
Ganymeda. (Bednarik 1993)

Naopak pti volbé hmotnosti a poloméru musi byt dodrzen pevny povrch a piijatelné tihové
zrychleni.

2.2 Prezentovani

Béhem projektu si zaci uvédomi provazanost jednotlivych veli¢in a pfi prezentovani svych
vysledki zdGvodni vSechny hodnoty. Vysledkem kazdého tymu je ucelend prezentace, o které
diskutuji s ostatnimi a snazi se je presveédcit o vyhodach jimi navrzenych parametri. (Tomkova 2009)
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3 Zavér

Pti projektu dosdhneme u zaka vétSi motivace, protoze jim predkladame redlny problém, a
zaroven jsou vice aktivni, protoze se jedna o jejich praci, kterou budou nasledné prezentovat. Tymova
préace a propojeni uciva fyziky s informatikou (hledani informaci na internetu a zpracovani prezentace)
pomaha naplnovat klicové kompetence.
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Maysky kalendar a konec svéta

Zuzana SUKOVA

1 Uvod

Me¢dia na nas chrli informace o blizicim se konci svéta 21. 12. 2012, ale z ¢eho usuzuji, ze se
blizi posledni den lidstva? Protoze timto dnem kon¢i maysky kalendair? Ale je tomu skute¢né tak? A
jak viibec kalendar Mayu vypadal, fungoval a k ¢emu slouzil?

2 Maysky kalendar

S blizicim se datem 21. prosince 2012 se stale cast&ji setkavame s informaci o konci svéta,
pfed kterym nds udajné¢ varuje mayské proroctvi. O tom, Ze v tento den ma skoncit kalendar
starovékych Mayu, jisté vi kazdy, ale co zname o jejich vyspélé civilizaci? A z jakych pisemnych
pramentl usuzujeme na konec svéta?

2.1 Kdo byli Mayové

Mayové jsou puivodni obyvatelé jizniho Mexika a severni &asti stiedni Ameriky. Uzemi
mayské civilizace osidlené pocetnymi mayskymi narody se rozprostiralo v celé dnesni Guatemale,
celém Belize, severozapadnim Hondurasu, v mexickych statech Yucatan, Quintana Roo, Campeche,
Chiapas a na vychodé¢ mexického statu Tabasco. O prvnich Mayich mizeme podle posledniho
vyzkumu mluvit uz asi od roku 2500 pf. n. 1., ¢ili ptiblizné s vyskytem prvniho zeméd¢€lstvi. Nejvetsi
rozkvét zaznamenala FiSe v 7. — 9. stol. n. 1. Roku 1520 pfisli 1. dobyvatelé, okolo roku 1550 dobyli
Spanélé vétsinu mayského Gzemi (Petén az roku 1697). Dobyvani trvalo velmi dlouho, protoze
zejména severni Mayové byli jesté stale vyspéli.

Mayské pismo bylo jediné opravdové pismo v celé Americe, zachovalo se zejména na stélach
popisujicich obCanské udalosti a zaznamenavajicich kalendaini a astronomické udaje. Bohuzel ze
vSech knih pfezily jen Ctyfi tzv. kodexy. M¢li jednoduchou ciselnou soustavu, jeji zaklad tvoftilo
dvacet Cislic. Navic v matematice pouzivali nulu, kterou v té dobé v Evropé neznali. Také astronomie
byla velmi vyspéla, knézi velmi pravdépodobné védeli, ze Zemée je kulata, analyzovali drahy mésict
Jupitera, znali cykly ob&hu Mésice, Venuse, spocitali tropicky a hvézdny rok.

Pravé na zakladé velmi preciznich astronomickych pozorovanich vznikl jejich kalendaf.

vvvvvv

dokonce specialni nazev (alautun) pro obdobi dlouhé 63 081 429 let.

Vyspélost civilizace 1ze usuzovat i zjinych zdroji — stavéli dalkové cesty pres dzungli,
vysuSovali mocaly, stavéli podzemni nadrze na vodu a predevsim umélecky hodnotné pyramidy,
palace a mésta.
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2.2 Mayské kalendare

Nejvyznamnéjsi skutecnosti mayského chapani svéta je cyklicnost (ty samé periody, stejné
udalosti, bozstva a jejich rozhodnuti). Pouzivali zejména 3 kalendare — tzolkin, haab a dlouhy pocet.
Na konci nékterych period (napf. pfi shod¢ tzolkinu a haabu) Mayové obétovavali bohtim.

Tzolkin kombinuje ¢isla 1 — 13 (mesice) a 20 pojmenovanych dni. Rok mél tedy 260 dni a
slouzil pouze pro sakralni potfeby. Haab obsahuje 18 mésicti po 20 dnech a ptidavny meésic o 5
bezejmennych nestasntych dnech. Vychazel tedy z tropického roku a mél 365 dni. Slouzil pfedevsim
pro sledovani ro¢nich obdobi v zemédé&lstvi.

U dlouhého poctu (Long Count) jde o nacitani dnl od prvniho dne mayské chronologie v
cyklu cca 5 125 let, tento kalendaf, ze kterého je usuzovano na blizici se konec svéta, se ale jiz v dobé
piichodu Spanéli davno nepouzival. (Vondrak 2010)

2.3 Konec svéta?

Maysky kalendaf nefikd nic o konci svéta. Apokalyptické predpovédi jsou mezi lidmi
poméme popularni, hodné na né slysi. Ale sami Mayové neprikladali konci svého kalendate smysl
zéaniku svéta, povazovali jej za pouhy konec jednoho cyklu a zacatek dalsiho.

Jediny zdroj, ktery skutecné zminuje datum 13.0.0.0.0. 4 Ajaw 3 K’ank’in (21.12. 2012), je
takzvany ,,Monument 6 z mésta Tortuguero. V 2. pol. 7. stol. n. I. tam vladl kral Bahlam Ajaw, na
jehoz piikaz byl postaven chram a do n¢ho umisténa reliéfni deska, kterd popisuje jeho narozeni,
korunovaci a slavné skutky, véetn€ krvavych valek, které vedl, a lidi, které nechal obétovat. V zavéru
se zminuje, Zze na den 13.0.0.0.0. 4 Ajaw 3 K‘ank’in sestoupi z nebes bozstvo Bolon Yokte® a bude
tieba je nalezite uctit. Reliéf je bohuzel poskozen, takze piesné nevime, co se stane. Napis vSak piisobi
dojmem, Ze chram byl vystavén k pocté tohoto nebezpeéného boha a pravé zde se maji v roce 2012
odehrat usmitovaci obfady, jejichz ucelem je si Bolon Yokte’ho pfiznivé naklonit. Jestli Mayové
¢ekali v souvislosti sjeho sestupem né&jaké negativni udalosti, nebyly ani zdaleka neodvratitelné.
(Kosticova 2012)

3 Zavér

Dal§im problémem je, Ze nevime, od kterého data Mayové poéitali dny. Proroctvi o konci
kalendate dne 21. 12. 2012 pouziva ptepocet Goodmana, Martineze a Thompsona a je odvozen z
historickych udalosti, ale v rozporu s datovanim astronomickych tkazt. Proto se v dnes$ni dob¢ stale
vice védct priklani k vysledkiim Ceskych bratii Bohumila a Vladimira Bohmovych, podle kterych by
mél kalendar skoncit az 14. 12. 2116. Jejich vypoctim odpovida nejen datovani historickych udalosti
pomoci radiokarbonové metody, ale i vypocditanym slune¢nim zatménim. Piesto se ale nemusime bat
konce svéta, stejné jako nenastal pti prelomu naseho letopoctu. (Kysa 2010, Vondrak 2010)
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MODELY ATOMU A RESENi VYBRANYCH PRIKLADU

Karel RAUNER

1 Uvod

Modely atomu jsou v pohledu historického vyvoje vzorovym piikladem na pokroky
V poznavani redlného svéta. VétSina studentli a zakti ma ale vlivem nékdy az piehnané popularizace
zkreslené predstavy o slozeni atomu.

2 Historie vyzkumu atomu

V tvodu prednasky jsou zminény prvni filozofické tivahy starofeckych filozofii, které vedly k
predstavé o existenci atomi jako zékladnich castic hmoty, dale nedélitelnych. Jsou predstaveni
zastupci této hypotézy: Leukippos a Démokritos. Je zminéno i odlisné chapani slozeni hmoty
Aristotelem. Je popsan postup, kterym Joseph John Thomson vyvodil z pokusu s katodovym zafenim
existenci elektronu. Na zakladé¢ toho je popsan pudinkovy model atomu.

Ovéteni pudinkového modelu pokusy Rutherforda, Geigera a Marsdena je pudinkovy model
vyvracen. V prednasce je uvedena animace Rutherfordova pokusu i animace vysvétlujici odpuzovani
alfa Castice a atomového jadra pii tésném piiblizeni. Je zformulovan planetarni model atomu. Jsou
uvedeny nékteré poznatky a experimenty, které popiraji moznost planetdirniho modelu. Tfemi
postulaty je formulovan Bohrtiv model atomu a i u néj jsou zminény rozpory s experimenty. ZvIaste je
zdlraznéna neexistence orbitdlniho momenty hybnosti u atomu vodiku v zakladnim stavu. Jsou
predstaveny zakladni zakonitosti kvantové mechanického modelu — pravdépodobnostni charakter,
vlnové vlastnosti mikrocastic, kvantovani energie a dalSich fyzikalnich veli¢in.

2.1 Postup pii vypoctech jednotlivych velicin u Rutherfordova modelu atomu

Jsou uvedeny zakladni zakony, kterym by se fidil elektron v izoelektronovych atomech. Jsou to
predevsim Coulombutv zakon silového plsobeni dvou bodovych naboji, potencidlni energie elektronu
v poli jadra a jeji vztah k pusobici sile. Je uveden postup, kterym je mozné vypocitat kinetickou
energii za ptedpokladu, ze Coulombova sila je silou dostfedivou. Dulezity je vztah celkové energie a
ionizacni prace. Je popsan zpusob vypoctu frekvence elektronu na draze, kterd je urCena ionizacni
praci. Na animaci je ukazan postup, jak odvodit vztah mezi vlnovou délkou, frekvenci a rychlosti
Sifeni vinéni.

2.2 Instruktazni priklad vypocéti v Rutherfordové modelu atomu vodiku v zakladnim stavu

Teoreticky postup z ptedchoziho odstavce je konkretizovan na jednoduchém ptikladu s atomem
vodiku v zékladnim stavu. Je vypocitana ptisobici sila, potencialni energie, kineticka energie, polomér
drahy vychazejici z ionizacni prace 13,6 eV. Vysledek je ztotoznén s dillezitou fyzikalni konstantou —
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Bohrovym polomérem. Dale je ¢iselné vypocitdna frekvence rotace elektronu v poli jadra. Je zminéna
dilezitost korekce na pohyb jadra a s tim souvisejici objev deutéria.

3 Zavér
V zavéru prednaSky byly diskutovany nékteré problémy kvantové mechaniky souvisejici s

pravdépodobnostnim charakterem a vlnovymi vlastnostmi — Schrédingerova kocka, tunelovy jev,
radioaktivni rozpad.

4 Pouzita literatura
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NEWTONUV GRAVITACNI ZAKON
Miroslav RANDA

1. Uved

Newtontiv gravitaéni zakon a Keplerovy zakony, které jsou ekvivalentni Newtonovu
gravita¢nimu zakonu, jsou zakladnimi zakony, které popisuji pohyb téles ve slune¢ni soustavé, ale
také pohyby dvojhvézd a pohyby hvézd v galaxiich.

2 VyuiZiti Keplerovych zakonu

Newtonuv gravitaéni zakon a Keplerovy zakony umoziuji ur¢it zakladni charakteristiky pohybu
téles slunecni soustavy, zejména planet, trpasli¢ich planet, planetek a komet, ale rovnéz pohyb mésicl
a pohyb druzic a sond.

Protoze se uvedené zakony probiraji obvykle az na stfedni Skole, sklada se lekce ze dvou ¢asti.

V prvni ¢asti jsou jmenované zakony podrobné prodebatovany vcetné ruznych zplsobil
formulace zékont, a to jak pro pfipad problému jednoho télesa, tak i v pfipad¢é problému dvou téles
(vyuzivaného naptiklad pro dvojhvézdy). Pfitom je zvlaStni pozornost vénovana formulaci
Keplerovych zakonl v pfirozenych jednotkach pro télesa slune¢ni soustavy (v astronomickych
jednotkach, rocich a hmotnostech Slunce).

Ve druhé ¢asti jsou feSeny tlohy z predchozich ro¢nikt fyzikalni a astronomické olympiady,
dale ulohy ze sbirek tloh z astronomie a astrofyzika (giroky, Siroka, 1973 a Stefl, Krticka, 2002) a ze
studijnich texti FO (Ungermann, Volf, 1985 a Volf, JareSova, 2009). Jsou rovné¢z ukazany ulohy
tykajici se padu v radidlnim gravitacnim poli Slunce a Zem¢ a ukazano feseni takovych uloh bez
pouziti integralniho poctu, ale s vyuzitim zakoni pro pohyb v gravita¢nim poli.

3. Pouzita literatura
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NOVE PRINCIPY ZOBRAZOVACU

Karel RAUNER
sylabus prednasky

Karel Rauner

1 Uvod

Prednaska je zameéfena na predstaveni a fyzikalni podstatu novych zobrazovaci. Hlavni pozornost
je pritom zameétena na dnes velmi rozsifené obrazovky a monitory LCD a plasma.

V kratkém diivodu je definovan zobrazovac a jejich déleni na pasivni a aktivni zobrazovace. Je
nastinén historicky vyvoj zobrazovacii az k pted 15 lety dominujicimu typu CRT obrazovky.

2 Plasmova obrazovka a DMM

V dalsi ¢asti jsou popsany zakladni principy, na kterych je zaloZzena plasmova obrazovka. Je
popsana struktura pixelu, jsou uvedeny vyhody i nevyhody tohoto zobrazovace.

Pozornost je vénovana i Spickovému zafizeni v projekénich ptistrojich obvody DMM. Je popsan
systém mikrozrcadel i jejich nataceni. Jsou uvedeny frekvence a mozné zplsoby barevné projekce.
Jsou porovnany rozliSovaci schopnosti s projektory zalozenymi na LCD.

3 Struktury LCD

Principim zobrazovacli na bazi kapalnych krystalli je vénovana dalsi ¢ast. Je popsana zakladni
bunka i struktura obrazovky. Opét jsou zduraznény vyhody a nevyhody, hlavné v porovnani s
plasmovou obrazovkou. Pfednaska se vénuje i modernizaci tohoto zobrazovace pouzitim technologie
TFT.

4 Zobrazovace OLED — s organickymi svitivymi diodami

Dalsi c¢ast je vénovana perspektivnim zobrazovacim zalozenym na technologii organickych
svitivych diod — OLED. Jsou popsany principy a prvni projekty v oblasti televize, displeji na
mobilnich telefonech, fotoaparatech a tiskarnach. Je zdraznéna vyhoda — ultratenkého zobrazovace
v nékolika pouzitich. Jsou zdlraznény i nevyhody: mensi zivotnost, velky pixel.

V zavéru prednasky jsou zminény dal§i mozZnosti vyvoje: obrazovka se studenym plosnym
emitorem elektronti — SED a laserova televize.

5 Pouzita literatura
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Odhady vzdalenosti v nasi sluneé¢ni soustavé

Zuzana SUKOVA

1 Uvod

Nase slunecni soustava a nase Galaxie jsou veliké, ale méli bychom mit i pfedstavu, jak moc
veliké jsou. Konkrétni rozméry mtiizeme snadno zjistit na internetu, ale i kdyz zname vzdalenost ve
vesmiru, tak si ji mnohdy nedokazeme piedstavit. Jak velkd by asi byla Zemé¢, kdybychom Pluto
zmensili na zrnko pepie?

2 Modely

Prednaska si klade za cil priblizit zakim rozméry nejen v na$i slunecni soustavé pomoci
nazornych modelt.

2.1 Model slune¢ni soustavy

Pti pohledu na obrazky nasi slune¢ni soustavy snadno mtizeme dojit k zavéru, ze Slunce je sice
vetsi nez nejvetsi planeta, ale zase ne o tolik a mezi Zemi a ostatnimi planetami také neni zadny
propastny rozdil. Ale jsou tyto obrazky ve spravném méfitku? Zkusme si piedstavit model, kde by
trpasli¢i planeta Pluto byla velika jen jako zrnko pepte. Zaci dostali pravé takovy tikol a pomoci
kulatého koteni, ovoce a zeleniny méli model vytvofit. Spravnych hodnot se po odhadnuti doberou
vypoctem. Slunce by naptiklad mélo rozméry obii dyné€. (Machacek 2008)

Kdyz uz mame model pomérta velikosti, zkusime si nejprve odhadnout a pak i vypocitat, jak
daleko od sebe je tieba jednotlivé objekty v modelu umistit. I tyto hodnoty jsou pro zaky casto
ptrekvapivé, protoze Pluto by od Slunce v modelu bylo vzdalené 6 km. (Machacek 2008)

Kdybychom naopak zmensili celou nasi sluneéni soustavu az po drahu Neptunu tak, aby se
vesla na izemi mésta Prahy, mélo by Slunce v priméru pouhé 4 metry a Zemi bychom dokonce mohli
prirovnat k vlaSskému ofechu. Na celém tzemi Prahy bychom tedy meéli jen 9 vétSich objekti
(planetky by mély zanedbatelné rozméry), z nichz nejvétsi by mél pouhé 4 metry.

2.2 Jak daleko je ke hvézdam

Po Slunci nejblize je nam hvézda Proxima Centauri, ktera je vzdalena jen 4,22 svételného roku.
Myslim si ale, Ze toto &islo si vét§ina nedokéaze piedstavit. Zaci dostanou proto za ukol vypoditat, jak
dlouho by k ni bézel gepard rychlosti 100 km/h a jak dlouho by Sel ¢lovék rychlosti 4 km/h. Opét je
prekvapivé, ze k nasi po Slunci nejblizsi hvézde by cloveék Sel vice nez miliardu let, coz znamena, Ze
by se na cestu musel vydat jako jedna z prvnich eukaryotnich bunék. (Kéhar 2012)
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2.3 Model nasi Galaxie
Po seznameni se s tvarem nasi Galaxie a jejimi rozméry zaci opét vypocitavaji rozméry modelu.

Tentokrat si celou Galaxii mizeme velmi dobfe prirovnat k CD disku, protoze zatimco jeji pramér je

vvvvv

(Kéhar 2012)

3 Zavér

Na ctyfech jednoduchych modelech si Zaci mohli udélat alespont CasteCnou piedstavu
0 rozmérech v nasi slunecni soustaveé (2 modely) a blizkém vesmiru (vzdalenost Proximy Centauri a
tvar Galaxie).

4 Pouzita literatura

KEHAR, O. Hvézdy v Galaxii [online]. 2012, [cit. 28. 8. 2012] Dostupné na internetu:
<http://objekty.astro.cz/nase/2236-hvezdy-v-galaxii>.
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OHYBOVE JEVY
Jitka PROKSOVA

1 Uvodni poznamky

Uvodem se prednaska zabyva obecnymi poznatky zvinové optiky, vlastnostmi
elektromagnetickych vin a matematickym popisem ohybu svétla na piekazce.

2 Kategorizace ohybovych jevi

Utastnici kempu (studenti SS riiznych roéniki) jsou seznameni se situacemi z bé&zného Zivota,
kde se s ohybem svétla mohou setkat. Jejich pohled na tuto problematiku ovliviiuje dosavadni vyuka
fyziky i vlastni zkuSenosti.

Zmingéné situace jsou porovnavany s ohybem zvukovych vin, se kterymi se v praxi setkavaji
studenti daleko castéji. Ziskaji tedy ptedstavu o zakladnich rozdilech mezi svételnym a zvukovym
vInénim.

2.1 Fresnelovy ohybové jevy

Do této skupiny fadime jevy, které vyvolava pruchod svétla pies prekazku ze zdroje
vV nekonecné vzdalenosti. Znamena to, Ze na §térbinu, dvojStérbinu nebo miizku dopadd rovinna
svételna vlna. Vysledkem podrobné analyzy je pak zavislost intenzity svétla na uhlu, pod kterym
vznika ohybovy jev na stinitku. (1)

2.2 Fraunhoferovy ohybové jevy

Do druhé¢ skupiny patii jevy, které vyvolava prichod svétla pies prekazku ze zdroje v konecné
vzdalenosti. Znamena to, Ze na S$té€rbinu, kruhovy otvor, hranu nebo dalsi typy piekazek dopada kulova
svételna vlna. Fresnellv pfistup pak k podrobné analyze ohybovych jevii vznikajicich na stinitku
vyuziva bud’ aritmetické skladani amplitud z jednotlivych zon kulové plochy, nebo grafickou moznost
znazornéni jednotlivych piispévka vektory. (2)

2.3 Opticka m¥izka

Jako dilezity ohybovy jev je v dalsi ¢asti pfednasky prozkouman i ohyb na miizce — jednak
z experimentalniho hlediska — i¢astnikiim kempu jsou pfedvedeny ohybové jevy na rtiznych typech
Stérbin a na optické mfizce, jednak z teoretického rozboru, tykajiciho se nalezeni zakladnich podminek
pro ur¢eni maxim svételné intenzity na stinitku. (1)
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3 RozliSovaci schopnost optickych pristroji

RozliSovaci schopnost optickych piistroji pfindsi informaci o rozmeérech nejmensich
vnimatelnych predmétl, tudiz poskytuje kritérium kvality ptistroje. Nasledkem ohybovych jevu se
objektivem pfistrojii nezobrazuje bod jako bod, ale jako ploska. V této casti pfednasky jsou proto
diskutovany podminky, které vedou k urCeni rozliSovacich mezi dalekohledu, mikroskopu a dalSich
optickych pfistroji. (1)

4 Zavér

Cilem prednasky je seznamit Gc¢astniky s vlastnostmi a fyzikalni podstatou ohybu svétla. Vyklad
doprovazeji konkrétni ptiklady a vybrané demonstrace ohybovych jevi.

5 Pouzita literatura
(1) FUKA, B., HAVELKA, F.: Optika a atomova fyzika |. Optika, SPN Praha 1961.

(2) MALY, P.: Optika, Nakladatelstvi Karolinum Praha 2008.
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Roboticka vozitka na Marsu

Lumir HONZIK

1. Uvod

Prizkum planety provadélo nékolik sond jak z orbitalni drahy, tak i pfimo na povrchu. Jednalo
se napt. o misi Viking. Uzasné detaily pfinesla i sonda MRO (Mars Reconnaissance Orbiter ).
V soucasné dob¢ hlavné prizkum pomoci automatickych robotizovanych vozitek (Spirit. Oportunity).

2. Mars

2.1. Mars — zakladni data

V poradi ¢tvrta nejblizsi planeta vici Slunci, rozmérove je az na sedmém miste.
Primér: 6 796km

Rotace: 24,6 h

Vzdalenost: 1,52 AU (227,9 mil. km)

Doba obéhu: 1,88 roku

Hmotnost: 0,11 (Z=1)

Mgsice: 2 (Phobos, Deimos)

Prstenec: -

Povrch: pevny

Atmosféra: fidka

Priizkum: sondy, automatickd vozitka

2.2. Pozorovani planety Mars
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Planeta je v ur¢itych obdobich dobie pozorovatelna na no¢ni obloze. Neni ptili§ vyrazna, ale je
napadna svoji nacervenalou barvou (ta je zpuisobena chemickym sloZenim povrchovych vrstev).
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o vné&jsi planetu, je nejlépe pozorovatelna pii tzv. opozicich. V té dobé
je vici Zemi relativn€ blizko, je ve fazi uplilkku a ma nejvétsi uhlovy primér. V astronomickém
dalekohledu je mozné v pribéhu delsiho ¢asového obdobi zaznamenat zmény uhlového priméru a
jasnosti. Naopak zmény ve faze planety pozorovat ze Zem¢ takika nelze. U planety Mars lze
pozorovat tzv. klicku planet.

2.3. Mars - rotace a obézna doba

Rotace a obézna doba planety je velmi podobna jako u Zemég. Mars ma velmi podobnou dobu
siderické rotace 24 h 34 m 23 s (Zemé 23 h 56 m 04 s). Maji tedy téméf stejné dlouhy den (den na
Marsu se nazyva sol). Navic ma Mars témét shodné sklonénou rotacni osu jako Zemé¢. Zatimco Zemé
ma sklon rota¢ni osy 23° 27’°, u Marsu je tato hodnota 23° 59°. Z toho vyplyva, Ze i na Marsu se
stiidaji jednotliva ro¢ni obdobi, jsou vSak vzhledem k dobé obéhu Marsu (1,88 roku) kolem Slunce
skoro dvojnasobné delsi.

2.4. Mars — albedové zmény

Na Marsu i Zemi dochazi ke stfidani ro¢nich obdobi, které u Marsu pozorujeme jako zmény
albedovych utvart. Pfi pozorovani planety je totiz mozné zaznamenat v del$im ¢asovém obdobi, Ze
dochazi k barevnym zménam na povrchu (zména velikosti, barvy a intenzity svétlych a tmavych
ploch). Dal$im vyznamnym albedovym utvarem a zaroven fyzickym jsou v polarnich oblastech Marsu
polarni cepicky. Ty béhem Marsova roku méni svoji plosnou velikost.

2.5. Mars — povrchové utvary

Povrch planety je diky fidké atmosféfe pro pozemské dalekohledy dostupny. Nicméné
vzdalenost nedovoli rozliSit detaily na povrchu a tak védecky pouzitelné materialy pfinesly az
prizkumné sondy. Povrch planety je rozdélen na zvinénou a nerovnou pevninskou oblast, kterou tvofi
kamenita nebo piscita krajina s dunami a pfesypy. Na severni polokouli se naopak naléza relativné
hladka oblast, kterd v minulosti tvofila zfejmé dno mélkého mote.

Kratery - Na povrchu Marsu je mozné identifikovat n¢které vétsi impaktni kratery nejriznéjSich
tvari a velikosti. Malé kratery zanikaji vlivem erozivni ¢innosti v atmosféfe. V minulosti nékteré
Z nich ziejmée zahladila i erozivni ¢innost vody.
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Sopky - na planeté piekvapivé nalezneme velké $titové vulkany (Olympus Mons — nejvétsi
a nejmohutnéjsi vulkan ve Sl. soustavé, Ascraeus Mons, Arsia Mons, Pavonis Mons, Elysium Mons
a dalsi). Nejvice se jich nachazi ve vulkanické oblasti Montes Tharsis. VétSina vulkani ma mohutné
vrcholové kaldery. Oblasti s vulkany vznikly v mistech, kde se dostaval horky material z nitra planety
na povrch. Na rozdil od Zemé¢ nema Mars deskovou tektoniku.

Terénni deprese — velkou depresi je na jizni polokouli panev Hellas a deprese Argyre. Velmi zajimava
je i soustava kanonti v udoli Valles Marineris, ktera je nejmohutné&;jsi ve Sl. soustavé.

2.6. Atmosféra a podnebi Marsu

Mars ma oproti Zemi fidkou atmosférou. Ta byva (mimo obdobi velkych prachovych bouii,
obla¢nosti nebo atmosférickych zakalt) prizraéna. V chemickém sloZzeni pievazuje CO, asi 95 %,
dusik 3 % a argon 1,5 %. Tlak je oproti Zemi mnohem mensi. Primémé denni teploty na Marsu jsou
ptijatelné kolem —30 °C (n€kdy vystoupi i nad 0 °C). Samoziejme v polarnich oblastech klesaji az na -
80 °C. V n¢kterych obdobich jsou na Marsu i lokalni, ¢i globalni prachové boute. Vytvari se i
prachové viry, které mohou dosédhnout i znacnych rozmeéra.

2.7. Voda na Marsu

Je otazkou, zda byla na Marsu v minulosti voda v tekutém stavu. Existuji ur¢ité indicie, Ze ano.
V nékterych oblastech se nachazi naplaveniny, usazeniny a utvary, které mohly vzniknout pouze
tekouci vodou. V jinych oblastech (vétSinou na jizni polokouli planety) zase existuje rozsahla sit
vyschlych ficnich koryt. Zda se proto, ze voda se zde skutecné nachazela, ale planeta si ji nedokazala
udrzet.

3. Prvni vozitka mimo planetu Zemi

3.1. Lunar Rover

Prvni vozitka pouzitd mimo planetu Zemi se jmenovala LUNAR ROVER a jezdila po
Mg¢sici v ramcei programu Apollo (Apollo 15 az 17). SlouZila pro pfepravu astronautil a jejich
vybaveni.
Nejednalo se vSak o vozitka robotizovana.

3.2. Lunochod

Dalsi vozitka jezdici opét na Mesici byly dva sovétské Lunochody (Lunochod 1
v r.1970 a Lunochod 2 vr. 1973). Ty byly dalkové tizeny ze Zemé a lze je povaZovat za
predchtidce robotizovanych vozitek.
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4. Vozitka vynesena k Marsu
4.1. Mise Mars Pathfinder (Prikopnik)

Mise Mars Pathfinder (Prikopnik) byla planetarni sonda urcend k prizkumu ctvrté
planety Mars.

Odstartovala 4. 12. 1996 a na povrchu Marsu pristala: 4. ¢ervence 1997 (po 7 mésicich).
Pfistavaci manévr byl proveden piimo z meziplanetarni drahy a v konecné fazi byly pouzity
specidlni airbagy. Po pfistdni sonda Pathfinder roztdhla soldrni panely, které zajistily piisun
energie ze Slunce. Mezitim doslo k vyfouknuti airbagli. Uvnitf sondy bylo umisténo malé
vozitko Sojourner. To sjelo po specidlnich kolejni¢kach a vydalo se na samostatny prizkum.
Vozitko Sojourner mélo za kol jezdit po povrchu planety a sbirat vzorky pidy a kament.
Bylo ovladano operatorem ze Zemé, coz nebylo jednoduché, protoze mezi ptikazy operatora
a jejich splnénim bylo ¢asové mnoha minutové zpozdéni. Piesto se vozitku podatilo nasbirat
spoustu informaci.

Mise Mars Pathfinder byla GspéSna. Piestoze vozitko Sojourner se od své mateiské
sondy Pathfinder pfili§ nevzdalilo (asi 12 m), bylo béhem mise dosazeno skvélych vysledkt
a ziskano velké mnoZzstvi informaci.

Zajimava je i planovana zivotnost. U sondy byla pldnovana: 1 mésic, skutecna byla 3
meésice.

U vozitka planovana zivotnost méla byt jeden tyden, ve skutec¢nosti byla vic jak 3 mésice.

4.2. Mise MER (Mars Exploration Rover)

Mise MER (Mars Exploration Rover) navazaly na UspéSnou misi sondy Pathfinder,
ktera na Marsu prtistala v roce 1997 a jejiz soucasti bylo i vozitko Sojourner.

Béhem mise Mars Exploration Rover byly na povrch Marsu postupné vysazeny dva
zcela identické rovery: MER A Spirit, oblast pfistani krater Gusev, MER B Opportunity,
oblast pfistani ploSina Meridiani. Rovery byly mnohem vét§i a hmotnéj$i nez vozitko
Soujourner.

Kazdy rover musel byt do sondy vloZen v poskladaném stavu. Panely slune¢nich ¢lanki
I vysuvny stozar s kamerovym systémem byly sloZzeny.

Ptistavaci manévr obou misi MER byl podobny pfistani sondy Mars Pathfinder. Nejprve
brzdéni aerodynamické, pak pomoci padaku a motori na THP (tuhé pohonné hmoty)
a Vv konec¢né fazi dopad pomoci nafouknutych airbagi.

Na palubé obou vozitek byly nainstalovany rizné védecké pristroje pro hledani dikazt
o pritomnosti tekouci vody na povrchu Marsu v minulych obdobich.

Rover mél Sestikolovy podvozek zajistujici pohyb vozitka v rizné tézkém terénu. Predni a
zadni kola byla smérove otocna, stfedni pevna.

V horni ¢asti vozitka se nachazely panely slunecnich baterii. Ty byly béhem letu ve
slozené poloze. Po otevieni piepravniho pouzdra doslo k jejich vyklopeni. Slouzily nejen pro
pohon vozitka, ale i pro zdsobovani védecké aparatury el. energii.

Na obou roverech byl také nainstalovan otocny vyklopny stézen o vysce 83 cm. Na
stéZzni se nachédzely naviga¢ni a panoramatické kamery a periskop pro spektrometr.

V ptedni spodni ¢asti roveru se nachéazelo vyklopny mechanicky manipulator (rameno)
nesouci dalsi pfistroje jako je obruSovaci nastroj a mikroskopicky zobrazovac.
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Rover mél ve vybavé i1 sadu riznych spektrometrii pro rozli¢né analyzy a také sadu
magnetd pro zachytavani castic z atmosféry.

V horni ¢asti kazdého roveru se nachézely tfi antény komunika¢niho systému (nizkoziskova,
vysokoziskova a v pasmu UHF).

Ukolem rovert byl geologicky priizkum, patrani po stopach tekouci vody, piipadné po stopach
zivota, fotografovani, monitorovani déji v atmosféfe apod.

4.3. Mise Mars Science Laboratory (MSL) Curiosity

Mise Mars Science Laboratory (MSL) Curiosity (Zvédavost) je zatim posledni planetarni misi
ur¢enou k prizkumu planety Mars robotizovanym vozitkem Curiosity. Odstartovala 26. 11. 2011 a po
deviti mésicich dne 5. srpna 2012 byl uskutecnén piistavaci manévr v oblasti krateru Gale o priméru
154 km. Rover bude tuto oblast zkoumat po dobu minimaln¢ 1 martanského roku.

Piistivaci manévr byl tentokrdt jiny. Opét nejprve bylo provedeno brzdéni
acrodynamické a to z rychlosti 21000 km/hod. Po poklesu rychlosti nasledovalo brzdéni
pomoci paddku. Poté nasledovalo nejprve odhozeni tepelného Stitu a jen o néco pozdéji
I horni Casti pfepravni kapsle s paddkem. V této fazi prevzal brzdici manévr zcela novy
systém tzv. nebesky jefab, ktery brzdil pomoci celkem 8 motorti na THP. V konecné fazi tésné
nad povrchem byl rover Curiosity spustén na povrch pomoci 8 m dlouhych nylonovych lan.
Po dosednuti doslo k jejich odpojeni a nebesky jetab provedl uhybny manévr a zfitil se na
povrch Marsu v bezpecné vzdalenosti.

Vozitko Curiosity je zatim nejvét§im priazkumnym roverem. Je asi 5x véEtsi, nez dvojice roverd
Spirit a Opportunity. Vozitko s plutoniovym zdrojem energie je podobné malému autu se Sesti koly.
Podobné jako piedchozi rovery ma dalsi vybaveni pro planovany dvoulety priizkum v oblasti krateru
Gale. Nese asi 10x vice ptistrojové techniky nez jeho pfedchtdci.

Systém Fizeni. Piimé fizeni roverii na Marsu neni z diivodii vzdalenosti mozné. Cas potiebny k
vymeéné informaci mezi fidicim stfediskem na Zemi a roverem na Marsu se pohybuje v rozmezi od 8
do 42 min., proto je mozné jen nékolikrat za den. Z toho divodu musi fidici stfedisko na Zemi
naplénovat praci na cely den dopie-du a pak poslat piikazy vozitku. Vozitka proto pouziva autonomni
software schopny se rozhodovat podle udaji ze senzori. Autonomni software je prubézné
zdokonalovan.

Systém komunikace. Rover muze sice posilat ptimé zpravy, ale komunikace je
efektivnéj$i pomoci kosmickych lodi (Odyssey, MRO, Mars Express) rozmisténych na
obéznych drahach.
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Podvozek. Podobné jako u ptedchozich misi zajistuje pohyb vozitka Sestikolovy
podvozek. VSechna kola jsou hnana elektromotory. Pfedni a zadni kola jsou smérové oto¢na,
sttedni pevna. Stiedova kola nejsou ve stopé s koly okrajovymi.

Zdroj energie. Na rozdil od pfedchozich misi, které byly vybaveny solarnimi ¢lanky, je MSL je
pohanén radioizotopovym termoelektrickym generatorem (RTGS), ktery byl tsp&€Sné€ pouzity na
sondach Viking 1 a Viking 2 v roce 1976. Ukézalo se, Ze slunecni energie neni efektivni zdroj pro
operace na povrchu Marsu. Solarni panely totiz nemusi u¢inné fungovat v zastinénych oblastech nebo
v prasnych podminkach. Radioizotopovy generator poskytuje spolehlivy, staly vykon ve dne i v noci.
Odpadni teplo zradioizotopového generatoru se pouzije k udrzovani provozni teploty systému,
protoze nékteré citlivé pristroje vyzaduji stalou teplotu. Tim se uSetii el. energie potfebna pro pohon
vozidla a napajeni ptistroji. Generator by mél fungovat aspon 14 let.

Otocny sloupek s hlavici. Nejvyssi ¢asti roveru je vyklopny stéZen, na kterém je otocné i
sklopné€ umisténa hlavice s piistroji. Hlavice se nachdzi asi 2 m nad okolnim terénem. Kromé nataceni
umoziiuje hlavice 1 nakldpéni. V hlavici jsou instalovdny rizné druhy kamer (dlouho i
kratkofokalnich), které umoznuji kromé normalnich barevnych fotografii i 3D snimky a videa. Jsou
uréeny na mapovani terénu v okoli vozitka. Pomoci téchto kamer je také provadéno fizeni roveru.
Kamery mohou nasnimat zajimavé jevy (pohyb oblacnosti, vétrné viry. Dale je v ni umistén laser.
Ptimo na sloupku jsou umistény meteorologické pfistroje.

Robotické rameno. V ptedni ¢asti roveru je vysuvné mechanické rameno o délce 2 m se
specialni viceucelovou hlavici, na které je umisténo nékolik védeckych piistrojii. Rameno ma nékolik
Kloubt, které umoziuji jeho nataceni a naklapéni do pozadovaného sméru. Ve vice-ti¢elové hlavici je
kromé¢ jiného namontovan obruSovaci segment, Barevna kamera umoznujici snimani velmi detailnich
zabért horniny (digitalni lupa) i fotky z vétsi vzdalenosti, alfa ¢asticovy rentgenovy spektrometr pro
uréeni chemického slozeni hornin.

Trupova ¢ast roveru. Uvniti roveru se nachazi dal§i aparatura napt.: pfistroje provadéjici
chemické rozbory odebranych prvkl nebo provadéjici analyzu plynt. V zadni Casti je zase aparatura
ma za ukol patrat po vodé. V horni ¢asti roveru je také Sirokouhly teleskop napojeny na detektory
energetickych nabitych ¢astic, které pfichazeji z vesmiru (Slunce, exploze SN).

Curiosity ma nékolik cild. Lze fici, Ze ¢tyfi jsou hlavni:
1. Zjistit, zda vubec nékdy vznikl na Marsu zivot.
2. Provést analyzu atmosféry Marsu.

3. Prozkoumat geologii Marsu.
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4. Ptipravit prazkum Marsu lidmi.

Tyto Ctyfi cile jsou rozpracovany do osmi hlavnich ukolu:

. Najit na Marsu organicky uhlik nebo slou¢eniny uhliku.

. Najit na Marsu zakladni kameny Zivota (C, H, N, O, P, S).

. Identifikovat cokoliv, co by mohlo pfipominat stopy zivota.

. Zmapovat chemickou, izotopickou a mineralogickou povahu povrchu Marsu.

. Zjistit, jaké procesy vytvofily na povrchu Marsu horniny a ptidu.

. Objevit, jak se vyvijela atmosféra a klima Marsu béhem poslednich 4 miliard let.
. Popsat, jakym zplsobem funguje na Marsu kolob&h vody a CO2.

0 N3N L bW N~

. Zmapovat zméfit vSechny druhy radiace na Marsu.

3. Zavér

Roboticky prizkum téles ve Sluneéni soustavé je teprve na pocatku. Na Marsu existuje pouze
n¢kolik let a zahrnuje tii projekty se ¢tyfmi vozitky. Posledni z projektti Curiosity je ambiciozni, ale
redlny. Navazuje na predchozi mise a rozsituje je. Na jeho vysledcich bude ziejmé zaviset nejen dalsi
prizkum planety Mars, ale i prizkum jinych téles ve Slune¢ni soustavé.

4. Pouzita literatura

http://www.nasa.gov/mission pages/msl/index.html

http://en.wikipedia.org/wiki/Mars Science Laboratory

5. Kontakt na autora
Lumir Honzik
Hvézdarna a planetarium Plzen

lumir.honzik@seznam.cz
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ROZBOR ULOH Z MINULYCH ROCNIKU AO

Miroslav RANDA

1. Uvod

Ulohy astronomické olympiady nejsou zatim zvefejiiovany v plném rozsahu, a tak se s nimi Zaci
a studenti nemohou seznamit a vyuzit je k pfipravé na astronomickou olympiadu. Protoze dr. Randa je
garantem viech kategorii AO, ma k dispozici zadani viech uplynulych roénikd. Ulohy byly rozélenény
do typickych skupin a ucastnikiim byly tyto ulohy zadany a ponechan ucastnikiim ¢as na feSeni (cca
30 az 45 minut). Po tomto Case byly ulohy vyfeSeny a vysvétleny. Zarovenn byl doplnén rozbor
problematiky uvedenych uloh a nazna¢eny obdobné tlohy popisujici jevy s otazkami spojené.

Workshop probihal v typickém prostiedi pro feSeni astronomické olympiady, tedy v pocitacové
ucebné, kde mél kazdy ucastnik k dispozici pocita¢ s pfipojenim k internetu a nainstalovanym
programem Stellarium.

Rozbor uloh z minulych ro¢niki AO prolinal celym programem kempu a byl zafazen
rovnomeérné€ v pribehu celého tydne.

2. Rozbor iloh z minulych roénikia AO

2.1. Télesa slunec¢ni soustavy, modely slunecni soustavy, pohyb téles ve slunecni soustavé

Prvni dvouhodinovy blok rozboru astronomickych uloh z minulych roénikit AO byl vénovan

vvvvvv

ro¢nicich se vyskytovala piiblizné polovina tloh s tematikou téles slune¢ni soustavy, a to jak ve formé
testu s vybérem odpovédi, tak i ve forme Ciselnych uloh.

Typickou pocetni tilohou na téma slunecni soustava je zndzornéni trajektorie Zemé a dalsi
planety a vypocet urCité hledané vzdalenosti, vypocet doby Sifeni svétla mezi dvéma misty, vyznaceni
viditelnosti planety apod.
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Druhou typickou pocetni tlohou je hledani charakteristik pohybu planety ¢i komety s vyuzitim
Keplerovych zakont, naptiklad rychlosti v perihelu ¢i afelu, vypocet malé poloosy, periody pohybu,
nebo vypocet periody obézného pohybu télesa.

Treti typicka pocetni tloha pak hleda velikost planety ¢i vzdalenost planety v ur¢itém modelu
slune¢ni soustavy na zakladé hodnot z tabulek a jednoho rozméru (naptiklad modelové velikosti
Slunce).

2.2. Pozorovani oblohy, souhvézdi, viditelnost hvézd a objektu z riznych mist na Zemi

Druhy dvouhodinovy blok rozboru astronomickych uloh z minulych ro¢niktt AO byl zaméten na
druhou typickou oblast astronomickych uloh: poznavani souhvézdi, orientaci na obloze a na zjiSténi
pozorovatelnosti danych objektl z riznych mist na Zemi.

| vtomto ptipadé se Glohy vyskytuji obvykle v riznych formach, a to jak v testu svolbou
odpoveédi, tak v poznavaci ¢asti, ale rovnéz v ,,pocetnich® ulohach. Pfi rozboru tloh byla hlavni
pozornost vénovana orientaci na webovych strankach vénovanych souhvézdim se zvlastnim zfetelem
na nejkomplexnéjsi Ceské astronomické stranky Astronomia, vyuzité programu Stellarium pfi feSeni
uloh astronomické olympiady a rovnéz ulohdm pocetnim orientovanym na hledani viditelnosti
vybraného objektu z riznych mist na Zemi.

2.3. Galakticka astronomie, mlhoviny, hvézdokupy, vznik a vyvoj vesmiru

Ve tfetim dvouhodinovém bloku rozboru astronomickych uloh z minulych ro¢nikit AO se
obvykle vyskytuji ulohy pfevazné v testu s vybérem odpovédi, zato tematika je velmi rozmanita. Proto
vtomto bloku byl dan velky casovy prostor rozboru problematiky galaktické a extragalaktické
astronomie. Organizace tohoto bloku byla odli$nd od pfedchozich blokid: nejprve byli ucastnici
seznameni se zakladnimi pojmy z oblasti galaktické a extragalaktické astronomie a teprve poté
nasledovalo feSeni uloh z minulych ro¢nikd astronomické olympiady. V zavéru dvouhodinového
bloku pak po rozboru spravnych uloh byla zafazena informace z kosmologie 0 vzniku a vyvoji
vesmiru.

Hlavni zaméfeni lekce bylo na pojmy spjaté s galaktickou a extragalaktickou astronomii: galaxie
spiralni, eliptické, nepravidelné a cockové, hvézdokupy kulové a oteviené, mlhoviny emisni, reflexni a
absorp¢ni, na nasi Galaxii, na rozdil mezi Galaxii a Mlécnou drahou, strukturu Galaxie a supermasivni
¢ernou diru v jejim stfedu, na srazky galaxii, kvasary, reliktni zafeni, standardni a infla¢ni model
vesmiru, kfivost vesmiru, supernovy Ia apod.
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2.4. Vyvoj hvézd, fyzikalni procesy ve hvézdach

Posledni dvouhodinovy blok rozboru astronomickych uloh z minulych ro¢nikit AO se zaméfil na
tematiku jadra astrofyziky, tedy na uceni o hvézdach, jadernych reakcich v nich, vyvoji hvézd a
zavéreCna stadia vyvoje hvézd. I v tomto pifipadé se v astronomické olympiaddé obvykle vyskytuji
ulohy prevazné v testu s vybérem odpovédi. Tematika vSak na druhou stranu velmi ucinné propojuje
vSechna dosud probirand témata astronomickych tiloh.

Hlavni zaméfeni lekce bylo na pojmy spjaté shvézdnou astronomii: vznik hvézd
z prachoplynnych mracen, vyvoj hvézdy na hlavni posloupnosti a v oblasti obrt, bily trpaslik,
neutronova hvézda a ¢erna dira, gravitacni cocka, pulsar, cefeida, dal§i proménné hvézdy, ... Na rozdil
od predchoziho tématu galaktické a extragalaktické astronomie byla vét§i pozornost vénovana
fyzikalnim a chemickym procesiim, ke kterym ve hvézdach dochazi.

3. Zavér

Vyuzita forma prolinani samostatné prace a nasledné debaty a vyjasnéni slozitéjSich tloh byla velmi
ucinna. Stiidani aktivit a ziskani motivace vlastnim pokusem o vyfeseni Uloh z predchozich roc¢niki
AO bylo velkym motiva¢nim stimulem pro ucastniky kempu.

4. PouZita literatura
Vanysek, V.: Zaklady astronomie a astrofyziky, ACADEMIA, Praha, 1980.

Astronomie 1; V. Guth, F. Link, J. M. Mohr, B. Sternberk; vyd.: Nakladatelstvi Ceskoslovenské
akademie véd, Praha 1954

Dostupné na internetu:

http://www.astronomia.zcu.cz

5. Kontakt na autora
Miroslav Randa
ZCU v Plzni

randam@kmt.zcu.cz
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RESENI OBTIiZNEJSICH ULOH Z ELEKTRINY A MAGNETISMU
Josef Vesely

1 Uvod

Elektiina a magnetismus skytaji velké mmnozstvi probléml a uloh. V nasledujicim
prispeévku vybereme jen nékteré.

Budeme se zabyvat problematikou elektrickych kyvadélek stejné, poptipadé razné
hmotnosti, ur€ovanim sméru indukovaného proudu bez pouziti Lenzova zdkona a pohybem
nabité ¢astice v magnetickém a elektrickém poli.

2 Vzorce a zakony pro fe§ eni vybranych iloh z elektfiny a magnetismu

F kql@g E U a¢ BS I v ™ E —UQE 1 v
= —ﬂ-' =m ’ =——’ = CDS , =—"r'=_’ = . =—m‘l;l‘
e 2 [ g At @ P R BQ K Q. Ey 5

2.1 Elektrostatika

Uloha 1. Uréete hmotnost elektrickych kyvadélek o délce 50 cm, kterd se po nabiti
kladnymi néboji 3-10° C a 5:10°° C odchyli od svislého sméru o 6°.

Regeni: Oznatime Q1 =310°C, Q,=510%C,a=6°1=50cm=0,5m,g=9,8 m's %, k
=9-10°N-m*C? m=?

Protoze se kyvadélka vychylila o stejny uhel, maji stejnou hmotnost. Na kyvadélka piisobi
svisle dolti tithova sila a ve sméru vodorovném vychylujici elektrickd sila. Z pravouhlého
trojihelniku (viz obr.) plati:

_ K
tga= 2ot
KA
— r-
tga= —

m=k QEQE =k HQ??: = 24-10"%kg F
gritoa 2gl%sin®otgy —m8M8— i

Hmotnost kazdého z kyvadélek je asi 2,4 g.
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Uloha 2. Reste predchozi tlohu pro uhly 4° a 6°. Hmotnosti kyvadélek jsou v tomto piipadé
rizné.

2.2 Elektromagneticka indukce

Uloha 3. Vodivy ¢&tvercovy rameéek o hrand 10 cm umistény v ostie ohrani¢eném
homogennim magnetickém poli o indukci 200mT, jehoz rovina je kolma k induk¢énim ¢arédm,
vysouvame rychlosti 0,6 m's * kolmo ke hranici pole. Dvé hrany ramecku jsou rovnobé&zné
s hranici pole. Odpor ramecku je 0,5 Q. Urcete velikost a smér indukovaného proudu.

Reseni: 1=10cm=0,1m,B=200mT=02T,v=0,6m's ,R=0,5Q,1="?

Situaci nacrtneme:

WEE Y WY B Normalu plochy ramecku orientujeme
opacn¢ nez magnetické indukéni cary. Tim je
R R Y. kladny smér rdmecku orientovan proti sméru

o A MK KK hodinovych ru¢iéek.

L R Nyni

wr e mwx A j=Y__4¢ _ Blcosa
F R RAt Rl

MoK OE K MM M X v

3O OX MM XK Iz_giﬂ,ﬂﬁm

KX XA A KKK X _ I
Indukuje se proud o velikosti 0,067 A

v kladném sméru rdmecku (Cervené Sipky).

r wr

2.3 Pohyb nabité ¢astice v magnetickém a v elektrickém poli

Uloha 4. Vypogitejte polomér drahy elektronu v homogennim magnetickém poli o indukci

20 mT. Elektron se pohybuje ve vakuu kolmo k induk&nim &aram rychlosti 4,5-10" m-s ™.

Potiebné udaje vyhledejte v tabulkéch.
Uloha 5. Jakym napétim byl z klidu urychlen elektron z ptedchozi ulohy?
3 Zavér

vvvvvv

oznac¢ime obvyklym zplsobem zadané i hledané veliiny, vybereme zakony a vzorce pro
feSeni, sestavime rovnici nebo soustavu rovnic, vyfeSime a provedeme diskuzi feSeni.

127



T-200%

* X ok
* *
rs * L]
evropsky * . o tl\.

sl e B T
socidlni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzddiavéni e - 2
fondvCR EVROPSKA UNIE = MLADEZE A TELOVYCHOVY — pro knnkurzenceac:opnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

4 Pouzita literatura

5 Kontakt na autora
Mgr. Josef Vesely
Gymnazium J. Vrchlického, Klatovy, Narodnich mucednikt 347

Email. jvesely@qgymkt.cz
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RESENI OBTIiZNEJSICH ULOH Z HYDROMECHANIKY

Josef Vesely

1 Uvod

Hydromechanika je kapitola probirana na konci prvniho ro¢niku gymnazia, kdy uz vétSina
zakd mysli na prazdniny, proto uZ nové informace piili§ dikladné neukladaji. Je proto
vhodné tuto latku dikladné zopakovat.

Déle se budeme zabyvat feSenim problému, jak rychle odhadnout hustotu plovouciho
télesa, jak si vycvicit potapéce, jakou rychlosti padd kapka deste, jak velky padak zvolit pro
pfijatelny dopad, co umi vodni vyvéva, pro¢ vétroit umi ,,padat* nahoru.

2 Vzorce a zakony pro FesSeni uloh z hydromechaniky

Pascaliv zédkon: Tlak v kapalin€ v uzaviené nadobé vyvolany silou pisobici na povrch
kapaliny je ve vSech mistech kapaliny stejny.

Diusledek pro hydraulické zafizeni:

FR_ R
5, S

Archimédav zakon: T¢leso ponofené do kapaliny je nadleh¢ovano vztlakovou silou, jejiz
velikost se rovna tize kapaliny stejného objemu jako ponotfena Cast télesa.

Fz= PVg

Rovnice kontinuity: 5,v; = 5,v,, V uz8im misté je vétsi rychlost.

Bernoulliho rovnice: p; + %pvf =p, + %pvf , kde je vétsi rychlost, tam je mensi tlak.

Odporov sila pii obtékani tlesa: F, = >CpSv?.

Vsechny veli¢iny jsou oznaceny zptisobem obvyklym ve stfedoskolské fyzice.

2.1 Hydrostatika

Uloha 1. Téleso plove ve vodé tak, Ze % objemu t&lesa vyéniva nad hladinou. Uréete jeho
hustotu.

Rychlé teSeni: Pod hladinou jsou % objemu, proto hustota télesa je % hustoty vody.
Hustota t&lesa je 750 kg'm °.

Podrobné: Hloubka ponoru je takova, aby tihova a vztlakova sila byly stejné veliké.

FG = 'F;:s
3
mg =py Vg
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pVg=p ZVH

3 _
p.=p =750 kgm®

Uloha 2. Odkrojte nékolik zapalek s hlavickou o délce 3 az 5 mm. Zkracené zapalky vlozte
do uzké zkumavky naplnéné az po okraj vodou. Zkumavku zakryjte palcem a siln¢ zatlacte.
Alespon nékteré zapalky se zaCnou potapét ke dnu zkumavky. Vysvétlete.

2.2 Hydrodynamika

Uloha 3. Rychlost kapky padajici z velké vysky se ustali na uréité velikosti, pii které se
odporova sila vzduchu vyrovna sile tihové. Porovnejte rychlosti kapek, jejichz priméry jsou
vV poméru 1:4.

F, =F;
1 5
ECpSv‘ =p. Vg
1 2. 2_ % 4
EC,DT’ET‘ v —pkg?rr g
_ |BPkTg
wl 3Cp
n_jn_1
1, fr, 2
2 2 =

Uloha 4. Vypo¢itejte polomér pilkulového padaku pro rychlost dopadu 3 '. Hmotnost
vysadkate s vystroji je asi 80 kg, hustota vzduchu 1,3 kg'mf3, tvarovy soucinitel odporu je 1,3
a tihové zrychleni je 10 m's ™2

Uloha 5. Na zakladé rovnice kontinuity a Bernoulliovy rovnice objasnéte &innost vodni
Vyvevy.

Uloha 6. Vétrofi se v nehybném vzduchu diky aerodynamickému odporu pohybuje jako po
naklonéné roving. Za jakych okolnosti miize mit vysledny pohyb vétron¢€ smér vzhtru?

3 Zavér

vvvvvv

oznacime obvyklym zpisobem zadané i hledané veli¢iny, vybereme zdkony a vzorce pro
feseni, sestavime rovnici nebo soustavu rovnic, vyfesime a provedeme diskuzi feSeni.

4 Pouzita literatura
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5 Kontakt na autora
Mgr. Josef Vesely
Gymndazium J. Vrchlického, Klatovy, Narodnich mucednikt 347

Email: jvesely@gymkt.cz
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W W

RESENI OBTIiZNEJSICH ULOH Z MECHANIKY

Josef Vesely

1 Uvod

Jsou vypoctené hodnoty realné? Kdo zvitézi v zapase Sumo? Zrychleny otacivy pohyb. Je
rychlejsi kvadr nebo valec?
2 Vzorce a zakony pro Fe§ eni vybranych tloh z mechaniky

F kql@g E U a¢ BS I v ™ E =UOE 1 v
= —ﬂ.' :m ’ :——’ = CDS , :—’T":—’ = . :—m‘!:]‘
e 72 = g AL P P R BQ ¥ Q. Ey 5

2.1 Vypocet a méreni

V mechanice zpravidla feSime tlohy za zjednodusSenych ptedpokladi. Jsou vSak vypoctené
hodnoty realné? Porovnejme vysledky vypoctl a méteni.

Uloha 1. Télesa o hmotnostech 30 g a 40 g jsou zavésena pies pevnou kladku. Vypogitejte

zrychleni soustavy. Tfeni, hmotnost kladky a provazku

neuvazujte. Pouzijte g = 10 ms %

Reseni: m;=30g, m;=40g,a="?

F m,—my
— — < - -2
g=—=————g=14ms
mo m,+my E—

Uloha 2. Reste piedchozi ulohu, ale uvazujte hmotnost kladky
m3 =50 g.
Reseni: my=30g, my;=40g, m3=50g,a="?

Jednotlivé ¢asti soustavy vykonavaji rizné druhy pohybu,
proto musime pouzit dil¢i pohybové rovnice:

o) P2 Fgo — Fpy =mya

Fpy —Fgy = mya

f‘ - ) 132
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i 1 .
(Fpp — Fpy )T = f; Jkde J= Ema""‘

ReSenim soustavy:

My; — My . 2
a = 1 g=11m--=s

Uloha 3. Odhadneme opravu na tfeni. Budeme zvé&tSovat hmotnost zavazi (stale s rozdilem
10 g) tak, az pohyb piestane byt zrychleny.
Tato situace nastala pro zavazi 80 g a 90 g (+ 50 g kladka). Tteci sila je tedy 0,I1N pfii
normalové sile 2,2 N. Soucinitel tfeni f = 0,05.
Soustava v uloze 2 je brzdéna tieci silou asi 0,06 N.
_ (m, —m,)g — F,

1
my +m, + Ema

= 0,4 m-s?

Zrychleni soustavy vypo&tené na zékladé méfeni drahy a Gasu je asi 0,5 m's 2. Vypocet dle
ulohy 3 nejlépe odpovida experimentu.

2.2 Setrvacéna odstrediva sila

Uloha 4. Dvé& kuli¢ky ze stejného materialu jsou navledeny na tenké osiéce, po které se
mohou prakticky bez tfeni posouvat. Dale jsou kulicky spojeny niti tak, Ze vzdalenost jejich
stiedil je 12 cm. Osicka je upevnéna v drzéku a umisténa v odstiedivém stroji tak, ze se otaci
okolo svého stiedu. Jak je tieba kulicky umistit, aby se pifi otdeni neposunuly? Priméry
kuli¢ek jsou v poméru 1:2.

2.3 Zrychleny otacivy pohyb

Uloha 5. Jaky musi byt souéinitel smykového tieni, aby se vélec valil po naklonéné roving
se sklonem « bez prokluzovani?

Uloha 6. Kvadr klouZe bez tfeni po naklonéné roviné se sklonem a z vysky h. Valec se vali
bez valivého odporu po naklonéné rovin€ se stejnym sklonem a ze stejné vysky. Porovnejte
rychlosti téles, kterymi opusti naklonéné roviny.

3 Zavér

Pti feSeni fyzikalnich uloh pouzivame vzdy zjednodusené matematické modely reality.
Cim je model vice zjednoduseny, tim snadnéji se matematicky fedi, ale vysledky malo
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odpovidaji realité. Je proto vhodné volit takovou miru zjednoduseni, abychom model jesté
matematicky zvladli a vysledek byl pouzitelny (viz tloha3).

Pokud pouzijeme malo realné predpoklady, byvaji vysledky v rozporu s nasi zkuSenosti
(aloha 5).

4 Pouzita literatura

5 Kontakt na autora

Mgr. Josef Vesely

Gymndazium J. Vrchlického, Klatovy, Narodnich mucednikt 347

Email: jvesely@gymkt.cz
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RESENI VYBRANYCH ULOH Z OPTIKY

Jitka PROKSOVA

1 Uvodni poznamky

vvvvvv

uveden nize.

Vysledky feSeni jsou vzdy v zavorce za ptikladem.

2 Priklady na procviceni

1. Obraz predmétu umisténého pied spojkou je vzpiimeny a tiikrat zvétseny. Vzdalenost
mezi pfedmétem a obrazem je 40 cm. Urcete ohniskovou vzdalenost ¢ocky. (30 cm)

2. Vzdélenost mezi predmétem a stinitkem je 30 cm. Coc¢ka umisténd mezi nimi da
ostry obraz predmétu ve dvou polohach, jejichz vzdalenost je 10 cm. Urcete Z obrazu v obou
téchto polohach. (-2; -
0,5)

3. Tenka ploskovypukla ¢ocka (R =10 cm) z korunového skla o indexu lomu 1,5 ma
byt kombinovana v tésném spojeni s ploskodutou tenkou ¢ockou z flintového skla o indexu
lomu 1,75 tak, aby soustava ptisobila jako spojka s optickou mohutnosti 0,5 dioptrie. Jaky ma
mit rozptylka polomér kiivosti? Jakou ma optickou mohutnost kazda z obou ¢ocek?

(—1m 5D, -4lp)
6 2

4. Jak daleko je redlny predmét od spojky o ohniskové vzdalenosti 30 cm, kdyz ma od svého
zdanlivého obrazu vzdalenost 40 cm? (20 cm)

5. Obraz predmétu je spojkou dvojnasobné zvétSen a je vzpiimeny. Vzdalenost mezi pfedmétem
a obrazem je 22,5 cm. Uréete ohniskovou vzdalenost spojky. Ovéite konstrukci (v méfitku).
(45 cm)

6. Urcete polohu obrazového ohniska tlusté ¢ocky, vite-li, ze obrazova ohniskova vzdalenost
prvni kulové plochy je 15 mm, predmétova ohniskova druhé plochy je 25 mm a tloustka Cocky je 38
mm. (18,75 cm)
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3

7. Opticka soustava je tvorena spojkou o ohniskové vzdalenosti 30 cm a rovinnym zrcadlem,
které je umisténo 15 cm za cockou. Pfedmét se nalézd 15 cm pred Cockou. Urcete polohu obrazu.
Oveérte konstrukci (v métitku).

8. Pozorovatel si prohlizi uréity pfedmét postupné dvéma lupami. Prvni lupa mad mensi
ohniskovou vzdalenost nez druhd. Kterou lupou vidi pfedmét pod vétSim zornym uhlem? Ovéite
nacrtkem.

9. Dvé spojné cocky o ohniskovych vzdalenostech 10 mm a 20 mm jsou umisténé ve
vzdalenosti 120 mm. Prvni ¢oc¢ka je pouzita jako objektiv a druhd jako okular mikroskopu. Naleznéte
jeho zvétseni. (112,5)

10. Dokazte, Zze nejmensi vzdalenost mezi pfedmétem a jeho skutecnym obrazem je pii
zobrazovani spojkou 4f.

3 Zavér
K teseni je mozné uzit i poznatky z maticové optiky, ale jednodus$si je feSeni pomoci
zobrazovaci rovnice tenké ¢ocky a vrcholové rovnice kulovych zrcadel — viz doporucena literatura.
4 Pouzita literatura
FUKA, B., HAVELKA, F.: Optika a atomova fyzika I. Optika, SPN Praha 1961.

MALY, P.: Optika, Nakladatelstvi Karolinum Praha 2008.

5 Kontakt na autora
Jitka Proksova, RNDr. Ph.D.
OF KMT FPE ZCU v Plzni

Email: proksovj@kmt.zcu.cz
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RESENI VYBRANYCH ULOH Z TERMIKY
Jitka PROKSOVA

1 Uvodni poznamky

vvvvvv

molekulové fyziky je uveden nize.

Vysledky feSeni jsou ve vét§ing piipadti v zavorce za piikladem.

2 Priklady na procviceni

1.

Na digitalnim Fahrenheitové teploméru se ukazuje Cislo dvakrat vétsi nez u Celsiova. Pfi
jaké teploté miiZe tato situace nastat?

Do kalorimetru o tepelné kapacité 70 J-(kg- K)_l, ve kterém se nachazela voda a ledové
kostky, bylo ponoieno topné télisko o vykonu 50 W. V ¢ase 5 min po zapnuti proudu byla
Vv kalorimetru stale teplota 0°C. V ¢ase 10 min byla naméfena teplota 3,1°C, v ¢ase 15
min teplota 13,6°C. Urcete hmotnost m ledu a hmotnost M vody v kalorimetru na pocatku
dgje. (0,077 kg, 0,247 kg)

Ocelova ty¢ ma prafez 2 cm? a jeji koeficient tepelné roztaznosti je o =12 10 °c?,
Ty¢ zahiejeme z teploty 0°C na teplotu 50°C, a pak ji prudce ochladime na ptvodni
teplotu. Vypoctéte, jakou nejmensi silou (plisobici ve sméru osy tyce) je tieba ty¢
natahovat, aby se pfi ochlazeni nezkratila. Youngiiv modul pruznosti E uréete z primérné
tabulkové hodnoty pro ocel (pro jednoduchost ptedpokladejte, ze v tomto teplotnim
intervalu neni E funkci teploty). (25 kN)

Mizeme zméfit zvétSeni priméru mosazného valce zpusobené zahtfivanim, provadime-li
meéfeni mikrometrem, ktery méfi presné na 0,01 mm? M¢étfime pii teplotdch 5°C a 35°C.
Pti 5° C byl pramér véalecku 20,45 mm.

Mosazna koule ( ﬂ:56,2-10_6 °C'1) ma pii teploté¢ 15°C prumér 4 cm. OC¢ je nutné
zvysit jeji teplotu, aby neprosla otvorem o priiméru 4,04 cm? (0540°C)
Ocelova kolejnice ma délku 15 m. O kolik se prodlouzi pii ohiati o 30°C ? Kolik ¢ini
prodlouzeni na trati dlouhé 100 km? (Pfedpokléadejte, ze: o =16,3 -107° °C'1)

(7,3 mm; 48,9m)

Ocelovy piedmét o hmotnosti 0,9 kg a teploté 300° C byl vlozen do vody o hmotnosti 2,5
kg a teplot¢ 15°C. Jaka je teplota pfedmétu a vody po dosazeni rovnovazného stavu?

Mérna tepelna kapacita oceli je 452 J-(kg- K)_1 :
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Parovodni potrubi priméru 60 cm a délky 1 km je vyrobeno zoceli tloustky 1 cm.
Soucinitel tepelné vodivosti uzittho materidlu je A=50W- (m- K)_l. Stanovte
energetické ztraty pfi jeho uzivani po dobu 30 dnd, vite-li, ze venkovni teplota se ustalila
na 17,8 °C a teplota dodavané pary byla 373 K. (2000 TJ)

K urceni prumérné teploty tavici pece byla do ni vloZena platinova koule o hmotnosti 100
g. Po vytazeni byla koule ponofena do 1 kg vody o teplot¢ 10 °C. Jak vysoka byla teplota
v peci, stoupla-li teplota vody na 14 °C a ptredpokladame-li, ze mérna tepelna kapacita

platiny byla konstantni a rovna 152 J - (kg . K)_l. (1114 °C)

. Kolik tepla propusti za hodinu sklenéné tabule 4 mm silnd o obsahu 2 m?, je-li venku

—10 °C a teplota uvniti mistnosti je 20 °C? Predpokladejte, Ze soulinitel tepelné

vodivosti uzitého materialu je 1 =0924 W-(m-K)™*

3 Zavér

KfeSeni je mozné uzit zakladni poznatky z kalorimetrie a termodynamiky, které obsahuje

uvedena doporucena literatura.

4 Pouzita literatura

SVOBODA, E., BAKULE, R. Molekulova fyzika. Academia Praha 1992

5 Kontakt na autora

Jitka ProkSova, RNDr. Ph.D.

OF KMT FPE ZCU v Plzni

Email: proksovj@kmt.zcu.cz
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RESENI ZAJIMAVYCH ULOH Z OPTIKY
Jitka PROKSOVA

1 Uvodni poznamky

Soubor piikladi, ktery slouzi k procviceni zajimavych situaci z geometrické a vinové optiky, je
uveden nize.

Vysledky teseni jsou vzdy v zavorce za ptikladem.

2 Priiklady na procviceni

1. Jak hluboko se jevi pfi pohledu pod tthlem 45° kdmen na dné¢ feky v mistech, kde ma
feka skute¢nou hloubku 1 m? (62 cm)

2. Na rozhledné¢, vzdalené 3 km od mista, kde stoji pozorovatel, se rozsvitilo vystrazné
osvétleni. Soucasné s tim zaznél silny zvukovy signal. Oba signaly (svételny i zvukovy) se
§ifi k pozorovateli bez piekazek. Za jakou dobu po tom, co pozorovatel uvidél prvni zablesk
vystrazného osvétleni, uslysi zvukovy signal? (Predpokléadejte, ze zvuk se §ifi vzduchem

rychlosti 340 %). 95)

3. Monofrekven¢ni paprsek svétla dopadé kolmo na mensi odvésnovou sténu hranolu (n
= 1,57), jehoz uhly jsou 30° 60°a90°. Na pifeponové sténé hranolu je v misté dopadu
paprsku kapka neznamé kapaliny. Ur€ete index lomu kapaliny, jestlize tthel dopadu paprsku
na pfeponovou sténu byl thlem meznim. (1,36)

4. Jak $iroké spektrum vytvoti sklenény hranol, jehoZ index lomu pro ¢ervené svétlo je 1,51 a
pro fialové svétlo je 1,53. Urdete pro piipady, kdy svétlo dopada pod thly 45° a 60°, pii¢emz
lamavy uhel hranolu je 60° a stinitko je postavené kolmo na Cervené paprsky ve vzdalenosti 1m od
hranolu. (3,3 cm; 2,8 cm)

5. Paprsek monochromatického svétla dopada do pruseciku tihlopfi¢ek horni stény sklenéné
krychle. Uréete, pti jakém uhlu dopadu uz nebude lomeny paprsek po prichodu krychli dopadat na
spodni podstavu, ale bude vychazet z krychle bo¢ni st€énou? (ptedpokladejte, ze index lomu krychle je
1,49) (a 260°)
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6. Index lomu kanadského balzdmu je 1,53 a index lomu islandského vépence
je pro “o“ 1,658 a pro “e“ 1,486. Ktery z paprsku se Gpln¢ odrazi ve vapenci na kanadském balzamu a
za jakych podminek? (o)

7. Na olejovou skvrnu (tloustky 0,2 £#m) na vodni hladiné dopada kolmo bilé svétlo. Urcete,
jaka barva se nebude odrazet a ktera se odrazi nejvice. Pfedpokladejte, Ze rychlost Sifeni svétla v oleji

je2-10° ms™. (max - modra, min - Zluta)

8. Na optickou mfizku (100 vrypti na 1 mm) dopada kolmo svazek bilého svétla. Pomoci spojky
(f=30 cm), kterou umistime tésné za mtizku, se vytvoii na stinitku spektrum. V jaké vzdalenosti je od
sebe Cervena a fialova barva ve spektru 2. fadu. (22-23 mm)

9. Stdl je osvétlen dvéma zarovkami, které jsou umistény na zavésu ve vzajemné vzdalenosti 1
m a ve vySce 2 m nad rovinou stolu. Urcete, jaké bude osvétleni v bodech pod zdroji svétla, je-li
svitivost kazdé zarovky 200 cd. (86 Ix)

10. Ulice je Siroka 20 m a osvétlena lampami o 500 cd, zavéSenymi ve vySce 4 m nad jejim
sttedem. V jaké nejvétsi vzdalenosti mohou byt dveé sousedni lampy, aby osvétleni dlazby nekleslo

pod 2 Ix? (13m)
3 Zavér

K fesSeni je tieba uzit zékladnich zakonitosti geometrické a vinové optiky — viz doporucend
literatura.

4 Pouzita literatura
FUKA, B., HAVELKA, F.: Optika a atomova fyzika I. Optika, SPN Praha 1961.

MALY, P.: Optika, Nakladatelstvi Karolinum Praha 2008.

5 Kontakt na autora
Jitka ProkSova, RNDr. Ph.D.
OF KMT FPE ZCU v Plzni

proksovj@kmt.zcu.cz
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SVET BAREV (I V NAS)
Robert KUNESCH

1 Uvod

Hlavnim tkolem ¢&i cilem auvodu prednasky je motivovani studentti k danému tématu. Ucastnici
kempu jsou proto dotazovani na jejich zajmové ¢innosti, které maji souvislost se zacinajici pfednaskou
(filmy, moda, foto, atd.). Stejné tak na pocatku prezentace je z motivacnich diivodi nékolik kreseb
Juliana Beevra.

2 Svét barev

Prednaska, doprovazena prezentaci zacind poznamkou i barvé coby efektu, znazornénim cesty
zminovaného efektu od jeho nositele — svétlo, pies pfedmét, od kterého se svétlo (barva) odrazi, ptes
oko a barevné vnimani v ném, az do vyslednice v mozku. Studenti jsou dotazovani na dosud nabyté
védomosti v dosavadni vyuce fyziky i na vlastni zkuSenosti v dané problematice.

V rychlém sledu je zopakovan historicky nahled na svétlo, rozklad svétla, spektrum, odraz
svétla na povrchu pfedmétu, lidské oko, které pro nas predstavuje nejdilezitéjsi optickou soustavu a
mechanismus barevného vidéni.

2.1 Séitani a odéitani barev

Rozdil mezi aditivni a subtraktivnim skladanim barev. V ramci mezipfedmétovych vztahd
vysvétlit interpretaci ve vypocetni technice pfes barevné prostory RGB (PC) s CMY (tisk) a
seznameni studentd s dalSimi barevnymi prostory, systémy apod.

2.2 Barvy v nas

PokraCovani na bazi meziptedmétovych vztahl. Dostavame se k psychologii barev. Studenti
jsou konfrontovani se symbolickou fe¢i barev, sbarevnymi asociacemi, svlivem barev na
temperament, s ukazkami ,,barevnych* psychotestii a hlavné s nutnosti si uvédomit, ze si kazdy z nas
vytvari na zéklad¢ kvantové mechaniky svoji vlastni realitu (barvy).

2.3 Barvy v malii‘stvi

V mezipfedmétovych vztazich se dostavame k vytvarné kultufe. Posluchaci jsou vyzvani
k diskuzi na téma barva a film. Nasledné jsou sezndmeni s problematikou barev v malifstvi. Na
uméleckém sméru pointilismu je demonstrovana harmonie barev. Je vysvétlena impresivni,
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konstruktivni a expresivni fce barev i s prislusnymi ukdzkami véhlasnych autorti. Dale maji studenti
moznost vidét na ukazkach, jak si malifi vypomahaji pfi malovani objemu a prostoru.
2.4 Barvy kolem nas

Zde se spolu s ucastniky kurzu vracime k psychologii barev. Probiha rozprava ohledné barev,
které néas obklopuji v redlném zivote, jejich smysl, vyznam a vliv na nasi mysl. At se jedna o reklamu,
modu, obchod, kadetnictvi apod. Je kladen diraz na signalni fci barev.

3 Zavér

Zakonceni prednasky i prezentace se nese v kratkém zopakovani prednasené¢ho tématu a jako
odlehceni jsou uvedeny ukazky optickych klamd.

4 Pouzita literatura

PLESKOTOVA, P.: Svét barev. 1. vyd. Praha: Albatros, 1987. 200 s. ISBN 13-806-87.

5 Kontakt na autora
Robert Kunesch, Mgr.
OF KMT FPE ZCU

Email: kotal@kmt.zcu.cz
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3

Ulohy ze $kolnich kol FO

Mgr. Petr Mazanec

1. Uvod

V pirednasce bylo ukazano feSeni tloh z minulych ro¢nikt fyzikalni olympiady.

2. Stat’

Priklad 1 (S51.ro¢nik FO kategorie A — §kolni kolo)

Automobil (za jizdy po ptimé trati)

Automobil ma motor o maximalnim vykonu P, = 95 kW a jeho hmotnost s
jednou osobou je m = 1000 kg. K uvedeni do pohybu odbrzdéného automo-

bilu se zafazenym neutralem na vodorovné silnici musel ptivolany pomocnik

2

vyvinout ve vodorovném sméru silu o velikosti Fg = 120 N. Piedpokladejte, Ze
velikost odporové sily je popsana funkci

Fe=Av2 +F,

kde A je konstanta a v je velikost okamzité rychlosti.

a) Ridi¢ provedl experiment: vyjel na vrchol kopce, z néhoz se piimocara vozovka
svazuje pod stalym thlem o = 4,0°. Automobil po rozjezdu z kopce

a PO zarazent noytralu dosahl stalé rychlosti v; = 72 km/h. Urgete konstantu A.
b) Jaky musi byt vykon P; motoru, aby se automobil pohyboval stalou rychlosti
v =72 km/h po vodorovné vozovce?

c) Pifi jizdé stalou rychlosti musi motor pracovat se stalym vykonem. Sestrojte graf
zavislosti vykonu P motoru na rychlosti v a uréete maximalni rychlost vy, pfi
vykonu Pp, .
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a) Auto jelo rovnomérné piimocate stalou rychlosti z kopce dold, protoze slozka tihové
sily F =mgsin « je v rovnovize s odporovou silou F, .

F=F,

mygsin o= Avf + Fy

mygsin « —F
A= g ]

5 =1,41kg-m™
vy

b) Okamzity vykon P1 = Frvy = (Avi + Fy)-v, = v, mgsina = 14kW
¢) Vykon motoru P = F.v = (Av* + Fg)-v = Av® + Fov

je kubickou funkei rychlosti v.

Pomoci grafu funkce a jeji tabulky miiZzeme numericky zjistit, Ze

P=P, =95kW
pii maximalni rychlosti V = ¥ = 40m -5 = 144km - h* .

Ptiklad 2 (51.ro¢nik FO kategorie B — skolni kolo)

2. Pohyby v planetarni soustave

O planeté¢ Mars zjistili astronomové na zakladé méfeni z povrchu Zemé, Ze siderickd doba ob&hu
Marsu je TM = 1,881 roku. V tloze vysta¢ime pfi feSeni problémi s modelem, v némz se obé planety
pohybuji po kruznicich, jejichz stied splyva se stfedem Slunce.

a) Urcete polomér kruznice, po niz se pohybuje stfed Marsu, a rychlost pohybu stfedd obou planet pii
jejich pohybu kolem stfedu Slunce.

b) Z udajl o pohybu Marsu kolem Slunce urcete hmotnost Slunce.

c) Jestlize se stfedy Slunce, Zemé a Marsu dostanou priblizné do téZe polopfimky, pak praveé o pilnoci
zacneme naSe pozorovani. Za jak dlouho se tato situace bude opakovat? Tato doba se nazyva
synodicka obézna doba.

Reseni:

a) Podle 3. Keplerova zakona plati
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Vi = —p— = 24,1km - st
2
v, = :';'"‘ — 29,8km - st
z

b) Gravitacni sila, kterou pisobi Slunce o hmotnosti M na Mars o hmotnosti m je silou
dostfedivou, ktera zplsobuje pohyb Marsu po kruznici o poloméru
T =1, stilou rychlostiv = v,,

mr
M=—=1,99-103g
K

c) Synodicka uhlova rychlost je rovna rozdilu uhlovych rychlosti Zemé a Marsu pii
obéhu kolem Slunce. Synodicka obézna doba odpovida této tthlové rychlosti a je to
perioda dvou po sobé jdoucich opozic nebo konjunkci Marsu a Zemé se Sluncem,
kterou naméti pozorovatel na Zemi.

Wy = Wy — 0y,

— Tx-Tm —
Ts _m_legs Tﬂku

Priklad 3 (S51.ro¢nik FO kategorie C — Skolni kolo)
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1. Macocha

Z okraje vyhlidkové plosiny Macochy vrhl chlapec svisle dold kamen s

pocatecni rychlosti o velikosti 5,0 m-s—L. Za dobu 5,20 s od zagatku vrhu byl
slyset dopad kamene na vodni hladinu. K vrhu doslo pii teploté vzduchu 20

© C, pii niz se zvuk ve vzduchu $iii rychlosti 343 m 571, Urgete

a) vysku horniho okraje propasti nad vodni hladinou a dobu od za¢atku
vrhu, za kterou dopadl kamen na vodni hladinu,

b) velikost rychlosti, s jakou dopadl kamen do vody.

Odpor vzduchu zanedbejte.

ReSeni:

Kamen pifi  padu  spocatetni  rychlosti Vo padal do propasti po  dobu

ty na drize s = h a pti dopadu do vody mél rychlost v.Pro jeho drihu a rychlost plati:
r=vy + gty

£2
s=h=vi, +£III2—i

Po  narazu kamene na  hladinu vody se S§ifi = vzduch  kchlapci  rychlosti
vy rovnomerné primoéare po stejné drize

szhzvi 'tz

kde t, je doba pohybu zvukoveé viny k chlapci.

Ze zadani plyne, ze t1 +tz =t = 35,205

Matematickym fesenim vyse uvedenych rovnic (3 linearni a 1 kvadratickd) vypocteme vSechny
neznamé veliCiny:

t;y =4.805 t, =0.405s h=140m v=52m-s5! =187km- h™?
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3

3. Zavér

Bylo provedeno feseni tii fyzikalnich tloh, zadanych v 51. ro¢niku této soutéze v kategoriich A, B a
C ve Skolnim kole.

Pouzita literatura:

Zadani $kolniho kola FO v 51. roéniku této soutéze, www-stranky UV FO.

5. Kontakt na autora
Mgr. Petr Mazanec
Gymnazium Plzen, MikulaSské nam. 23

pmazanec@mikulasske.cz
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e

Vyuziti matematiky pri feSeni fyzikalnich aloh -

kvadratické, exponencialni a goniometrické rovnice

Petr Mazanec

1. Uvod

V pfednaSce bylo ukazédno vyuziti matematického fteSeni kvadratickych, exponencidlnich a
goniometrickych rovnic pfi feSeni fyzikalnich tloh.

2. Stat

Ptiklad 1

Kaskadér o hmotnosti m=90 kg, pfivazany k pruznému lanu, pouzivanému na bungee-jumping, o
tuhosti k=50N/m a délce v nezatizeném stavu 1=30m, skace z vrcholu mostu, ktery je ve vysce h nad
hladinou piehrady. Urcete tuto vysku, jestlize ho pruzné lano pfi padu zastavi tésné€ nad hladinou a pak
ho vymrsti zpét nahoru. Zanedbejte odpor vzduchu pii prvnim padu a predpoklédejte, ze lano pii
deformaci vyhovuje Hookovu zakonu.

Reseni:

Ulohu vyfesime uzitim zékona zachovani mechanické energie, ktery plati pii zanedbani odporu
vzduchu.

Polohova energie kaskadéra v tihovém poli Zemé na zaCatku padu v poloze 1 se pfeméni na
polohovou energii deformovaného lana v nejnizsi poloze 2 pfi padu brzdéném natahujicim se pruznym
lanem. Nulovou hladinu polohové energie v tihovém poli zemé& volime v poloze 2. V obou polohach je
kineticka energie kaskadéra nulova.

Tedy plati:
E;-E,

kex®
mgh =5~
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Z geometrie obou poloh vyplyva vztah h = I + x, jehoz dosazenim do piedchozi rovnice dostaneme

kvadratickou rovnici pro prodlouzeni lana X pfi deformaci v poloze 2.

kx* — 2mgx—2mgl=10

Podminka pro neznamé prodlouzeni x je

x>=0

Obecné mlzeme feSeni vyjadfit ve tvaru

mg +./m2g? + 2mgkl
Ly2 = I

Ciselng vychazi pii dosazeni g = 9,81 ms >
x;, =54,7m x;,=-194m

Zaporné teSeni nesplituje podminku pro prodlouzeni a nema fyzikalni smysl, protoze lano se nemize
pii kmitu smérem vzhtiru zkracovat.

Tedy maximélni prodlouZeni lana je * = 54,7 a vyska mostu

h=l+x=30m+54,7Tm=84,7m.

Priklad 2
Odpor termistoru v digitalnim teploméru s méticim rozsahem & €< 0°C; 100°C =

je funkei termodynamické teploty ¢idla T’ v kelvinech podle vztahu

g
R=Rg-eT

kde B a Rg jsou konstanty pro dany polovodi¢ovy material. Pfi teploté 25°C jsme naméfili odpor
termistoru 100Q a pfi teploté 257C odpor 40Q. Vypocitejte :
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a) konstanty B a Rg
b) odpor termistoru pfi teploté¢ 100°C
c) teplotu ve °C, pfi které ma termistor odpor 50€2

Reseni:
Vyuzijeme funkéni predpis a matematického vztahu In(e*) = x.

B
R,=Rg-elt T,=273,15K

B

B
Ry, = Ry - €2 T,=373,15K

B
R=Ry-eT TE(273,15K;373,15K) ¢t=T—273,15

Vyd¢lenim prvni a druhé rovnice dostaneme

R
0 —¢* kdex=
st Tz ! T:L

B - (Tz - T:L:]

Resenim této exponencialni rovnice logaritmovanim obou stran rovnice pfirozenym logaritmem podle
vyse uvedeného matematického vztahu dostaneme

R,
x=1In (—)
R,

Tr,-T R
B—_2 1-!71( u)
TZ_T:L st

Ciselné vychazi B = 2985K .

veor P . T ; 1 -
Uzitim B z prvni rovnice vyjadfime pomoci vztahu =€ *
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—B
R —ﬂ:ﬂ El'l
B B ]
e'l

Ciselné vychazi R; = 1,795-1072 (0.

Dosazenim B a Rg do tieti rovnice vypoéitime Ry = 9, 311,

Z funkéniho predpisu vyjadiime

—=¢" kdex=

=

ResSenim této exponencialni rovnice dostavame

R
x = In(—)
Rp
T— B
(&)
RB
B
t= I—£—2T3,15
n RB

Ciselné pro R=50Q dostaneme £ = 18,5°C

Piiklad 3

svvr

VvV tomto ¢asovém intervalu zanedbame odpor vzduchu?
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Reseni:

P4d miizeme rozdélit na 2 iseky — volny pad na draze I = 30m neZ se napne lano za dobu £, a na
n&j navazujici ¢ast netlumeného kmitu na drize x; = 54,7m za dobu £, . Celkova doba padu
t=t, +t,.

Ze vztahu pro dréhu volného padu dostaneme

t, = I|E = 2,47s
N

Té&sné pied napnutim lana ma okamzitou rychlost v, = gt;, = 24,26m- s~ 1

Kmity kaskadéra se diky odporu vzduchu nakonec utlumi, a zastane v klidu viset v rovnovazné poloze
s prodlouzenim lana X . V této poloze je tihova sila svisle dolti v rovnovaze se silou pruziny svisle

vzhiru. Z toho odvodime velikost Xy .

mg = kx;
m
x; = Tg =17, 7m

V této rovnovazné poloze je okamzita vychylka ¥ z této polohy pii kmitadni nulova. Pokud orientujeme
osu y svisle vzhlru, muZzeme okamzitou vychylku y v ¢ase t od zacatku kmitu vyjadrtit
¥ =x; —x,kde x je okamzité prodlouzeni v Case L.
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Povazujeme-li ¢4st kmitu z polohy x = 0 do polohy x= x; = 54,7m za netlumeny kmit pies
rovnovaznou polohu x = x5 = 17,7m, potom jeho amplituda vychylky je ¥, = &x; —
x; =37m.

Perioda netlumeného kmitu je

r=2m- |[—= 86,43s
VK

o . , e 2 45 _
a thlova frekvence netlumenych kmitl e = T =3 rad-s 1.

Pocatecni vychylka kmitajiciho kaskadéra v Case t=10 je
¥y = Xp = 17,7m a poéiteéni rychlost kmitaniv, = —v, = — 24,26m-s*

(vp ma opacny smer nez osay,a proto je zaporna!l).

Amplituda rychlosti »,, = wy,, = 27,58m-s 1,

Pro okamzitou vychylku y a okamzitou rychlost v kaskadéra pii netltumeném kmitani plati tyto vztahy
Vv zavislosti na Case t:

Y =Y - Sin(wt + @)

v =1, -cos(wt+ @,)

Dosazenim t = 0 a pocateénich podminek kmitu ¥3 @ 17 dostaneme soustavu goniometrickych
rovnic pro pocatecni fazi kmitu @y .

17
singg = 22 =0,4784 cos@g = v—“ =—0,8796

iy ] m
0 , v ™ . T
Reseni této soustavy lezi v intervalu (E: Tr) a je rovno ptiblizné @g = 2,64 rad .

Nyni jiz mlzeme pocitat dobu kmitu £; od okamziku t = 0 do nejnizs§i polohy, kde
¥=—¥,=—37m av= 0. Protyto hodnoty okamzité vychylky a rychlosti dostavame soustavu
goniometrickych rovnic s neznamou t a £5 je nejmensi kladné feSeni libovolné z téchto rovnic. Pro

jednodussi vypocet si vybereme okamzitou rychlost, ktera je nulova v nejnizsi poloze. Proto plati:

cos(wt+ @,)=0

154



T-200%

* X ok
* *
rs * L]
evropsky * . o tl\.

sl e B T
socidlni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzddiavéni e - 2
fondvCR EVROPSKA UNIE = MLADEZE A TELOVYCHOVY — pro knnkurzenceac:opnost PLZENS KY KRA

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

mt—i—qau:;—r—i-k?r ke Z

Nejmensi kladné feSeni dostaneme pro k = 1:

A 3T
w =
z 7 9Po 2

3mr— 2
g, =— P05 78¢

Zew

Celkova doba padu do nejnizsiho bodu je t = £, + £, = 2,475+ 2,785 = 5,255.
3. Zavér

Ve trech ptikladech bylo ukdzano vyuziti matematického feSeni kvadratickych, exponencialnich a
goniometrickych rovnic ve fyzikalnich ulohach.

4, Pouzita literatura:

SEDIVY, P.: Teplotni zavislosti fyzikalnich veli¢in, knihovni¢ka FO, studijni text.

5. Kontakt na autora
Mgr. Petr Mazanec
Gymnazium Plzen, Mikulasské nam. 23

pmazanec@mikulasske.cz
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Ve

Vyuziti matematiky pri feSeni fyzikalnich aloh -

soucet nekonecéné rady a urcity integral ve fyzice

Petr Mazanec

1. Uvod

V prednasce byla ukazana na ne€kolika ulohach souvislost souctu nekonecné fady a urcitého integralu.

2. Stat’

Priklad 1

Zavislost okamzité rychlosti rovnomérné zrychleného pohybu na Case je linearni funkci

=1y +at

V &ase t = 0 jsou pocateéni podminky ¥ = vp @ 5 = 0.

Odvod'te funkéni zavislost drahy s na Case t.

Reseni:

a) Souctem nekonecné fady

Casovy interval

t
{0: 1Y rozdélime na n intervall o délce At = - (n e N).
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Pokud je n dostatecné velké ptirozené ¢islo (n™ = ), pak mizeme predpokladat ze v téchto kratkych
intervalech se rychlost téméf nezméni. Oznacme k pofadi intervalu od =zacatku pohybu

(kefl.2,3,....n}).

Uréime rychlosti Vi @ drahy 53 = v - Aty t&chto intervalech.
E=1 t=At 7y :Vu+ﬂﬂt 1 =1 - AF

kE=2 t=2At vz=vu+2ﬂ,ﬂt 3 = V3 - AF

kE=k t=kAt v, =vy + kalAt s; = vy - AL

k=n t=nAt v, =vy; +nadt s, =1wv, -At
Celkovou drahu s(n) v intervalu {0: £} pro zvolené délenin intervalu vypoéteme

n "

E(ﬂ)z 5y +53+"'+5k+"'+5ﬂ: Zsk :._&t-ka
=1 k=1

" n n T

1
> vi= Y wo +kadt)= Y vy +adt- Y k=nvy +aar- "D
k=1 k=1 k=1 k=1

Pii vypctu predchoziho souctu jsme vyuzili znamy vzorec pro soucet ptirozenych ¢isel od 1 don :
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Z vyse odvozenych vztaht plyne:

nin+1
sin) = nvgat + alAlt)]? %
_
Po dosazeniza ~m aupravé dostaneme

n+1
Zn

stn) = vyt + at® -

vvvvvv

s =lims{n) =v,t + at? limn-l_1 = vyt + at? 1
Tedy celkové dréha =~ n—= e n—= 2Zn 0 2

Matematicky jsme provedli soucet nekone¢né fady pomoci limity poslounosti

1 1+ 1
n+ -
fln)=——=—7"1
Zn 2
lim— = 0 lim F(n) = &
Z predchozi upravy a z toho, Ze n~=1 _  vyplyva, ze n—= Tz
at?
Ziver: s = vut+?

Tato tvaha o souctu nekone¢nych fad velmi malych kladnych ¢isel blizicich se k nule dovedla Isaaca
Newtona k objevu integralniho poctu.

b) Pomoci ur¢itého integralu
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. oy . limAf . . . . . :
V zapise urcitého integralu je dt=ut—+0 Urdity integral funkce v(t) v mezich od 0 do t ( v intervalu

{0:} ) je roven souétu nekone¢né fady v fesent a).

t t t t tz
SZL v-dtzL[vu+aﬂ-dt:vu-£ dt+a-£ t-dt:vu-[t]f,+a-[E]
0

at?
Zaver: 5= vut+?

Vyuzili jsme pravidla a vzorce pro vypocet urcitého integralu, pti jejichz znalosti velmi rychle
dojdeme ke stejnému vysledku.

Piiklad 2
Tenka ty¢ o hmotnosti m a délce I lezi na ose x s levym krajnim bodem v poc¢atku soustavy

soufadnic a zacne se otaet kolem osy z thlovou rychlosti @ tak, Ze je stile kolma na osu z (
Z je pevna osa otaceni a pocatek je pevny bod tyc€e pii otd€eni). Urcete kinetickou energii tyce
pii otaceni.

a) Souctem nekoneéné fady

I I3 = - I
Délkovy interval tyce * € {0: 1) rozdélime na n intervali o délce Ax = - {n e N).

Pokud je n dostate¢né velké prirozené ¢islo (n™ *® ), pak mizeme predpokladat ze jsme ty¢ rozdélili

., . Am = — N v 1 ; s
na n hmotnych bodl o stejné hmotnosti n . Ozna¢me k potfadi hmotného bodu od pocatku

soustavy soufadnic (k € {1.2.3,......n}).

Uré&ime rychlosti Vg @ poloméry otiteni ry a kinetické energie Ei.  tschto hmotnych bodd.
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-_imvf

k=1r;=4x 1y =1Tw E; = 2
-_hmvg
k=2 ry =2Ax vy =1yw E; = 2

k=k r,=kAx v,=rpw Ej =

Amvs

k=n r,=nadx v,=r,w E,= 2
Celkovou kinetickou energii E(n) tyce
vypocteme jako soucet

kil n 7 kil

AL AL
Eln) = E;,=ZIZ*U'E= > ZTE
k=1 k=1 =1

Amvy
2

Amw? - (3x)? «
T . z kz
=1

Pro soucet druhych mocnin pfirozenych ¢isel od 1 do n plati vzorec

i g2 _ Mn + 1)zn + 1)
- 6
k=1
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Uzitim vzorce dostaneme

Aamw? - (x)? -nl + D2a + 1)
12

E(n) =

Po dosazeni za &M @ AX 7 yyse uvedenych vztahti dostaneme po ipravé:

mw?l? (n+1)2a+ 1)

En)=—77 nZ

vvvvvv

mw?l? 4+ 1)2Zn + 1)

E =lim E{n} =lim

Tedy celkova kineticka energie =~ n—= n—= 12 n?
mw?l? m+1)2a+1) me?l? mw? 2
E = - lim 5 = -2=
12 n-= n 12 6

lim O 1Zn + 1) lim(l +%)(z+%) (4 0)2+0)=2

maw? 12

Zaver: FE =
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b) Pomoci ur¢itého integralu

iy , .dm = lim Am i
Polomeér otaceni hmotného bodu o hmotnosti Zam—0 a délce

dx = lim Ax e e — —
axs0  Vpoloze o soutadnici x je ¥ = ¥ . Jeho rychlost ¥ = T = Xab.

. ., A i dm dx ;o o
Diferencial hmotnosti miizeme vyjadfit vztahem I pomoci diferencidlu délky.

. e e . dE = lim AE cf e .o ., .
Diferencial kinetické energie AE-0 muzeme vyjadfit pomoci diferencidlu hmotnosti:

dm - 1
dFf = ——

Po dosazeni vyse uvedenych vztahti a upravé dostaneme vztah mezi diferencialy dE a dx.

-dx

Urcity integral diferencialu dE v mezich od 0 do 1 ( v intervalu X € {0:1} ) je roven souctu nekonecné
fady v feseni a) a tedy celkové kinetické energii tycCe.

-dx =

mmz [ ] mmz I3 mmzlz
3 6

E = Ldﬂ'—

Opét jsme velmi rychle dosli ke spravnému vysledku pomoci urcitého integralu.
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3. Zavér

Bylo provedeno feSeni dvou fyzikéalnich uloh, na kterych byl ilustrovan urcity integral jako soucet
konvergentni nekonecné fady, pomoci které je definovan v matematické analyze.

4., Pouzita literatura

Casopis Kvant, ¢islo 10, ro¢nik 1983

5. Kontakt na autora
Mgr. Petr Mazanec
Gymnazium Plzen, MikulaSské nam. 23

Email: pmazanec@mikulasske.cz
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ZAKLADY ZPRACOVANI FYZIKALNICH MERENI

Robert KUNESCH

1 Uvod

Hlavnim ukolem ¢i cilem tvodu pfednasky je motivovani studenti k danému tématu.
Utastnikim kempu je proto podrobné vysvétleno, pro¢ je nutné naudit se protokolovat naméfené
vysledky fyzikdlnich (i jinych) méfeni, kontinuita s budoucimi védeckymi pracemi, apod.
V laboratofich si maji moznost prohlédnout praktické ulohy, kterymi jsou tukolovani vysokoskolsti
studenti.

2 Elaborat, protokol...

Studenti jsou dotazovani na dosud nabyté védomosti v dosavadni vyuce fyziky ¢i v jinych
predmétech. Jsou jim ukazany rtzné druhy zpracovani vysledkti méfeni, jsou upozornéni na mnoha
uskali, ktera na né mohou cekat pti vytvareni protokolu nebo i pfi samotném ptedchozim

2.1 Nalezitosti protokolu

vvvvvv

elaborat obsahovat, jako je uvod, Cisla pristroji, pouzité vztahy, atd. Je vysvétlen zasadni vyznam
zavéru u kazdého protokolu, opét s ohledem na dalsi praktické moznosti.

2.2 Tabulky

Studenti jsou konfrontovani se svymi znalostmi a zkuSenostmi z dosavadniho studia pii praci
s programy Word a Excel. Jsou jim ukazany rizné metody zpracovani a nasledna tabelovani vysledk
s dirazem na piehlednost.

2.3 Grafy

Ugastniktim kurzu jsou ukazany nejvyhodngjsi a nejvhodnéjsi metody zpracovani pomoci grafil.
Vse s ohledem na specidlni potieby fyziky. Je jim zdGraznéna fce grafu pro vysledek samotného
méfeni a motivace k jejich co mozné nejpiesnéjSimu provedeni. Jsou zasvéceni do dalsich dalezitych
udaji, které mohou grafy poskytovat, jako je spojnice trendu, rovnice k¥ivky v grafu, hodnotu
spolehlivosti, apod.
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3 Zavér
Na zavér je vSe se studenty zopakovano na jednoduché praktické ukazce v laboratofich.

4 Pouzita literatura

HAVEL, Véclav; PETRIK, Josef: RAUNER, Karel. Fyzikalni praktikum I: Uréeno stud. 1. a 2. ro¢.
ucitelstvi VVP [v§eobecné vzdélavaci predméty]. Plzen: Zapadoceska univerzita, 1992. ISBN 80-
7043-047-8.

5 Kontakt na autora
Robert Kunesch, Mgr.
OF KMT FPE ZCU

Email: kotal@kmt.zcu.cz
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Z.atméni Slunce a Mésice

Lumir HONZIK

1. Uvod

Problematika zatméni a fazi Mésice se tyka tfi téles. Prvnim a nejvetsim télesem je Slunce, které
predstavuje pfirozeny zdroj svétla (samoziejme i tepla). Slunce ma pramér necelych 1400 000 km a
nachazi se v primérné vzdalenosti od zem¢ 149,6 milionu km, coz je 1 AU (astronomicka jednotka).
Z této vzdalenosti se Slunce jevi pod thlem pfiblizné 0,5°.

Druhym télesem je M¢sic, coz je pfirozena druzice Zemé. M¢esic nesviti vlastnim svétlem, ale
pouze odrazi svétlo od Slunce. Jeho pramér dosahuje 3476 km a od Zemé se pohybuje v primérné
vzdalenosti kolem 385 000 km. | on se z této vzdalenosti jevi pod thlem kolem 0,5°, tedy piiblizné
stejnym jaké ma Slunce. Draha M¢sice je velmi komplikovana. Nejen Ze je excentrickd, ale je i
sklonéna pod thlem 5,2°.

Tretim télesem je planeta Zeme, pata nejvetsi planeta slunecni soustavy. Jeji pramér dosahuje
12 756 km.

Tim jak Mésic obihd Zemi, dostava se geometricky do riznych poloh a mohou nastat nekteré
pozorovatelné tikazy. Jednim z nich je pravidelné stfidani mési¢nich fazi. Dal§im tkazem mohou byt
zatméni Slunce nebo Mé&sice, které vSak nastanou jen pii splnéni nékterych podminek.

2. Zatméni Slunce a Mésice
2.1. Zatméni Mésice

Neptili§ ¢asto dochazi k ukazu, kterému fikdme zatméni Mésice. Béhem ného dochazi na
ur¢itou dobu k potemnéni jeho povrchu.

Zatméni Mé&sice je mozné z téchto divodi:

=

Planeta Zem¢ vrha do prostoru sbihavy kuzel plného stinu a rozbihavy kuzel polostinu.

2. Kuzel plného stinu ma délku kolem 1 380 000 km, coz je dostate¢nou hodnota proto, aby
byl stin v urovni drahy Mésice dosti Siroky a tudiz se do n¢j mohl cely Mésic ponofit.
Megsi¢ni draha ma sklon vici ekliptice 5,2°.

Draha Mésice protina ekliptiku ve dvou bodech — vzestupném a sestupném uzlu.

Spojnice vzestupného a sestupného uzlu se v prostoru pomalu staci.

ok w
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Aby zatméni Mésice mohlo nastat, musi byt splnéno nékolik podminek:

Mé¢sic se musi nachazet za planetou Zemi, tedy na opacné stran¢ nez je Slunce.

Je jasné, ze v tu chvili je ve fazi tpliku.

Spojnice obou jeho uzlt musi byt nato¢ena ke Slunci.

Mésic se musi zaroven nachazet v blizkosti jednoho z uzlli na stran¢ od Slunce, tedy
za Zemi.

el NS >

U mésicnich zatméni nastavaji tfi typy:

1. Polostinové zatméni M¢ésice — nastava v okamziku, kdy Mésic vstoupi do rozbihavé-ho
kuzele polostinu. V praxi nema vyznam, protoZe je nepozorovatelné. Lze ho zaz-namenat
pouze pfistrojovou technikou.

2. Céstedné zatméni Mésice — nastava v okamziku, kdy sbihavy kuZel plného stinu do-padne na
¢ast mesiéného povrchu. Tento typ lze pozorovat i okem.

3. Uplné zatméni Mésice — nastava v okamziku, kdy se cely Mésic ponoii do plného stinu
Zemg. Je pozorovatelné pouhym okem. Béhem tplného zatméni byva Mésic nékdy velmi
tmavy, jindy dostava rizné intenzivni cihlové oranzové zbarveni. Zabarveni Mésice béhem
uplné faze zatmeéni je zavislé na znecCisSténi atmosféry Zemé, nebot’ ta ¢ast paprskii pohlcuje
a ¢ast paprskd rozptyluje.

Zatméni Mésice jsou méné Castd nez sluneCni. Lze je vSak pozorovat zcelé pfivracené
polokoule (pokud neni zatazeno), takze je vétSina lidi jiz vidéla. Pro védecké ucely nemaji jiz zadny
prakticky vyznam.

2.2. Zatméni Slunce

Neptfilis ¢asto dochazi i k dalsimu ukazu, kterému fikame zatméni Slunce. Béhem n¢ho dochazi
k postupnému piekryvani slune¢niho disku Mésicem. V ptipadé aplného zatméni se disk Slunce na
uréitou dobu schova za disk Mésice.

Zatméni Slunce je mozné z téchto divodi:

1. Mgsic vrha do prostoru sbihavy kuzel plného stinu a rozbihavy kuzel polostinu.

2. Kuzel plného stinu ma dostate¢nou délku, aby dopadl az na zemsky povrch.

3. Mg¢sic ma na obloze pfiblizné stejny tthlovy primér jako Slunce (thlové priméry za-
visi na okamzité vzdalenosti Slunce — Zemé, Zeme — Mésic).

Megsi¢ni draha ma sklon vici ekliptice 5,2°.
Draha Mg¢sice protina ekliptiku ve dvou bodech — vzestupném a sestupném uzlu.
Spojnice vzestupného a sestupného uzlu se v prostoru pomalu staci.

o akr

Aby zatméni Slunce mohlo nastat, musi byt splnéno ne¢kolik podminek:
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Meésic se musi nachazet mezi Sluncem a planetou Zemi.

Je jasné, ze v tu chvili je ve fazi novu.

Spojnice obou jeho uzlti musi byt nato¢ena ke Slunci.

Mgsic se musi zaroven nachazet v blizkosti jednoho z uzlli na stran¢ u Slunce.

1.
2.
3.
4.

Rovnéz u slune€nich zatméni nastavaji tfi typy:

1. Casteéné zatméni Slunce — nastava v okamziku, kdy Mésic zaéne zakryvat sluneéni disk.
V praxi nema celkem zadny védecky vyznam, pro cvicnou odbornou ¢innost lze feSit
nekteré matematické ulohy. Je dobfe pozorovatelné i okem pies vhodny filtr. Béhem
CasteCné faze ale lze pozorovat pokles osvitu, pokles teploty, zmény v barvach okolni
krajiny. Té€chto zmén si ale pov§imneme az po urcité dob¢ pii vetsi fazi zatmeéni.

2. Prstencové zatméni Slunce — jednd se o specialni typ ¢astecného zatméeni Slunce, kdy M¢sic
nedokaze zcela zakryt slunecni disk a na kratkou dobu (n€kolik sekund) je pozorovatelny
pouze svételny krouzek. Tento typ zatméni nastane, je-li Zemé viici Slunci v relativné malé
vzdalenosti a tim ma na obloze o néco vEétsi uhlovy prumér. Zaroven ale Mésic je vuci Zemi
v relativné velké vzdalenosti a tim ma na obloze o néco mensi uhlovy primér. Nedokaze
proto zcela zakryt disk Slunce. Prstencové zatméni zacinad a konci jako caste¢né. Podobné
jako Castecné, nema ani prstencové zatméni zadny védecky vyznam a hodi se spise pro
cvicné ulohy.

3. Uplné zatméni Slunce — nastava v okamziku, kdy Mésic zcela zakryje disk Slunce. I tento typ
zatméni za¢ina a konéi Easte¢nym zatménim. Uplné zatméni Slunce je pozorovatelné pouze
v misté, kam dopada kuzel plného stinu. Tato stopa se nazyva stopou totality. Jeji Sitka se
pohybuje kolem 150 az 250 km, délka né€kolik tisic km. Tento typ zatméni trva jen nékolik
minut (max. 7,5 min.) a je pozorovatelny pouhym okem. Béhem uplné faze je viditelna
horni vrstva sluneéni atmosféry — koréna, v dalekohledu i protuberance. V prib&hu jsou
viditelné i jasné hvézdy a planety.

V okamziku pfed a t€sn€ po uplném zatméni 1ze pozorovat po kratky cas i dalsi tkazy jako
jsou Bayliho perly, efekt diamantového prstenu, letici stiny apod. Na c¢aste¢nou a hlavné
uplnou fazi zatméni mize reagovat piiroda (fauna i flora).

Zatméni Slunce) jsou sice Cast€j$i nez mesicni, ale jejich sledovani (hlavné Gplna zatméni) jsou
omezena pouze na oblast pasu tzv. totality. Proto je sleduje jen maly pocet lidi. Uplné zatméni pro
jedno misto na Zemi nastava v priméru jednou za 200 let. Pro védecké ucely maji dodnes velky
vyznam.

2.3. Perioda saros
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Po urcité dobé dochazi k opakovani stejnych typu slune¢nich i mési¢nich zatméni. Tato perioda se
nazyva saros a trva 223 synodickych mésicti, coz odpovida 18 roktim a 10 dniim.

3. Zavér

Zatméni Slunce a Mésice jsou zajimavé astronomické ukazy, které mély vyznam hlavné v minulosti.
V soucasné dobé dulezitost zatméni jiz neni tak vyznamna jako v minulosti. Zatméni Mésice jiz
z védeckého hlediska vyznamna nejsou. U slune¢nich zatméni maji i v dnesni dob€ zatméni tGplna.
V kazdém pftipadé patii zatméni Slunce a Mésice mezi nejzajimaveéjsi a nejnapadnéjsi astronomické
ukazy které mohou pozorovat nejen odbornici, ale i laickd vetejnost. Tyto tkazy jsou sledovatelné i
bez slozit&jsich pozorovacich pomucek.

4. Pouzita literatura

Astronomie 1; V. Guth, F. Link, J. M. Mohr, B. Sternberk; vyd.: Nakladatelstvi Ceskoslovenské
akademie véd, Praha 1954

Hvézdarsky zemépis; V. Vanysek, Nakl.: Orbis, Praha, 1953
Atlas M¢sice; A. Riikl; vyd.: Aventinum, Praha 1991, ISBN 80-85277-10-7
Dostupné na internetu:

http://www.astro.zcu.cz/old/slunce99/publikace/index.html

http://www.astro.cz/rady/ukazy/zatmeni/slunce/

http://astro.sci.muni.cz/zatmeni/

5. Kontakt na autora
Lumir Honzik
Hvézdarna a planetarium Plzen

lumir.honzik@seznam.cz
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ZAVISLOST ODPORU NA TEPLOTE
Robert KUNESCH

1 Uvod

Hlavnim ukolem ¢i cilem tvodu laboratorniho cviceni je motivovani student k danému tématu.
Ucastnikiim kempu je tedy ukézana prakticka ukazka laboratorni ulohy ,,Zavislost odporu termistoru
na teploté”, ke které se v prubéhu cvifeni procvi¢i matematicko-fyzikalni aparat. Zatim studenti
nechaji rozpustit led ve vodg, aby dosahli pokud mozno nejmensi mozné teploty.

2 Zavislost odporu na teploté

Studenti jsou dotazovani na dosud nabyté védomosti v dosavadni vyuce fyziky i na vlastni
zkuSenosti v dané problematice.

Pokud jesté nemaji ve své domovské t¥idé probrany zakladni vztahy, je nutné je s nimi
seznamit a vysvétlit zobecnéné zavislosti.

2.1 Cvideni

Pokus o dosazeni nejnizsi teploty trva pomérné dlouho a studenti u pokusu nemusi dlit
nepfetrzité. Proto je mozné v nabytém Case vypocitat n¢kolik prikladt s pouzitim vztahu na zavislost
odporu na teploté. Vzhledem k jednoduchosti vztahu, je mozné zkusit vSechny modifikace a studenti si
tim nacvici rizna vyjadfeni ze vztahu.

2.2 Termistor

Studenti jsou obeznameni s pro n¢ dosud povétSinou nezndmou soucastkou. Jsou jim vysvétleny
vlastnosti a praktické pouziti. Vzhledem k praktické laboratorni ukadzce si mohou pochopitelné
termistor dostate¢né podrobné prohlédnout.

2.3 Zavislost odporu termistoru na teploté
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Je jeste dostatecny Casovy prostor pro predstaveni specidlni modifikace vztahu zavislosti odporu
na teploté. Posluchaci se seznami s metodou vypoctu ,.zlogaritmovanim®, kterd je v pfipad¢ této
laboratorni ulohy nezbytna. Jsou obeznameni s grafickym vyjadienim pozadované zavislosti i
s grafickym feSenim neznamych konstant. Je jim vysvétlen pojem extrapolace (pfipadné interpolace).

2.4 Laboratorni cvi¢eni

Studenti si vyzkouseji samostatné pracovat pii laboratorni uloze. V zavislosti na zbyvajicim
¢ase, odeétou z ohmmetru a z teploméru naméiené udaje, pokusi se vytvofit tabulku, pfipadné graf.

3 Zavér

Zakonceni laboratorni ulohy i cviCeni se nese v kratkém zopakovani prednaseného tématu.
Studenti se snazi védecky popsat zavér své laboratorni ulohy na zaklad¢ nove nabytych znalosti.
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